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PRÉFACE. 


Ce volume renferme la fin de mon Cours de la Faculté des 
Sciences. La théorie des fonctions analytiques occupe presque la 
moitié du volume, ce qui s’explique suffisamment par le rôle pré- 
pondérant de ces fonctions dans l'Analyse moderne. Dans cette 
exposition, je me suis placé presque constamment au point de vue 
de Cauchy. Sans nier l'intérêt des méthodes fondées uniquement 
sur les propriétés des séries entières, il me semble que les deux 
théories, bien loin de s'opposer, se complètent admirablement. Si 
l'emploi exclusif des séries entières peut séduire certains esprits 
systématiques, je ne pense pas cependant qu'aucun d’eux ait pu 
songer à bannir de l’enseignement les méthodes si simples et si 
fécondes de Cauchy. 

Quoique je maie pas voulu m’astreindre à ne pas dépasser les 
limites, loujours un peu étroites, d’un programme d'examen, ce 
volume est avant tout-un livre d'enseignement. Dans aucune 
direction, je n’ai cherché à conduire le lecteur jusqu'aux bornes 
actuelles de la Science. J’ai seulement essayé de faire une place, à 
côté de théories depuis longtemps classiques, à quelques théories 
plus récentes. Mon but sera atteint si je puis inspirer à quelques 
lecteurs le désir d'en apprendre davantage. 

MM. Emile Cotton et Jean Clairin m'ont continué leur précieux 
concours pour la correction des épreuves; M. Louis Dunoyer, 


élève à l'Ecole Normale, a bien voulu, lui aussi, prendre sa part 
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vi PRÉFACE. 

de cette tâche ingrate. M. Gauthier-Villars, après avoir accueilli. 
cet ouvrage avec empressement, n’a rien négligé pour assurer 
la perfection de l'exécution typographique. C’est pour moi un 
agréable devoir de leur adresser à tous mes sincères remercie- 


mentis. 


21 mai 1905. 


E. Goursar. 
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CHAPITRE XII. 


FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 


I. — GÉNÉRALITÉS. — FONCTIONS MONOGÈNES. 


259. Définitions. — On appelle quantité imaginaire, ou 
quantité complexe, toute expression de la forme a + bi, a et b 
étant deux nombres réels quelconques, et ¿ un symbole parti- 
culier que lon a été conduit à introduire en vue de donner à 
Palgèbre plus de généralité. Une quantité complexe n’est au fond 
qu'un système de deux quantités réelles, rangées dans un certain 
ordre. Quoique des expressions telles que a + bi maient par 
elles-mêmes aucune signification concrète, on convient de leur 
appliquer les règles ordinaires du calcul algébrique, en conve- 
nant en outre de remplacer partout le carré ¿? par — 1. 

Deux quantités imaginaires æ+ bi et a'-- b'i sont dites 
égales, si lon a a'= a, b'= b. La somme de deux quantités 
imaginaires a + bi et c + di est un symbole de même forme 
a+ c+i(b + d); de même la différence a + bi — (c + di) est 
égale à a — c + i(b— d). Pour obtenir le produit de a + bi 
par c + di, on effectue ce produit par la règle habituelle de la 
multiplication algébrique, et l’on remplace ¿? par — 1, ce qui 
donne 

(a + bi)(c + di) = ac — bd + i( ad + bc). 
G;, IE 1 
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2 CHAPITRE XIII. — FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 

Le quotient de a + bi par c + di est un troisième symbole 
imaginaire æ + yi qui, multiplié par c + di, reproduit a + bi. 
L'égalité 

a bi = (c > di)(xr + yi) 
équivaut, d’après la règle de la multiplication, aux deux relations 


cx — dy =a, dx + cy = b, 


d’où l’on tire 
_ ac+ bd __ bc—ad 


Re AP TT RUE 


Le quotient de a + bi par c + di se représente par la notation 
habituelle des fractions algébriques, et l’on écrit 


a + bi 


THE yi= = 
Y c + di’ 


pour calculer commodément æ et y, il suffit de multiplier les 
deux termes de cette fraction par c — di et de développer les 
produits indiqués. 

Toutes les propriétés des opérations fondamentales de l’algèbre 
s'étendent aux opérations effectuées sur les symboles imaginaires ; 
A, B, C, ... désignant des symboles imaginaires, on a 


AB=BA, ABCmAE. Ch: A(BLC) = ABHAG. 


et ainsi de suite. Les deux imaginaires & + bi et a — bi sont 
des imaginaires conjuguées. Les deux imaginaires æ + bi et 
— a — bi, dont la somme est nulle, sont opposées ou symé- 
triques. 

Étant donné dans un plan un système de deux axes rectangu- 
laires ayant la disposition habituelle, on représente la quantité 
imaginaire a + bi par le point M du plan xOy, dont les coor- 
données sont x =a, y —b. On donne ainsi une signification 
concrète à des expressions purement symboliques, et toute pro- 
position établie pour les quantités imaginaires correspond à un 
théorème de géométrie plane. Mais les plus grands avantages de 
cette représentation apparaîtront encore mieux dans la suite. Les 
quantités réelles correspondent à des points de laxe O x qui, pour 
celte raison, est appelé aussi axe réel. Deux imaginaires conju- 
guées a + bi et a — bi correspondent à deux points symétriques 
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I. — GÉNÉRALITÉS. — FONCTIONS MONOGÈNES. 3 


par rapport à Ox; deux quantités opposées a + bi et — a — bi 
sont représentées par des points symétriques relativement au 
point O. 

La quantité a + bi qui correspond au point M de coordon- 
nées (a, b) s'appelle aussi quelquefois l’afixe de ce point. Quand 
il n'y aura aucune ambiguïté à craindre, nous désignerons par la 
même lettre une quantité imaginaire et le point qui la représente. 

Joignons l’origine au point m de coordonnées (a, b). La dis- 
tance Om s'appelle le module de a + bi, et l'angle dont il faut 
faire tourner une demi-droite couchée sur Ox pour l’amener 
sur Om (cet angle étant compté comme en trigonométrie de Ox 
vers Oy) est l'argument de a + bi. Soient 5 et w le module et 
l'argument de a + bi; entre les quantités réelles a, b, p, w, on a 
les deux relations & = p cosw, b = p sinw, d’où l’on tire 


Le module, nombre essentiellement positif, est déterminé sans 
ambiguïté, tandis que l’argument, n'étant connu que par ses 
lignes trigonométriques, n’est déterminé qu'à un multiple près 
de 27, ce qui était évident d’après la définition même. Toute 
quantité imaginaire admet donc une infinité d'arguments, formant 
une progression arithmétique de raison 27. Pour que deux quan- 
tités imaginaires soient égales, les modules doivent être égaux; 
il faut de plus que les arguments diffèrent d’un multiple de 27 
et ces conditions sont suffisantes. Le module d’une quantité ima- 
ginaire Z se représente par la même notation |z| que la valeur 
absolue d’une quantité réelle. 

Soient 3 = & + bi, z'— a'+ b'i deux quantités imaginaires, 
et m, m les points correspondants; la somme 3 + z/ est repré- 
sentée par le point m”, sommet du parallélogramme construit 
sur Om et Om’. Les trois côtés du triangle O mm” (fig. 53) sont 
égaux respectivement aux modules des quantités 3, 3!, 3 + 3'. On 
en conclut que le module d’une somme de deux quantités est 
inférieur ou au plus égal à la somme des modules des deux 
termes, et supérieur ou au moins égal à leur différence. Deux 
quantités opposées ayant le même module, le théorème est vrai 
aussi pour le module d’une différence. Enfin on voit de la même 
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4 CHAPITRE XIII. — FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 

façon que le module de la somme d’un nombre quelconque de 
quantités imaginaires est au plus égal à la somme des modules, 
légalité ne pouvant avoir lieu que si tous les points qui repré- 


Fig. 53. 


sentent ces diverses quantités sont sur une demi-droite issue de 
l’origine. 

Si par le point m on mène les deux droites mg’, my, parallèles 
à Ox et à Oy, les coordonnées du point m’ dans ce système d’axes 
sont a'— a et b'— b (fig. 54). Le point m’ représente donc 


3! z dans le nouveau système; le module de z!— z est égal à la 
longueur mm/ et l’argument est égal à l’angle 4 que fait la direc- 
ton mm avec mz'. Menons par O un segment O m, égal et paral- 
lèle au segment mm'; l'extrémité m, de ce segment représente 
3!— z dans le système d’axes Ox, Oy. Mais la figure Omm'm, 
est un parallélogramme; le point m, est donc le point symétrique 
de m par rapport au milieu c du segment O m. 

Rappelons encore la formule qui donne le module et l’argu- 
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I. — GÉNÉRALITÉS. — FONCTIONS MONOGÈNES. 5 
ment du produit d’un nombre quelconque de facteurs. Soient 
Zk = 0(Ccoswg + į sin wy) E A E T 0 


ces facteurs; la règle de multiplication, combinée avec les formules 
d’addition des lignes trigonométriques, donne pour le produit 


3132... 3n = PiP2... On[COS (3 +w... wn) + isin (w1 + we +... + Wn) 


ce qui montre que le module du produit est égal au produit 
des modules, et l’argument du produit égal à la somme des 
arguments. On en déduit sans peine la célèbre formule de Moivre 


cosmu + isinmw = (COS + isin w y», 


qui renferme, sous une forme extrêmement condensée, toutes les 
formules de multiplication des fonctions circulaires. 

L'introduction des symboles imaginaires a permis de donner à 
la théorie des équations algébriques une généralité et une symé- 
trie parfaites. C’est du reste à propos des équations du second 
degré que ces expressions se sont offertes pour la première fois. 
Leur importance n’est pas moins grande en Analyse, et nous 
allons d’abord expliquer d’une façon précise ce qu’il faut entendre 
par ces mots : fonction d’une variable imaginaire. 


260. Fonctions continues d’une variable complexe. — Une 
quantité complexe z — x + yi, où x et y sont deux variables 
réelles indépendantes, est une variable complexe. Si l’on conserve 
au mot de fonction son acception la plus générale, il paraît 
naturel de dire que toute autre quantité: imaginaire u, dont la 
valeur dépend de celle de z, est une fonction de z. Un certain 
nombre de définitions s'étendent d'elles-mêmes. Ainsi, on dira 
qu'une fonction w:— f(z) est continue si le module de la diffé- 
rence f(z- h) — f(z) tend vers zéro lorsque le module de A tend 
vers zéro, c'est-à-dire si à tout nombre positif € on peut faire cor- 
respondre un autre nombre positif n tel que l’on ait 


Lf(z+h) - f(z)| < 


pourvu que || soit inférieur à 1. 
Une série 


eo 


L 


Uo(z) + UZ) +... un(3) — ..., 


dont les différents termes sont fonctions de la variable complexe 3, 
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6 CHAPITRE XII. — FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 


est uniformément convergente dans une région À du plan si à 
tout nombre positif € on peut faire correspondre un nombre 
entier N tel que l’on ait 


LEESE + unys(3) +] <6, 


pour toutes les valeurs de 3 prises dans la région A, pourvu quen 
soit = N. On démontre comme plus haut (1, n° 173) que la somme 
d’une série uniformément convergente dans une région À, et dont 
tous les termes sont des fonctions continues de z dans cette ré- 
gion, est elle-même une fonction continue de la variable z dans la 
même région. Une série est encore uniformément convergente si, 
pour toutes les valeurs de z considérées, le module d’un terme 
quelconque |#,| est inférieur au terme correspondant +, d’une 
série convergente, dont tous les termes sont des nombres con- 
stanls et positifs. La série est alors à la fois absolument et unifor- 
mément convergente. 

Toute fonction continue de la variable complexe z est de la 
forme u = P(x, y)+iQ(x, y), P et Q étant des fonctions 
réelles continues des deux variables réelles z, y. Si l’on n'ajoutail 
pas d’autres conditions, l'étude des fonctions d’une variable com- 
plexe z reviendrait donc au fond à l'étude d’un système de deux 
fonctions de deux variables réelles; l'emploi du symbole £ n’amè- 
nerait que des simplifications illusoires. Pour que la théorie des 
fonctions d’une variable complexe présente quelque analogie avec 
la théorie des fonctions d’une variable réelle, nous chercherons 
avec Cauchy à quelles conditions doivent satisfaire les fonctions P 
et Q pour que l'expression P + ¿Q possède la propriété fonda- 
mentale des fonctions d’une variable réelle auxquelles s'applique 
le calcul infinitésimal. 


261. Fonctions monogènes. — Si f(x) est une fonction de la 
f(x + h)— f(x 
h 
tend vers f'(x) lorsque A tend vers zéro. Cherchons de même 

dans quels cas le quotient 


variable réelle x admettant une dérivée, le rapport 


Au __ AP +zAQ 
A3 Ar+1iAy 


tend vers une limite déterminée, lorsque le module de Az tend 
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I. — GÉNÉRAEITÉS. — FONCTIONS MONOGÈNES. 7 
vers zéro, c’est-à-dire lorsque Ax et Ay tendent séparément vers 
zéro. Il est facile de prévoir que cela n’aura pas lieu si les fonc- 
tions P(x, y) et Q(x, y) sont quelconques, car la limite du rap- 


SRS x A AE AY 
port précédent dépend en général de la limite du rapport ©» 


c’est-à-dire de la façon dont le point qui représente la valeur 
de 3 + A se rapproche du point qui représente la valeur de 3. 

Laissons d’abord y constant et attribuons à æ une valeur voi- 
sine æ + Ax, il vient 


Au P(x+Ax,y)—Pir, y) . Q(x =+ Ar, y)—Q(x. y) 
= = H - naas 
Az Ar Az 3 


pour que ce rapport ait une limite, il faut que les fonctions P et Q 
admettent des dérivées partielles par rapport à æ, et cette limite 
a pour expression 

Au  dP . 0Q 


lim — = — ie 
ÀzZ 


Supposons ensuite æ constant, et donnons à y la valeur y + Ay, 
nous avons 


au _ P(r, y+ Aay) Piz, y) p Q(t, Y= Ay) = Q(x, y) 


A3 iAy Ay 


, 


et le rapport aura une limite égale à 


pourvu que les fonctions P et Q admettent des dérivées par- 


è y s 3 Au S 
ielles par rapport à y. Pour les limites du ra M == 8 
telles p pp Y que tes pport Àz soient 


les mêmes dans les deux cas, il faut que l’on ait 


de di, 0%. 
C de y y T 


Supposons que les fonctions P et Q vérifient ces conditions, 
niy su E E. 

et que les dérivées partielles =; Fy’ T y 

continues. Si nous attribuons maintenant à æ èt à y des accrois- 


sements quelconques Az, Ay, nous pouvons écrire, en désignant 


soient des fonctions 
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8 CHAPITRE XIII. — FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 
par 0 et 6’ des nombres positifs plus petits que un, 
AP = P(x + Ar, y + Ay)— P(x + Ax, y) + P(x As, y)— P(x, y) 
= Ay P (z + Ar, y +8 4Ay)+AxP;(x+0'Ax,y) i 
= Ax[Pe(x, y)+e]+Ay[P,(æ, y) + 21], 


et l’on a de même 
AQ = Ax[QS(æ, y) + e] + Ay[Q;(æ, y) + ei], 


€, €, €,, €, étant infiniment petits en même temps que Az et Ay. 
La différence Au = AP + x AQ peut s'écrire, en tenant compte 
des conditions (1), 


OQA TAQ WE) Me : 
au = arf + i J }+ D Abo ion dés in 
= (ar + ay) (S R) +n ae say, 


n et n’ étant infiniment petits. Il vient donc 


Au _dP aU nAr+mnAy 


rh dT arr: Ar + i Ay 


2 


si |n] et |n| sont plus petits qu'un nombre &, le module du terme 
complémentaire est inférieur à 24. Ce terme tend donc vers zéro 
lorsque Az et Ay tendent vers zéro, et l’on a 


li Au oP AF d0Q 
Pis de dr 


Les conditions (1) sont donc nécessaires et suffisantes pour que le 
AU ni = 
rapport NA ait une limite unique pour chaque valeur de Z, pourvu 


que les dérivées partielles des fonctions P et Q soient continues. 
La fonction ų est dite une fonction monogène ou analytique (') 
de la variable z; si on la représente par f(z), la dérivée f'(z) est 
égale à lune quelconque des expressions suivantes qui sont équi- 
valentes : 


À oP _.0Q _0Q ;0P _dP .dP  0Q 
187 er “tre t Jæ dy dy — ox "T ar Z 


(*) Le mot monogène a été souvent employé par Cauchy. On dit aussi quelquefois 
synectique. Nous emploierons plutôt le mot analytique; on montrera plus loin 
que cette définition est bien d'accord avec celle qui a été donnée antérieurement 
(1, n° 191). 
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I. — GÉNÉRALITÉS. — FONCTIONS MONOGÈNES. 9 
Il est essentiel de remarquer qu'aucune des deux fonctions 
P(xz, y), Q(x, y) ne peut être prise arbitrairement. En effet, 
supposons que les fonctions P et Q admettent des dérivées du 
second ordre; si l’on différentie la première des relations (1) par 
rapport à z, la seconde par rapport à y, il vient, en ajoutant les 
deux relations obtenues, 
P ðP 


A P= — + = 0, 
dr? dy? 


et l’on démontre de la même façon que l’on a A:Q = o. Les deux 
fonctions P(x, y), Q(x, y) sont donc deux solutions de l’équa- 
tion de Laplace. 

Inversement, toute solution de l'équation de Laplace peut être 
prise pour l’une des fonctions P ou Q. Soit par exemple P(x, y) 
une solution de cette équation; les deux relations (1), où Q est 
considérée comme une fonction inconnue, sont compatibles, et 
l'expression 


(rue 
— D uE: sit a € 
u= P(x, y)+i | Aie ( z d) . da ) EGIk 
qui est déterminée à une constante près C, est une fonction mono- 
gène dont la partie réelle est P(x, y). 

L'étude des fonctions analytiques d’une variable complexe s 
revient donc au fond à l’étude d’un système de deux fonc- 
tions P(x, y), Q(x, y) de deux variables réelles x et y, satisfai- 
sant aux relations C, et l’on pourrail développer toute la théorie 
sans employer le symbole £ (1). Nous continuerons cependant à 
nous servir du symbolisme de Cauchy, tout en faisant remarquer 
que la différence des deux méthodes est au fond plus apparente 
que réelle. Tout théorème établi pour une fonction analytique f(z) 
se traduit immédiatement par un théorème équivalent relatif aux 
fonctions P et Q, et inversement. 


Exemples. — La fonction u = æ?— y?+ 21xy est une fonction ana- 
lytique, car les relations (1) sont vérifiées, et la dérivée est 27 + 21y = 23; 
cette fonction w n’est autre que (x + iy)? = 42. Au contraire, l’expres- 


(') C'est en général à ce point de vue que se placent les géomètres allemands 
de l’école de Riemann. 
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10 CHAPITRE XIII. — FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 


sion ¢ —æ—1y n'est pas une fonction analytique; on a, en effet, 


> I 
Ac AT —1Ay Ar 


àz Ar+idy Ay 


i . . AP gti 
et il est clair que la limite du rapport A dépend de la limite du rap- 


Ay 
pona” 


Quand on pose x = p cosw, y — ọ sinw, en appliquant les formules du 
changement de variables (I, n° 38, p. 84), les relations (1) deviennent 
OP, o en 2 PS s 


(2 ao "8p dw- " dp 


Ji) = (F +i ) loso — isinw). 


On vérifie aisément, au moyen de ces formules, que la fonction 
zm= om(cosmw + isinmw) 
est une fonction analytique de z, dont la dérivée est égale à 


mo™-—i(cosmw + i sinmw)(cosw — isinw) = mz”, 


262. Fonctions holomorphes. — Les généralités qui précèdent 
sont encore un peu vagues, Car il n'a pas été question jusqu'ici 
des limites entre lesquelles on fait varier la variable s. 

Une portion A du plan est dite connexe ou d’un seul tenant 
lorsque l’on peut joindre deux points quelconques pris dans cette 
portion par un chemin continu qui est situé lui-même tout entier 
dans celte portion du plan. Une portion connexe, et située tout 
entière à distance finie, peut être limitée par une ou plusieurs 
courbes fermées, parmi lesquelles il y a toujours une courbe 
fermée qui la limite extérieurement. Une portion du plan s’éten- 
dant à l'infini peut se composer de l’ensemble des points situés à 
l'extérieur d’une ou de plusieurs courbes fermées; elle peut aussi 
être limitée par des courbes ayant des branches infinies. Quand il 
n’y aura pas d’ambiguité à craindre, nous emploierons indifférem- 
ment le mot aire ou région pour désigner une portion connexe 


du plan. 
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I. — GÉNÉRALITÉS. — FONCTIONS MONOGÈNES. 11 

Une fonction f(z) de la variable complexe 3 est dite holomorphe 
dans une région connexe A du plan, si elle satisfait aux conditions 
suivantes : 

1° À tout point z de A correspond une valeur déterminée 
de f(z); 

2° f(z) est une fonction continue de s lorsque le point z se 
déplace dans À, c’est-à-dire que le module de f(z + A)— f(z) 
tend vers zéro avec le module de k; 

3° f(z) admet en chaque point sde À une dérivée unique f'(z), 
c'est-à-dire qu'à tout point z correspond un nombre complexe 
f'(z) tel que le module de la différence 


3 + h)— f(z y 
tical? ka . ! — f'(2) 


tend vers zéro lorsque |4| tend vers zéro. A tout nombre positif e, 
on peut alors faire correspondre un autre nombre positif n tel 
que l’on ait 


(4) [f(3+h)—f(z)— hf'(z)| Selh] 


pourvu que |A| soit inférieur à n. 

Nous ne ferons pour le moment aucune hypothèse relativement 
aux valeurs de f(z) le long du contour qui limite A. Quand nous 
dirons qu'une fonction f(s) est holomorphe à l’intérieur d’une 
aire À limitée par un contour fermé I et sur le contour lui- 
méme, il faudra entendre par là que f(z) est holomorphe dans 
une région À renfermant le contour T et la région A. 

Une fonction analytique f(z) n’est pas nécessairement holo- 
morphe dans tout son domaine d’existence ; elle admet en général 
des points singuliers, qui peuvent être d'espèces très variées. Il 
serait prématuré d'indiquer dès maintenant une classification de 
ces points singuliers, dont la nature nous sera révélée précisément 
par l’étude qui va être faite. 


263. Fonctions rationnelles. — Les règles qui donnent la dé- 
rivée d’une somme, d’un produit, d'un quotient, étant des consé- 
quences logiques de la définition de la dérivée, s'étendent aux 
fonctions d’une variable complexe. Il en est de même de la règle de 
dérivation d’une fonction de fonction. Soit u = f( Z) une fonction 
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analytique de la variable complexe Z; si l’on remplace Z par une 
autre fonction analytique (z) d’une autre variable complexe z, 
u est encore une fonction analytique de la variable z. On a, en 


effet, 
Au Au AZ. 
Az. AZ e Az? 


lorsque |Az| tend vers zéro, il en est de même de | AZ| et chacun des 
Au AZ PRE ; a, A 
~» — tend vers une limite déterminée. Le rapport -" 


AZ’ As Az 
tend donc lui-même vers une limite 


rapports 


. “AU i N 
lim = f'(Z)o'(3). 


~ 


Nous avons déjà vérifié plus haut (n° 261) que la fonction 
zm — (æ =E iy)” 


était une fonction analytique de z, ayant pour dérivée m z™-!, 
On peut le voir directement comme dans le cas d’une variable 
réelle. En effet, la formule du binome, qui repose uniquement 
sur les propriétés de la multiplication, s'étend évidemment aux 
quantités complexes. Nous pouvons donc écrire, m étant un 
nombre entier positif, 


(3+ Ay = zm ng gm—1h + m(m— 1) ZM—2h2 +, .... 
I [1.2 
et par suite 
Zz + hyn — zn è g as i 
(3 h) — = mz™—i4 h MEIDEN m A; gm—2+,,,+ honim 
h i 1.2 


il est clair que le second membre a pour limite m3"! lorsque le 
module de À tend vers zéro. 

Tout polynome entier à coefficients quelconques est donc aussi 
une fonction analytique, qui est holomorphe dans tout le plan. Une 
fonction rationnelle, c’est-à-dire le quotient de deux polynomes 
entiers P(z), Q(z), que l’on peut supposer premiers entre eux, 
est aussi une fonction analytique, mais elle admet un certain 
nombre de points singuliers, les racines de l’équation Q(z) = o. 
Elle est holomorphe dans toute région du plan ne renfermant 
aucune de ces racines. 
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264. Étude de quelques fonctions irrationnelles. — Lorsque le 
point z décrit une courbe continue, les coordonnées x et y, ainsi 
que le module 5, varient d’une manière continue, et il en est de 
même de l’argument, pourvu que la courbe décrite ne passe pas 
par l’origine. Si le point 3 décrit une courbe fermée, x, y et p re- 
viennent à leurs valeurs initiales, mais il n’en est pas toujours ainsi 
de l'argument. Si l’origine est en dehors de l’aire enveloppée par 
la courbe fermée ( fig. 554), il est clair que l'argument revient à 
sa valeur initiale; mais il n’en est plus de même si le point z 


décrit une courbe telle que M NPMo ou M,npqM, (fig. 55%). 


Fig. 55Þ, 


Dans le premier cas, l’argument reprend sa valeur initiale aug- 
mentée de 27, et, dans le second cas, il reprend sa valeur ini- 
tiale augmentée de 47. Il est clair que l’on peut faire décrire à la 
variable z des courbes fermées telles que, si l’on suit la variation 
continue de l’argument le long de l’une d’elles, la valeur finale 
diffère de la valeur initiale de 2m7, n étant un nombre entier 
arbitraire, positif ou négatif. D’une façon générale, lorsque z 
décrit une courbe fermée, l'argument de 3 — a reprend sa valeur 
initiale pourvu que le point 4 soit en dehors de l'aire enveloppée 
par celte courbe fermée, mais on peut toujours choisir la courbe 
décrite par z de façon que la valeur finale de l'argument de z — a 
soit égale à la valeur initiale augmentée de 277. 
Cela posé, considérons l’équation 


(51 UISS, 


où m est un nombre entier positif. A toute valeur de z, sauf z — o, 
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cette relation fait correspondre m valeurs distinctes de u. Si nous 
posons en effet 


3 = p(cosw + č sinw), u = r(cosọ + sing), 
la relation (5) est équivalente aux deux suivantes : 


TER, mo = w+ akr 
j3 
on tire de la première r= 2", c'est-à-dire que r est égal à 
la racine m®™e arithmétique du nombre positif o. Nous avons 


où +—2kT > NE. 
ensuite ọ = 2o el, pour obtenir toutes les valeurs distinctes 


de uw, il suffit de donner au nombre entier arbitraire k les m 
valeurs entières consécutives 0, 1, 2, ..., m—1; nous obtenons 
ainsi les expressions des m racines de l’équation (5) 
lir \ \ 
= (wo +2kr . > f[w—+2kr) ! 
(6) upph [cos a RS. +łsin pee) | F (A =0,1,2,...,2R— FT} 


m n 
1 


on représente encore par 3” l’une quelconque de ces racines. 
Lorsque la variable 3 décrit une courbe continue, chacune de ces 
racines varie elle-même d’une manière continue. Si z décrit une 


Fig. 56%, Fig. 560. 


courbe fermée laissant l’origine à l'extérieur, l'argument w revient 
à sa valeur initiale, et chacune des racines tto, Us, ..., Umi 
décrit également une courbe fermée ( fig. 564). Mais si le point z 
décrit la courbe M,NPM, (fig. 556), w se change en w +— 27, la 
valeur finale de la racine w;est égale à la valeur initiale de uj}, et 
les courbes décrites par les différents points racines forment une 


seule courbe fermée (fig. 56%). 
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Ces m racines Uo, Ui, ---, Um_1 Se permutent donc circulaire- 
ment lorsque la variable 3 décrit dans le sens direct une courbe 
fermée sans point double renfermant l’origine. Il est clair que l’on 
peut faire décrire à z un chemin fermé tel que l’une des racines 
partant de la valeur initiale #5, par exemple, sa valeur finale soit 
égale à l’une quelconque des autres racines. À moins de rejeter la 
continuité, on ne peut donc considérer les m racines de l’équa- 
tion (5) comme autant de fonctions distinctes de 3, mais comme m 
branches distinctes d’une même fonction. Le point z = o, autour 
duquel se permutent ces m valeurs de u, est appelé point critique 
ou point de ramification. 

Pour que les m valeurs de ų puissent être considérées comme 
des fonctions distinctes de 3, il faut interrompre la continuité de 
ces racines le long d’une ligne indéfinie issue de l’origine. On 
peut se représenter d’une façon concrète cette solution de conti- 
nuité de la manière suivante. Imaginons que, dans le plan où l’on 
représente la valeur de z, on trace une coupure indéfinie suivant 
une demi-droite issue de l’origine, par exemple suivant la demi- 
droite OL ( fig. 57), et qu’on écarte légèrement les deux bords de 


celte coupure, de façon que le chemin suivi par la variable ne 
puisse passer d’un bord à l’autre. Dans ces conditions, un chemin 
fermé quelconque ne peut entourer l’origine ; à chaque valeur de z 
correspond une valeur bien déterminée des m racines w;, que 
l’on obtiendra en prenant pour l'argument w la valeur comprise 
entre g et « — 27. Mais il faut observer que les valeurs de u; en 
deux points infiniment voisins m, m', de part et d’autre de la cou- 
pure, ne sont pas les mêmes, La valeur de w;au point m est égale 
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z . . s In PE AT 
à la valeur de u; au point m, multipliée par ( cos— + sin 
m m 
Chacune des racines de l'équation (5) est une fonction mono- 
gène. Soit vo une des racines pour une valeur donnée Zo; à une 
valeur z voisine de 3, correspond une valeur ų voisine de «o. Au 


uto 


lieu de chercher la limite du rapport “=°, on peut chercher la 


?, 
3 


limite du rapport inverse 


3 


3 — 3o un — un 


u — uo u — uo 


cette limite est égale à muy '. On a donc, pour la dérivée de v, 


, . 

l'expression 

] I 1 u 
m u'—i m z 


que l’on peut encore écrire, en introduisant les exposants négatifs, 


mais, pour avoir sans ambiguïté la valeur de la dérivée qui cor- 
respond à lune des racines, il vaut mieux prendre lexpres- 
I 


lu . $ , r 
eek A l’intérieur d’une courbe fermée ne renfermant pas 


l’origine, chacune des déterminations de yz est une fonction holo- 

morphe. L'équation w”— A(z — a) admet de même m racines 

qui se permutent circulairement autour du point critique 3 = a. 
Considérons encore l'équation 


(5) u? = A(z3—e)(3—-6e:)\...(3— en), 


OÙ €, E2, <. <, €n Sont n quantités distinctes. Désignons par les 
mêmes lettres les points qui représentent ces 7 quantités. Posons 


A = R(cosa+isina), 3—ex= px(coswx+isinwg), (Æ=1,2,...,n), 
u = r(cosô + csin0); 


w+ représente l'angle que fait avec la direction Ox la direc- 
tion e3 du point ex au point 3. On tire de l'équation (7) 


Pe Rpaps : 0, 20—41+wi+...+w;+2MT; 
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cette équation admet donc deux racines opposées 


V4 
1 1+0+...+ Ur 
U =(Rp1p2...Pn)° cos ( TA 
bs X 2 
a id [a wi +... Wp 
+ i sin ( ——"— , 
{ 2 
(8) ! 
J x+ wt... +H On+2T) 
un = (Rp192...pn})? | cos RTE NT 2] 
2 j 
.. Ja oi... .+<odn+92r\ 
| + isin ( -— —— ) . 
2 4 


Lorsque la variable z décrit une courbe fermée C renfermant à 
l’intérieur p des points e,, 6», ..., €n, il y a p des arguments w,, 
W2, ..., On qui augmentent de 27; l’argument de w, et celui de ua 
augmentent donc de pr. Si p est pair, les deux racines repren- 
nent leurs valeurs initiales; si p est impair, elles se permutent. 
En particulier, si le contour renferme un seul point e;, les deux 
racines se permulent. Les n points e; sont des points de ramifica- 
tion. Pour que les deux racines w, et us restent des fonctions 
bien déterminées de z, il suffira de tracer un système de coupures 
de façon qu’une courbe fermée quelconque renferme toujours un 
nombre pair de points critiques. On pourra par exemple tracer 
une coupure indéfinie suivant une demi-droite issue de chacun 
des points e;, de façon que ces coupures ne se croisent pas. Mais 
on peut opérer de bien d’autres façons. Si, par exemple, il y a 
quatre points critiques €, €», Cs, €4, On pourra tracer une cou- 
pure suivant le segment de droite e,e:, et une seconde coupure 
suivant le segment e,e;. 


265. Fonctions uniformes et multiformes. — Les exemples 
élémentaires que nous venons de traiter mettent en évidence un 
fait très important. La valeur d’une fonction f(z) de la variable z 
ne dépend pas toujours uniquement de la valeur même de z; mais 
elle peut aussi dépendre dans une certaine mesure de la loi de 
succession des valeurs prises par la variable pour parvenir d’une 
valeur initiale à la valeur actuelle, en d’autres termes, du chemin 
suivi par la variable. 

Reprenons, par exemple, la fonction u= Ÿ3. Si nous allons 
du point M, au point M par les deux chemins MNM et M,PM 
(fig. 55) en prenant dans les deux cas la même valeur initiale 

(ES 1 : 2 
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pour u, nous n’obtiendrons pas en M la même valeur, car les 
deux valeurs obtenues pour l’argument de z différeront de 27. 
On est donc conduit à introduire une nouvelle disunction. 

Une fonction analytique f (z) est dite uniforme ou monodrome 
dans une région A lorsque tous les chemins situés dans A, qui 
vont d’un point Zo à un autre point quelconque z, conduisent à 
la même valeur finale pour f (z2). Lorsque la valeur finale de f(z) 
n’est pas la même pour tous les chemins possibles, la fonction est 
multiforme. 

Une fonction holomorphe dans une région A est forcément 
uniforme dans cette région. D’une façon générale, pour qu’une 
fonction f(z) soit uniforme dans une aire donnée, il faut et il 
suffit qu'un chemin fermé quelconque décrit par la variable 
ramène la fonction à sa valeur initiale. Si, en effet, en allant 


du-point À au point B par les deux chemins AMB (fig. 58) 


i M 
et ANB, on arrive dans les deux cas au point B avec la même 
détermination pour f(z), il est clair que, en faisant décrire à 
la variable le contour fermé AMBNA, on reviendra au point A 
avec la valeur initiale de f (z). 

Réciproquement, supposons que, la variable 3 décrivant le 
contour AMBNA, on revienne au point de départ avec la valeur 
initiale «o, et soit w, la valeur de la fonction au point B, après 
que z a décrit le chemin AMB. Lorsque z décrit larc BNA, la 
fonction part de la valeur u, pour arriver à la valeur w,; donc 
inversement le chemin ANB conduira de la valeur w, à la valeur w,, 
c’est-à-dire à la même valeur que le chemin AMB. 

Il est à remarquer qu’une fonction peut ne pas être uniforme 
dans une aire, sans présenter de points critiques dans cette aire. 
Considérons par exemple la portion du plan comprise entre deux 


cercles concentriques C, C’, ayant pour centre l’origine. La fonc- 
1 


tion u = 3" ne présente aucun point critique dans cette région; 
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cependant, elle n’y est pas uniforme, car si l’on fait décrire à la 
variable 3 un cercle concentrique, compris entre C et C’, la fonc- 


1 
Ë — Ma ITIP 2T 2 LD 
tion 3” est multipliée par COS — +-3sin 


> TE 
m 


I. — SÉRIES ENTIÈRES A TERMES IMAGINAIRES. 
TRANSCENDANTES ÉLÉMENTAIRES. 


266. Cercle de convergence. — Les raisonnements employés 
dans létude des séries entières (I, Chap. IX) s'étendent d’eux- 
mêmes aux séries entières à termes imaginaires; il suffit de rem- 
placer la valeur absolue par le module. Nous rappellerons suc- 
cinctement la suite des théorèmes et les résultats. 


Soit 
(9) Qo Q13 + a23? +...+ an +... 


une série entière où les coefficients et la variable peuvent avoir 
des valeurs imaginaires quelconques. Considérons en même temps 
la série des modules 


(10) Ao+ Air + Ar? >... + ÅAnr” +... 


où A;j—|a;|, r= |z|; on a démontré (I, n° 177) l'existence d’un 
nombre positif R tel que la série (10) est convergente pour toute 
valeur de r< R, et divergente pour toute valeur de rœ R. Ce 
nombre R est égal à l'inverse de la plus grande des limites des 
termes de la suite 


E PAn E an a A 


et, comme cas particulier, il peut être nul ou infini. 

De ces propriétés du nombre R il résulte immédiatement que 
la série (9) est absolument convergente lorsque le module de z est 
inférieur à R. Elle ne peut être convergente pour une valeur 3, 
de z de module supérieur à R, car la série des modules (10) serait 
convergente pour des valeurs de r supérieures à R (I, n° 177). Si, de 
l’origine comme centre, on décrit, dans le plan de la variable 3, un 
cercle C de rayon R (/ig. 59), la série entière (9) est absolument 
convergente pour tout point intérieur au cercle C, et divergente 
pour tout point extérieur; ce qui explique le nom de cercle de 
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convergence donné à ce cercle. En un point du cercle C lui-même, 
la série peut être convergente ou divergente, suivant les cas. 

À l’intérieur d’un cercle C’ concentrique au premier, et dont 
le rayon R’ est inférieur à R, la série (9) est uniformément con- 
vergente. Car pour tout point intérieur à C/ on a évidemment 


lan+12%+1 re st An+p3"TP| EE, Angi R'a+1 4... + An+p R'r+p, 


et l’on peut choisir le nombre n assez grand pour que le second 
membre soit inférieur à tout nombre positif donné £, quel que 
soit p. On en conclut que la somme de la série (9) est une fonc- 
tion continue f(z) de la variable z en tout point intérieur au 
cercle de convergence (I, n° 178). 

En différentiant terme à terme la série (9) un nombre quelconque 


de fois, on obtient un nombre indéfini de séries entières f,(3), 
falz), ce. fa(z), ++, qui admettent le même cercle de conver- 
gence que la première (I, n° 179). Pour démontrer que f, (2) est la 
dérivée de f(z), nous sommes obligés de modifier un peu l’ordre 
des raisonnements suivi dans le cas d’une variable réelle. Étant 
donné un point 3 intérieur au cercle C, de ce point comme 
centre décrivons un cercle c tangent intérieurement au cercle C, 
et prenons un point voisin 3 + À intérieur à c; si r eto sont les 
modules de z et de h, on a r+ọ<R (fig. 59). La somme 
f(z+ h) de la série est égale à la somme de la série à double 
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entrée 
| A+ a415 +3? +...+anzt—... 
| + aih- 2azh +... + nanzi h... 
(1) | + a h? EC PE eee 
1.2 
reel 0e NU OO De = AR Ie Gr 


quand on fait la somme par colonnes. Mais cette série est absolu- 
ment convergente, car si l’on remplace chaque terme par son mo- 
dule on a une série double à termes positifs dont la somme est 


Ao+ A(r+p)+...+ An(r >o)" =>... 


On peut donc faire la somme de la série double (11) par lignes 
horizontales, et l’on a, par conséquent, pour tout point 3 + h 
intérieur au cercle c, la relation 


’ i Hi 11e A h2 Á ) hr | a 
(12) f(z t h) = f(z)- hfila) + fa) +.. ré era PAR = 


La série du second membre est certainement convergente dès que 
le module de % est inférieur à R — r, mais elle peut l’être dans 
une plus grande étendue. On tire de cette formule 


hr—1 


ERa) / 
f(z t) — fiz = filz) + Z fala) +.. i fala). ni 


h 


le second membre est une fonction continue de L qui tend vers 
fs), lorsque, 3 restant fixe, le module de A tend vers zéro. La 
fonction f(z) admet donc, en chaque point intérieur au cercle C, 
une dérivée unique qui est représentée par la série f, (z). Les 
fonctions f(z), ..., fa(s), ... représentent de même les déri- 
vées successives de f(z), et la formule (12) est identique à la for- 
mule de Taylor. Toute série entière représente donc une fonc- 
tion holomorphe à l’intérieur du cercle de convergence. La 
suite des dérivées de cette fonction est illimitée, et toutes ces 
dérivées sont également des fonctions holomorphes dans le même 
cercle. 

Si la série (9) est convergente en un point Z du cercle de con- 
vergence, la somme f(Z) de la série est la limite vers laquelle tend 
la somme f(z) lorsque le point z tend vers le point Z en restant 
sur le rayon qui aboutit à ce point. On le démortre comme au 
n°178 en posant z — Z9 et faisant croître 4 de o à 1. Le théorème 
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est encore vrai lorsque z, tout en restant à l’intérieur du cercle, 
tend vers Z suivant une courbe qui west pas tangente en L au 
cercle de convergence ('). 

Lorsque le rayon R est infini, le cercle de convergence embrasse 
tout le plan, et la fonction f(z) est holomorphe pour toute valeur 
de z. On dit que c’est une fonction entière; l'étude de ces trans- 
cendantes est un des objets les plus importants de l'Analyse. 
Nous allons étudier dans les paragraphes suivants les transcen- 
dantes classiques élémentaires. 


267. Séries de séries. — Étant donnée une série entière (9) à coeffi- 
cients quelconques, nous dirons encore qu'une autre série entière Banz”, 
dont tous les coefficients sont réels et positifs, est majorante pour la 
première série, si l'on a, pour toute valeur de n, |an] a». Toutes les 
conséquences déduites de l'emploi des fonctions majorantes (n° 181-184) 
s'appliquent sans modification au cas des variables imaginaires. Voici une 
autre application. 

Soit 


(13) Pots) + fs) + fes) +. + fa(s) +.. 


une série dont chaque terme est lui-même la somme d'une série entière 
convergente dans un cercle de rayon égal ou supérieur à un nombre R > 0, 


fit) = aiot an3 +... + Qinti... 


Imaginons chaque terme de la série (13) remplacé par son développement 
suivant les puissances de 3; nous obtenons une série à double entrée dont 
chaque colonne est formée par le développement d'une fonction f;(3). 
Lorsque cette série est absolument convergente pour une valeur de z de 


module p, c'est-à-dire lorsque la série double X X lanle” est conver- 
NE 

gente, on peut faire la somme de la première série double par lignes hori- 

zontales, pour toute valeur de z dont le module ne dépasse pas p, et l’on 

obtient le développement de la somme F(z) de la série (13) suivant les 

puissances de z 


| 


F(3) = bot £13 —...- bnz” >.. 
Gn = Qon + din Fooi F ain +... EEA DANS 1) 


C'est au fond le même raisonnement qui donne le développement de 
f(z- h) suivant ies puissances de A. 


(t) Voir Picard, Traité d'Analyse, 1. Il, p. 53. 
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Supposons par exemple que la série f;(z) admette une fonction majo- 


į 


rante de la forme » et que la série © M; soit elle-même convergente. 


~N 


Dans la série à double entrée, le module du terme général sera plus petit 
131", | 
AL 


que M; Pourvu que l’on ait |3| < r, cette série est absolument con- 


vergente, car la série des modules est convergente, et sa somme est infé- 


$ . ZM; 
rieure à — 


RE! 
/ 


268. La fonction exponentielle. — La définition arithmé- 
tique de la fonction exponentielle n’a évidemment aucun sens 
lorsque l’exposant est imaginaire. Pour généraliser la définition, 
il faut donc partir d’une propriété susceptible de s'étendre au cas 
d'une variable complexe. Nous partirons de la propriété exprimée 
par la relation fonctionnelle a7 x a7’ — a*+*", Proposons-nous de 
déterminer une série entière f(z), convergente dans un cercle de 
rayon R, telle que l’on ait 


(14) J(3+23)=f(2)f(2"), 


! soient inférieurs à R, ce 


pourvu que les modules de z, z', z + 3 
$ : t 3 À he -R 3 
qui aura lieu certainement si |z| et |s'| sont inférieurs à z Si l’on 


fait z' = o dans la relation précédente, elle devient 


Fl) =f) flo); 


on doit donc avoir f(o)— 1, et nous écrirons la série cherchée 
~ ju «a; 42] An 

(16 Zz) = 1+ — 3 + — 3?+... + — 3l.. 
) fiz) 1 1.2 Bon AMEL 


Remplaçons successivement dans celte série 3 par Aż, puis 
par Xz, À et X étant deux constantes et £ une variable auxiliaire, 
et faisons le produit des deux séries; il vient 


SAOSNA =1+ a TE AER 


Ay n 3 i 4 
AE re —— an À? + me Arn- MON +... +H anA” e 
Los. /E \ 1 
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D'autre part, on a 


a 


E Fh a [421 r n ş ' 
| =1 + > (A+ N t+. + ——— (À LT LE EN 
f(t+X't)=1- (A+ À')t RE + Net 


L'égalité f(\t+ Ne) — f(t) f(X t) doit avoir lieu pour toutes 
les valeurs de à, X, £, telles que [A] < 1, |X] < 1, lt] < à; il faut 


donc que les deux séries soient identiques, c’est-à-dire que l’on ait 


n 
an(À + A) = and” + . Ana À"—1) 


"y n(n — 1) 


ne ass 2)... +a, de, 


ce qui entraîne les relations 4y = an-ı 41, An = azan; +... que 
lon peut réunir en une condition unique 


(16) Ap+q = Ap Ag; 


p et q étant deux nombres entiers positifs quelconques. Pour 
en trouver la solution générale, supposons g = 1, et faisons suc- 
cessivement p =i; p = 8; Pd, <1 p Vient =), puis 
As—= da, = a, ..., et enfin an= A. Les expressions ainsi 
obtenues satisfont bien à la condition (16), et la série cherchée 
est de la forme 


cette série est convergente dans tout le plan, et la relation 
MEES DESTI ICO, 
est vérifiée, quels que soient 3 et 3. 
La série précédente dépend d’une constante arbitraire a, ; nous 
poserons, en supposant 4; —1, 


(17) et = + 


3 3: 
i 


de sorte que la solution générale du problème posé est e%:7. 

La fonction entière e7 coïncide avec la fonction exponentielle 
étudiée en Algèbre e7, lorsque 3 a une valeur réelle +, et l’on a 
toujours, quels que soient s et z/, e7t7 = e7 x e”. La dérivée de e7 
est encore égale à la fonction elle-même. On a, d’après la formule 


d’addition, 
ex+yi= ezeri; 
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pour pouvoir calculer e7 lorsque z a une valeur imaginaire x -+ yi. 
il suffit de savoir calculer eri. Or le développement de eri peut 
s'écrire, en groupant ensemble les termes de même parité, 


D nd: A y 


eyi = ı — - m an ec NN NRE 
i.a Ee EIN À 4 es PE RU 


on reconnait au second membre les développements de cosy el 
de siny, et l’on a, y étant réel, 


eyi cosy + isiny. 
Remplaçons er par cette expression dans la formule précédente, 
il vient 
(18) et+tyi = e? (cosy + isiny); 


la fonction e*tri a pour module e* et pour argument y. 

Cette formule met en évidence une propriété importante de e7; 
quand on change 3 en z+ 27i, x ne change pas et y augmente 
de 27, ce qui ne change pas la valeur du second membre de la 
formule (18). On a donc e7t?7i — e7; la fonction exponentielle e? 
admet la période 27i. 

Proposons-nous encore de résoudre l'équation e°— A, où A est 


une quantité imaginaire quelconque différente de zéro. Soient p 
et w le module et l’argument de A ; on doit avoir 


et+yi ex(cosy + i siny) = p(cosw + i sinw), 
ce qui exige que l’on ait 


eT — 0, bi = wW -+ 2KT. 


On tire de la première relation x = logs, le signe log désignant 
toojo le logarithme népérien d’un nombre positif. Quant à y, 
il n’est déterminé qu’à un multiple de 27 près. Si l’on avait A — o, 
l'équation e? = o conduirait à une impossibilité, Donc l’équa- 
tion e =A, où A est différent de zéro, admet une infinité de 
racines, comprises dans la formule logo + i(w + 2kr); l’équa- 
lion = o n'admet aucune racine, réelle ou imaginaire. 


Remarque. — On pourrait aussi définir e7 comme la limite du 
\ m b . 
polynome (: + =) , lorsque m croît indéfiniment. La méthode 


employée en Algèbre pour démontrer que ce polynome a pour 
limite la série (17) s'applique encore lorsque z est imaginaire. 
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269. Fonctions circulaires. — Pour définir sin z et cos z lorsque z 
est imaginaire, nous étendrons immédiatement aux valeurs ima- 
ginaires les séries entières établies dans le cas où la variable est 
réelle, et nous poserons 


[A] 


. d 
Sme =r EE 


(19 
ni | cos 3 = I — > 


Ce sont là des transcendantes entières, auxquelles s'étendent 
toutes les propriétés des fonctions circulaires. Ainsi on voit, sur 
les formules (19), que la dérivée de sin z est cosz, et que la dérivée 
de cosz est — sins; sing se change en — sinz, tandis que cosz 
ne change pas, quand on change z en — 5. 

Ces nouvelles transcendantes se ramènent à la fonction expo- 
nentielle. Écrivons en effet le développement de ei, en réunissant 
ensemble les termes de même parité, 


z2 z+ E z3 
eži = g — + -— +... + i|- — = +... 
1,9 1120.10 ( 


D — “dt 
vs. 


celte égalité peut s'écrire, d’après les formules (19), 
(20) eži = cosz + ïi sinz. 
En changeant z en — z, il vient encore 
ei cos z — i sin z, 


et lon tire inyersement de ces deux relations 


eži- e—zi b esi— e-2i 
(21) cosg = —— ; sinz = ——— 
í 2 21 


Ce sont les formules bien connues d’Euler qui ramènent les 
fonctions circulaires à la fonction exponentielle. Elles mettent en 
évidence la périodicité de ces fonctions, car les seconds membres 
ne changent pas quand on change z en z+ 27. Si on les ajoute 
après les avoir élevées au carré, il vient 


cos?3 + sin?3 = 1. 
Prenons encore la formule d’addition e(+=i— etiez, ou 


cos(z + 3')+isin(s— 3) 
= (cosz+ésinz)(cosz + isinz') 
= COS3 COS3 — sin z sin z'—+ £(sinz cosz'— sinz’ COS3); 
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changeons dans cette formule z en — z, =! en — z’, il vient 
cos(z + 3') — i sin (3 + z') = cosz cos z' — sin z sin z' 
— i(sinz cosz'— sinz'cosz), 
; $ 
et l’on tire de ces deux formules 
COS(3 + 3°) = cos 3 cosz'— sinz sinz', 


sin(z + z') = sinzcosz'- sinz’ coss. 


Les formules d’addition s'étendent donc au cas des arguments 
imaginaires, ainsi que toutes leurs conséquences. Proposons-nous, 
par exemple, de calculer la partie réelle et le coefficient de à 
dans cos(x + yi) et sin(x + yi). Nous avons d’abord, d’après 
les formules d'Euler, 


F e'+er 
COSYE = —— = coshypy, 
2 3 
à 5 ee) — eY x Le 
sinyt = ——— = isinhyp}y; 
z oi " d 


les formules d’addition donnent ensuite 


Cos(Tr+yi) = cosg cos yi — sing sin yi = cosg coshypy — i sin v sinhypy, 


sin (æ+yi)= sin gcos yi + coss sin yi = sing coshypy +icosg sin hyp y. 


Les autres fonctions circulaires se ramènent aux précédentes. 


On a par exemple 


i sin z 1 ezi— e—2i 
AGE = — = + ———); 
e cosz Ù eži e75! 


ce qui peut encore s’écrire 
tangs = 


le second membre est une fonction rationnelle de e?z’; la tangente 
admet donc la période z. 


270. Logarithmes. — Étant donnée une quantité imaginaire z, 


- 


différente de zéro, nous avons déjà vu (n°268) que équation e“ = 3 
admet une infinité de racines. Soit u = x + iy ; p et w désignant 
le module et l'argument de 3, on doit avoir 


et = p, y =w + 2k. 


L'une quelconque de ces racines est dite le logarithme de 3, 
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et on la représente par Log(z). On peut donc écrire 
Log(z) = logp + i(w—+ 247), 


le signe log étant réservé au logarithme népérien ordinaire d’un 
nombre positif. Toute quantité réelle ou imaginaire, différente 
de zéro, admet donc une infinité de logarithmes, formant une 
progression arithmétique de raison 27. En particulier si z est 
un nombre réel et positif z, on a w — 0, et en prenant k = o, 
on retrouve le logarithme ordinaire; mais il y a en outre une 
infinité de valeurs imaginaires pour le logarithme, de la forme 
logæ + 2kri. Si z est réel et négatif, on peut prendre De 
et toutes les déterminations du logarithme sont LAnRAITES. 

Soit z' une autre quantité imaginaire de module p' et d’argu- 
ment w. On a 

Log(z') = logp'+i(w'+24"x); 


en ajoutant les deux logarithmes, il vient 


t 


Log(z) + Log(z') = logpp' + ilw + w+ 2(k + kr]. 


! 


Comme pe" est égal au module de 32 


, et w+ w égal à son 
argument, on peul encore écrire cette formule 


Log(3) + Log(z') = Lo ETY P 


ce qui montre que, quand on PE à lune quelconque des 
valeurs de Log(z) l’une quelconque des valeurs de Log(z’), la 
somme est une des déterminations de Log(zz' 

Imaginons maintenant que la variable z décrive dans son plan 
une courbe continue quelconque, ne passant pas par l'origine; 
le long de cette courbe, o et w varient d’une manière continue et 
il en est de même des différentes déterminations du logarithme. 
Mais il peut se présenter deux cas bien distincts lorsque la va- 
riable z décrit une courbe fermée. Quand z partant d’un point zo 
revient à ce point après avoir décrit une courbe fermée ne renfer- 
mant pas l’origine à son intérieur, l'argument w de Z reprend sa 
valeur initiale w,, et les différentes déterminations du logarithme 
reviennent respectivement à leurs valeurs initiales. Si l’on repré- 
sentait chaque valeur du logarithme par un point, chacun de ces 
points décrirait une courbe fermée. Au contraire, si la variable z 
décrit une courbe fermée telle que la courbe M,NMP (Jimia 
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l'argument de z augmente de 27, et chaque détermination du 
logarithme reprend sa valeur initiale augmentée de 27i. D'une 
façon générale, lorsque 3 décrit une courbe fermée quelconque, la 
valeur finale du logarithme est égale à la valeur initiale augmentée 
de 2kri, k désignant un nombre entier positif ou négatif que 
l’on obtiendra en mesurant l'angle dont a tourné le rayon vecteur 
joignant l’origine au point z. Il est donc impossible de considérer 
les différentes déterminations de Log(z) comme autant de fonc- 
tions distinctes de 3, si l’on n'apporte aucune restriction à la 
variation de cette variable, puisqu'on peut passer de l’une à 
l’autre par continuité. Ce sont autant de branches d'une même 
fonction, qui se permutent autour du point critique 3 = 0. 

A l’intérieur d’une aire limitée par une seule courbe fermée et 
ne renfermant pas l’origine, chacune des déterminations de Log(z) 
est une fonction continue et uniforme de 3. Pour prouver que 
c'est une fonction holomorphe, il suffit de montrer qu’elle admet 
une dérivée unique en chaque point. Soient 3 et 3, deux valeurs 
voisines de la variable et Log(z), Log(z,) les valeurs voisines de 
la détermination choisie du logarithme; lorsque 3, tend vers z, le 
module de Log(z,) — Log(z) tend vers zéro. Posons Log(z) = u, 
Log(3,)— u; nous avons 


Log(z,) — Log(z) U—u. 
feg ehg? 


eti — eu 


— a pour limite la 
Uj; — ú 


or, lorsque w, tend vers w, le quotient 
dérivée de e”, c’est-à-dire e” ou z. Le logarithme a donc une 


dérivée unique en chaque point qui est égale à 


ùl= 


D’une façon générale, Log (z — a) admet une infinité de déter- 
minations qui se permutent autour du point critique z = ą, et la 


dérivée de cette fonction est égale à — å 


La fonction z”, où m est un nombre quelconque, réel ou com- 
plexe, se définit au moyen de l'égalité 


ZM = emLog(z) ; 


à moins que m ne soit un nombre réel et commensurable, cette 
fonction admet, comme le logarithme lui-même, une infinité de 
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déterminations, qui se permutent quand la variable tourne autour 
du point z = 0. Il suffira de tracer une coupure indéfinie suivant 
une demi-droite issue de l’origine pour que chaque branche soit 
une fonction holomorphe dans tout le plan. La dérivée a pour 


expression 


m $ 
-> emLog(z) — mz™-1, 


et il est clair que l’on doit prendre la même valeur pour largu- 
ment de 3 dans la fonction et dans sa dérivée. 


271. Fonctions inverses : arc sin z, arc langz. — Les fonctions 
inverses de sin z, cos3, tangs se définissent d’une façon analogue. 
Ainsi on définit la fonction ų = arc sinz par la relation 


$= sint; 
pour résoudre celle équation par rapport à w, on l'écrit 


eui — e-ti elüi— i 
= = 


21 aieri ? 
et l’on est conduit à une équation du second degré 
(22) U?— »isU—1=0 


pour déterminer l'inconnue auxiliaire U — etë, On tire de cette 
équation 


(23) U=istyi—3, 
et par suite 


i 1 OEN E 
(24) u = arc sinz = = Log (iz + y1— 33). 


/ 


L'équation z = sinu admet donc deux séries de racines, pro- 


venant d’une part des deux valeurs du radical yı — 32, d'autre 
part des déterminations en nombre infini du logarithme. Mais 
si l’on connaît l’une de ces déterminations, on peut en déduire 
aisément toutes les autres. Soient U'— p'eiw et U"— p" eiw” les 
deux racines de l’équation (22); on a entre ces racines la rela- 
tion U'U"= — 1, et par suite o'o" = 1, W+ W= (2n +r)r. On 
w’, et l’on a 


peut évidemment supposer o" = z 


Log(U') = logp'+ i(w =+ 24'r), 
Log( U") = — log p'+ i(t — w+ 2k" z). 


www.rcin.org.pl 


Il. — SÉRIES ENTIÈRES A TERMES IMAGINAIRES. 31 


Toutes les déterminations de arc sin 3 sont donc comprises dans 
l’une des deux formules 


arc sin z = w'+2/4'r — logo, arcsinz=r+2#"r—uw'+1iloges, 


í 
qu'on peut encore écrire, en posant «'= w — i logo’, 

(A) ärcsins=u+2{l'r, 

(B) arc sinz = (24 +1)r — W. 


Lorsque la variable z décrit une courbe continue, les diverses 
déterminations du logarithme de la formule (24) varient en 
général d’une manière continue. Les seuls points critiques que 
l’on puisse avoir sont les points 3 — #1, autour desquels les 


deux valeurs du radical ÿ/1 — z? se permutent; il ne peut y avoir 


de valeur de 3 annulant iz + yı — 22, car, en élevant au carré les 


deux membres de l’équation is = = ÿ1—2?, on en tire 1 = 0. 

Imaginons que l’on trace deux coupures le long de l’axe réel, 
l’une allant de — œ au point — 1, l’autre du point +1 à +. Si 
le chemin décrit par la variable est assujetti à ne pas franchir ces 
deux coupures, les diverses déterminations de arc sinz sont des 
fonctions uniformes de z. En effet, lorsque la variable z décrit un 
chemin fermé ne franchissant aucune de ces coupures, les deux 
racines U’, U” de l'équation (22) décrivent aussi des courbes 
fermées. Aucune de ces courbes ne renferme l’origine à l’inté- 
rieur; si la courbe décrite par la racine U’ par exemple comprenait 
l’origine à l’intérieur, cette courbe couperait au moins une fois 
laxe Oy, en un point situé au-dessus de O x. Or à une valeur 
de U de la forme £4(4 œo), la relation (22) fait correspondre 


I 
une valeur 


-+ a? , 14 > 
me de z, réelle et = 1. La courbe décrite par le 


point z devrait donc traverser la coupure qui va de +1 à + 0. 

Les diverses déterminations de are sin z sont en outre des fonc- 
tions holomorphes de 3. En effet, soient w et u, deux valeurs voi- 
sines de arc sin z, correspondant à deux valeurs voisines 3 et z, de 


la variable. On a 
u-u ü= u 


- mer à 
Zi — 3 SIN y — SM U 


lorsque le module de u, — u tend vers zéro, le rapport précédent 
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oi I id; 
a pour limite te See Les deux valeurs de la dérivée cor- 


respondent aux deux séries de valeurs (A) et (B) de arc sin z. 

Quand on n’impose aucune restriction à la variation de z, on 
peut passer d’une valeur initiale déterminée de arcsinz à une 
quelconque des déterminations, en faisant décrire à la variable z 
une courbe fermée convenable. En effet, on voit d’abord que 
lorsque z décrit, autour du point Z = 1, une courbe fermée laissant 
le point s = — 1 à l'extérieur, les deux valeurs du radical y1 — 2? 
se permutent et l’on passe d’une détermination de la série (A) à 
une détermination de la série (B). Supposons ensuite que l’on 
fasse décrire à 3 une circonférence de rayon R supérieur à un, 
ayant pour centre l’origine; les deux points U’, U” décrivent 
chacun une courbe fermée. Au point s = + R, l'équation (22) 
fait correspondre deux valeurs de U, U'= ia, U" = iB, où a et B 
sont positifs; au point z = — R, la même équation fait corres- 
pondre les valeurs U'= — ia', U" = —ip', a' et 8’ étant encore 
positifs. Les courbes fermées décrites par chacun des deux points 
U', U” coupent donc laxe Oy en deux points, Pun au-dessus, 
l’autre au-dessous du point O; chacun des logarithmes Log(U'), 
Log(U") augmente ou diminue de 27i. 

On définit de même la fonction arc tangz au moyen de la rela- 
tion tang u = 3, ou 


I e?ui — I 
T euu” 
on en tire *' 
; + ùs LS 
e?ui — = =, , 
et par suite 
I lieg 
arc tangz = — Log | - ) . 
2i i+ z) 


Cette expression met en évidence les deux points critiques loga- 
rithmiques € č de la fonction arc tangz. Quand la variable z tourne 


= \ 
SP 
LA 


. l . . . 
autour d’un de ces points, Log (: ) augmente ou diminue de 27i, 
i+2 


et arc tang z augmente ou diminue de z. 


272. Application au calcul intégral. — Les dérivées des fonc- 
Lions que nous venons de définir ont la même expression que 
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lorsque la variable est réelle. Inversement, les règles qui donnent 
les fonctions primitives s'étendent aussi aux fonctions élémen- 


taires de variables complexes. Ainsi, en désignant par f/(s)ds 


toute fonction de la variable complexe z dont la dérivée est f(2), 


ona 
A dz A I 
aasia a —— ~ , m >ti, 
/J (3— a)" m—1 (z— a)" 
" À dz 
$ - = Å Log(zs— a). 
J z—a 


Ces deux formules permettent de trouver une fonction primitive 
d’une fonction rationnelle quelconque, à coefficients réels ou ima- 
ginaires, pourvu qu’on connaisse les racines du dénominateur. 

Considérons en particulier une fonction rationnelle à coeffi- 
cients réels d’une variable réelle x. Si le dénominateur a des 
racines imaginaires, elles sont conjuguées deux à deux, et avec le 
même degré de multiplicité. Soient 4 + Bret 4 — Bi deux racines 
conjuguées d'ordre p de multiplicité. Dans la décomposition en 
fractions simples, si l’on opère pour les racines imaginaires comme 
pour les racines réelles, la racine «+ ĝi fournira une suite de 
fractions simples 


M, + Nc M: + Nai ; M,+ Ni 
D—a—$15 (s—a—}ßi) AR Eee pes 7: à 


et la racine a — ĝi fournira une suite analogue dont les numéra- 
teurs seront conjugués des précédents. Réunissons, dans la fonc- 
tion primitive, les termes qui proviennent des fractions conju- 
guees; nous aurons, SI p>œ>:, 


< Mp+ Mi deif Mp—Npi z 


C A (x — a Bi)P 
ar I | M,+ Nyi M,—N,i 
m o e a 

pP—1lL(T—a—Bijpt  (æ —a+Bip-1 
LR eN rm ur LA gts 

VE ta | [(æ—a)}+ B2]P—1 4 


et le numérateur est évidemment la somme de deux polynomes 
imaginaires conjugués. Si p—1, on a 


M; U Nc Nic 
Eten AT er 
= (Mi+ Nië) Log[(æ — a) — Bi] + (Mi—Nii) Log[(æ—a)+ Bi]. 
Gi G 3 
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Remplaçons les logarithmes par leurs expressions développées, 
il reste au second membre 


. 


f 
Milog[(2 — a)? -+ 8?] + 2N; arc tang ——; ý 


d B T x — 2 ` 
il suffit de remplacer arc tang— —; par (2 — arc tang 3 ) pour 


retrouver le résultat obtenu directement sans l'introduction de 
symboles imaginaires (1, n° 103). 
Considérons encore l’intégrale indéfinie 


dx 
Per 2Bx+C 


qui a deux formes essentiellement différentes (1, n° 105), suivant 
le signe de A. L'introduction d’une variable complexe ramène les 
deux formules à une seule; en effet, si, dans la formule 


Ve = Log(æ + ÿi+z?), 


VETI 
nous changeons zæ en iz, il vient 


dx 


pe = Log(iz + Vi—z?), 


Vi x? 


et le second membre représente précisément arc sing. 


L'introduction de symboles imaginaires dans le calcul intégral 
permet donc de ramener lune à lautre des formules dont on ne 
pourrait saisir la parenté, si l’on ne sortait pas du domaine réel. 
Voici encore un exemple de simplification dù à l'emploi des ima- 
ginaires. On a, a et b étant réels, 


tant + = Bi Pp 
eta+biz dy = > aE eax(cosbx + isinbzx); 
a + bi a? + b? 


égalons les parties réelles et les coefficients de į, et nous avons du 
même coup deux intégrales déjà caleulées (I, n° 119) 


eax( a cosbx + bsinbæx) 


fescosbx dx = car re ee A 
eax(asinbzr—bcosbx) 


fe sindzde= PC Tap E 
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On ramène de même les deux intégrales 


Ad 
fæ eax cosbæx dr, Î ameazas sin bx dx, 


à l'intégrale fæmetatbôx de, que l’on calcule par une suite d’in- 


tégrations par parties. 


273. Décomposition en éléments simples d’une fonction ration- 
nelle de sin z et de cosz. — Étant donnée une fonction rationnelle 
de sinz et de cosz, F (sinz, cosz), si l’on y remplace sinz et cosz 
par leurs expressions tirées des formules d’Euler, elle se change 
en une fonction rationnelle R(ż¿) de ¿ = e*i, Cette fonction R(t), 
décomposée en éléments simples, se composera d’abord d’une 
partie entière, et d’une suite de fractions provenant des racines du 
dénominateur de R(#). Si ce dénominateur admet la racine £ = 0, 
nous réunirons à la partie entière les fractions provenant de cette 
racine, ce qui donnera un polynome ou une fonction rationnelle 


R, ( t)=2 K» gue 


F exposant m pouvant avoir des valeurs négatives. 
Soit { — a une racine différente de zéro du dénominateur. Cette 
racine donnera une suite de fractions simples 


WE "Tee ” An 
de PE TS et: à 


La racine æ n'étant pas nulle, soit 4 une racine de l’équa- 


; J I { i ý 
tion ei = a; —— peut s'exprimer très simplement au moyen 
’? t—a 


de cot% —. On a, en effet, 
2 


s E. . eži eži ; 2 eži 
cot = i © = i| I+ —— }» 
2 e 


et l’on en tire inversement 


I I í . Sm € 
= —— = — t+icot F 
t— a et — ett 2e 2 


la fraction rationnelle f(t) se change donc en un polynome de 


AUA 
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FT 


? 


degré n en cot 


Z — 
~ 


z— a 5—2) 
+ A, cot? ( £ 


J>et A cot" ( F 
gE 2 


Les puissances successives de la cotangente jusqu’à la ni" 


Ao + A'cot 


2 


peuvent à leur tour s'exprimer au moyen des dérivées successives 
jusqu’à la (n — 1)"; en effet, on a d’abord 
dcotz I 


bts” LE VE TES 4 Èg 2 > 
dss a DE UNIT 


- 2 : r d cotz i 
ce qui permet d'exprimer cot?z au moyen de 7, et l’on dé- 
9 FE 


montre aisément de proche en proche que, si la loi est vraie 
jusqu’à cot? z, elle est encore vraie pour cot”t! z. Le polynome 


= 
w m 


précédent de degré n en cot se changera en une expression 


4, — © 


et à ses dérivées, 


linéaire par rapport à cot 


2 


: — 


d S— g) di-1 Z= 0y 
Wo + AW; cot + bo — | cot Hese—+ don —— | cot Ê 
r MT 2 ? dz 2 dent 2 ) 


Opérons de même avec toules les racines b, c, ..., ¿ du déno- 
minateur de R(£) différentes de zéro, et ajoutons les résultats 
obtenus après avoir remplacé ż¿ par efé dans R, (z). La fonction 
rationnelle considérée F (sin z, cosz) se composera de deux parties 


(25) F(sinz, cosz)= b(z)+W(z); 
la fonction ®(z), qui est l’analogue de la partie entière d’une 
fonction rationnelle de la variable, est de la forme 


(26) P(z) = C+ E(amcosmz + Bmsinm z), 


où m est un nombre entier non nul. Quant à W(z), qui est l’ana- 
logue de la partie fractionnaire d’une fonction rationnelle, c’est 
une expression de la forme 


+ z—a Aa OE pe | dn-1 3—4 
y (3)= ds cot ( e ) aN z I . Henri co( +) 


\ \ 


27 /z—8 d PIRN: y dr-1 MIE: 

(27) + Ab cot ( z €) +. so = AE . + VW) TETE cou( = 5) 

PRA E NN NS ETA T ENEEIER TA a AE a TE 4e eus à ET 
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D 7 


Le è Œ . e a A LE D Q 
C'est la fonction cot ( ) qui joue ici le rôle d'élément simple, 


2 


comme la fraction 


; pour une fonction rationnelle. Cette dé- 
Pa 


composition de F (sinz, cosz) se prète facilement à l'intégration ; 


3— 14 . [z—a 
foo dz = 2 Log [sin ( )| , 
2 Ta 


et les autres termes s’intègrent immédiatement. Pour que la fonc- 
tion primitive soit périodique il faut etil suffit que tous les coef- 


on a en effet 


ficients C, A, Ubi, ..., soient nuls. 
Pratiquement, il n’est pas toujours nécessaire de passer par 
| ? I J p 

toutes ces transformations successives pour mettre la fonction 

F (sinz, cosz) sous la forme finale (25). Soit æ une valeur de z 

rendant la fonction F infinie; on peut toujours, par une simple 
] I 

$ re à 

z—a (3—a)? 


partie infinie pour 3 = 2 (I, n° 183). D’autre part, on a 


.., dans la 


division, calculer les coefficients de 


. er 


S dr A ete | 


cot 


P(3— a) étant une série entière; en égalant les coefficients des 


I 
dans les deux membres de la for- 


puissances successives de 


3 — 
v 


mule (25), on aura donc facilement j, bo, ..., Jone 


I . ° 
=o LL devient, en 


Prenons par exemple la fonction 
cos3 — COS 


posant ezi — t; ezi — &, 
24At 


a(t? +1)— tla i)’ 


y j r A I 
le dénominateur admet les deux racines simples t= 4, t = zet 


le numérateur est de degré inférieur à celui du dénominateur. 
On aura donc une décomposition de la forme 


I S — 3 +4 
(2 cot + Wb cot 
cos 3 — COS 2 a 


Pour déterminer 4, multiplions les deux membres par z — z, 
1 
2 sinz 


et faisons ensuite 3 = a; il vient & = — - On trouve de 


à i ; . 
même Ws — —— . Remplaçons A et W par ces valeurs et faisons 
2 Sin X 
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z = 0, on trouve C = o, et il reste la formule 


I I / 3+a Zz—4 
= = (cot — cot . 
COSZ — cosa 2 sina \ 2 2 


Remarque. — Lorsque la fonction F(sinz, coss) admet la 
période z, on peut l’exprimer rationnellement au moyen de e?£i, 
et prendre pour éléments simples cot(z — a), cot(z — B), .... 


274. Développement de Log(1 + z). — Les transcendantes que 
nous avons définies sont de deux sortes : les unes, comme ef, sinz, 
cos z, sont holomorphes dans tout le plan, tandis que Log(z), 
arclangs, ... présentent des points singuliers, et ne peuvent 
être représentées par des développements en séries entières con- 
vergentes dans tout le plan. Mais on a encore des développe- 
ments valables pour certaines parties du plan; nous allons le 
montrer pour la fonction logarithmique. 

Une simple division conduit à la formule élémentaire 


I gn+1 
=1 — 3 + 3?— 233,,,+(—rtzn + , 
Z 1+ 3 


għ 


si l’on a |z| 1, le reste 
1 + 


tend vers zéro lorsque n croît indé- 


y 
Ka 


finiment et, à l’intérieur du cercle C de rayon 1, on a 


buse À. 


23..,.+(—1)37#E.,,... 


Soit F(z) la série obtenue en intégrant terme à terme 


! 
3 g$ gn+1 


celte série est convergente dans ce cercle, et représente une fonc- 
I 
1+3 
déjà une fonction dont la dérivée est la même; c'est Log(1 + 3). 
La différence Log(1+z)—F(:) se réduit donc à une con- 
stante (!); pour déterminer cette constante, il faut préciser la 


. Nous connaissons 


tion holomorphe dont la dérivée Fes) = 


(') Pour que la dérivée d’une fonction analytique X + Yi soit nulle, il faut 
ox oY VLON COX 4 ; 
a haa 9 et par suite — = — = 0; X et Y sont 


que l’on ait (n° 261) Jy dy 


donc constants. 
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détermination choisie du logarithme. Si nous prenons celle qui 
s’annule pour z = o, on a, pour tout point intérieur à C, 


P 


w 


LE i aba 


2? 3 3 

(28) Log(1 + 3) = wy - 
2 á 

Joignons le point A au point M qui représente z (fig. 60); le 
module de 1 + z est représenté par la longueur r — AM, et l’on 


Fig. 6o. 


peut prendre pour argument l’angle a que fait AM avec AO, angle 

b . T T . ` 

qui reste compris entre — — et + - lorsque le point M reste à 
2 2 

l'intérieur de C. La détermination du logarithme qui s’annule 

pour z = o est égale à logr + ia, et la formule (28) ne présente 


aucune ambiguïté. 
En changeant dans cette formule 3 en — z, et retranchant les 


deux formules, on a encore 


a 1+ 3 PE 3 un à ; 
„og H) sai E. , 


si l’on remplace ensuite z par iz, on retrouve le développement 


de arc tang z 
5 


Den I te 1 + iZ Z 33 g 
r = — = === p M 
3 Tg I 3 5 


I— 175 


La série (28) reste convergente en tout point du cercle de convergence 
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sauf au point A. En effet, soit s = ei un point M’ de ce cercle; les deux 


séries 


cos 20 cos30 cos40 
cos) — + —,— — He. 
2 3 4 
+ sin 20 sin30 sin 40 
sin — + ee — — 
2 3 4 


sont l’une et l’autre convergentes sauf pour 0 = (2k +—1)m (I, n° 166). 
D'après le théorème d’Abel, la somme de la série au point M’ est la limite 
vers laquelle tend la somme de la série en un point M situé sur le 
rayon OM’. Si lon suppose ð compris entre — x et + 7, l'angle « a pour 


TE ui 0 Frs 
limite —, et le module AM a pour limite 2 cos-. Nous pouvons donc écrire 
2 2 


log ( > cos -- 


Ty 


:) cos20 cos 30 cos 40 
= COS0 — © + —— — 


\ 2 2 | 3 4 
( in: sin 3 
RS PT PA Lure —», ste (—r <0<7—T). 
2 2 3 


Si, dans la dernière formule on remplace 0 par 0 — z, on retrouve une 
formule déjà établie directement (I, n° 198). 


275. Extension de la formule du binome. — Dans un Mémoire 
fondamental pour la théorie des séries entières, Abel s’est pro- 
posé de déterminer la somme de la série convergente 


m mm — i) 
olm, 3) =1 =+ — 3+ ——— 232+... 
(ša) f a 
29 
m(m —-1)...(m— p= 1) 
Ere a RT 
e TOE -l 


pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de m et de z, pourvu 
que l’on ait |z| < 1. On pourrait y arriver au moyen d’une équa- 
tion différentielle, comme on l’a indiqué à propos des variables 
réelles (I, n° 179). La méthode suivante, qui offre une applica- 
tion des résultats du n° 268, se rapproche davantage de la marche 
suivie par Abel. Pour cela, nous supposerons z donné et |z| <1, 
et nous étudierons les propriétés de #(m, 3) considérée comme 
fonction de m. Si m est un nombre entier positif, cette fonction 
se réduit évidemment au polynome (1+ 3)". Si m et m' sont 
deux valeurs quelconques du paramètre m, on a toujours 


(30) o(m, z) (m', 3)= (m+ m', 2). 


En effet, effectuons le produit des deux séries ọ(m, 3), 
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o(m', 3) par la règle ordinaire ; le coefficient de 3? dans le produit 


i 


est égal à 

ja , | 

(31) M p + Mp- Mi + Mp2 My >. . + MU Mp + Mp 
en posant pour abréger 


m(m—i1)...(m—k+1) 
EAER 


Mı; = , 


et la relation fonctionnelle sera établie si Pon montre que l’expres- 
sion (31) est identique au coefficient de z? dans 2(m + m, z), 
c'est-à-dire à (m + m'),. On pourrait vérifier directement l’iden- 
tité 

(32) (m= m')p= Mp+ Mp- Mi +... + My, 


mais le calcul est inutile si l'on observe que la relation (30) est 
certainement vérifiée toutes les fois que m et m sont des nombres 
entiers positifs. Les deux membres de la formule (32) sont des 
polynomes entiers en m et m’ qui sont égaux toutes les fois que m 
et m' sont des nombres entiers positifs; donc ils sont identiques. 

D'autre part, ọ(m, z) peut être développée en série entière 
ordonnée suivant les puissances croissantes de m. En effet, si 
nous effectuons tous les produits indiqués, 2(m, z) peut être con- 
sidérée comme la somme d’une série double 


m Me m m 
FOR, 2) UE Re EU == 30%... 
1 2 3 P 
2 2 
LA D RE 
; 2 2 
tat m? 
6 
mP 
CRÈTE 3P+..., 
1,2 40 


quand on fait la somme par colonnes. Cette série double est abso- 
lument convergente. En effet, soient |z| = 9 et |m] = 7; si l’on 
remplace chaque terme par son module, la somme des termes de 
la nouvelle série compris dans la (p + 1)"* colonne est égale à 


Pi 


A na EN Rom 
1.2 .p y 


ce qui est le terme général d’une série convergente. On peut donc 
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faire la somme de la série double (33) par lignes, et l’on obtient 
| ses, 
pour o(m, 3) un développement en série entière 
adə 
(m, z)=1+ Ta de ME ete 
Li 1:23 
D’après la relation (30) et les résultats établis plus haut (n° 268), 
cette série doit être identique à e%:”, Or le coefficient de m 


g z? 23 
i= dj que sr à g = Log(i+ az); 
on a donc 
(34) (m, z) = emLog(i+:2), 


la détermination du logarithme étant celle qui s’annule pour 
z =o. On représente encore cette expression par (1+ 3)”; mais, 
pour savoir sans ambiguïté la valeur dont il s’agit, il est commode 
de se reporter à l'expression e”#t+s), 

Soit m= yu +vyi; r et a ayant la même signification qu'au 
paragraphe précédent, on a 


emLog(i+s) — b(U+Vi)(logr+id) 


= eHogr—va[ cos( px + vy logr) + i sin( ux = vy logr)]. 


Pour terminer ce sujet, étudions encore la série sur le cercle de con- 
vergence, Soit U, le module du terme général, pour un point z de ce 
cercle; le rapport de deux termes consécutifs de la série des modules 


LE a À A vo 


est égal à » c'est-à-dire, si m = u + vi, à 


n 


AT ea: L) + I o(n) 
n n n? 


la fonction ọ (n) restant finie lorsque z croît indéfiniment. D’après une règle 
de convergence connue (I, n° 163), cette série est convergente lorsque 
+1 >œı et divergente dans tous les autres cas. La série (29) est donc 
absolument convergente en tous les points du cercle de convergence 
lorsque u est positif. 

Si pu +1 est négatif ou nul, le module du terme général ne va jamais 
Un+i 
Un 
l'unité. La série est divergente en tous les points du cercle, lorsque 
l’on a p£—1. 

Il reste à étudier le cas où l’on a — 1 < <o. Considérons la série dont 


en décroissant, puisque le rapport 


est constamment supérieur à 
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le terme général est U2; le rapport de deux termes consécutifs est égal à 


u -p 9 AD te Lt n 
e 1 en) en à 1 D TUDO 


\ n n? n mL FE 


et, si l’on choisit p assez grand pour que l’on ait p(u +1) > 1, cette série 
sera convergente. Il s'ensuit que UX et par suite le module du terme 
général U, tendent vers zéro. Cela étant, dans l'identité 


o(m, s)(1+3)=e(m+t1, 3), 


prenons seulement dans les deux membres les termes de degré inférieur 
ou égal à n; il reste la relation 
m(m—1)...(m—n+i1) 


Sa (1+ 3) = S, + zn+1, 
Les se 72 


S, et Sp désignant respectivement la somme des (n +1) premiers termes 
de ®(m, z) et de ọ(m +1, z). Si la partie réelle de m est comprise entre 
— 1 et 0, la partie réelle de m +1 est positive, Supposons |z| = 1; lorsque 
le nombre x croit indéfiniment, S’, tend vers une limite, et le terme com- 
plémentaire tend vers zéro; il en résulte que S, tend aussi vers une 
limite, à moins que l’on n'ait 1+ 3 — 0. Donc, lorsque —ıi < u <o, la 
série est convergente en tous les points du cercle de convergence, sauf 
au point 3 = —1. 
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276. Interprétation géométrique de la dérivée. — Soit u= X-+VY; 
une fonction analytique de la variable complexe z, holomorphe 
à l’intérieur d’un contour fermé C; nous représenterons la valeur 
de u par le point de coordonnées X, Y dans un système d’axes 
rectangulaires; pour la commodité des énoncés qui vont suivre, 
nous supposerons les axes OX, QY respectivement parallèles aux 
axes ox et oy et de même disposition que les premiers, dans le 
même plan ou dans un plan parallèle au plan xoy. Lorsque le 
point z décrit laire A limitée par le contour C, le point w de 
coordonnées (X, Y) décrit dans son plan une aire A’; la rela- 
tion u = f(z) définit donc un certain mode de correspondance 
entre les points de deux plans, ou de deux portions de plan. Mais, 
à cause des relations qui lient les dérivées des fonctions X, Y, il 
est évident que ce mode de correspondance doit posséder des 
propriétés particulières; nous allons montrer que les angles sont 
conservés. 
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i~n 
dn 


Soient z et z, deux points voisins de l'aire A, ų et w, les points 
correspondants de l'aire A’; d'après la définition même de la 


che $ u u sip EN N 
dérivée, le quotient ——— a pour limite la dérivée f'(z) lorsque 


PE 
le module de 3, — z tend vers zéro, de quelque façon que 3, — z 
tende vers zéro. Supposons que le point z, se rapproche du 
point 3 en décrivant une courbe C, dont la tangente au point 3 
fait un angle æ avec la parallèle à la direction ox; le point w, 
décrira lui-même une courbe C passant par le point w. Écartons 
le cas où f'(z) serait nul, et soient 3 et w le module et l'argument 


Fig. Gas, Fig. 61. 


de f'(z); soient de même r et r, les distances 33, et uu,, 4! langle 
que fait la direction 33, avec la parallèle zx' à ox, Ê’ l’angle que 
fait la direction «u, avec la parallèle uX’ à OX. Le module du 


Ui — 


` 


(A F Fr ` 
- est égal à ne et l'argument à B'— 2. On a donc 


quotient i 


Mi T7 


les deux relations 

Ae A P g 5 

(35) lim? = p, lim (8'— a') = w + 2kr. 
. 


Occupons-nous seulement de la seconde de ces relations; on 
peut y supposer k= 0, puisque cela revient à augmenter l'ar- 
gument w d’un multiple de 27. Lorsque le point z, se rapproche 
du point z en décrivant la courbe C, a' tend vers la limite æ, 8’ 
tend donc vers une limite ĝ, et l’on a 8 = z + w, ce qui exprime 
que pour avoir la direction de la tangente à la courbe décrite 
par le point u, il suffit de faire tourner d'un angle constant w 
la direction de la tangente à la courbe décrite par z. On sup- 
pose bien entendu dans cet énoncé que l'on fait correspondre les 
directions des deux tangentes qui correspondent à un même sens 


de parcours des points setu. 
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Soit D une autre courbe du plan voy passant par le point 5, 
et soit D’ la courbe correspondante du plan XOY ; les lettres y et à 
désignant les angles que font les directions correspondantes des 
tangentes à ces deux courbes avec 3x! ou uÑ’, nous avons à la 
fois 


Q N L 
p=4 +W, O Y 170 


et par suite ò — 8 = y — a. Les courbes C' et D' se coupent sous le 
même angle que les courbes C et D. Nous voyons de plus que 
le sens de rotation des angles est conservé. Il est à remarquer 
que la démonstration ne s'applique plus si f'(=) = o. 

Si en particulier on considère dans l’un des deux plans xoy 
ou XOY deux familles de courbes orthogonales, les courbes cor- 
respondantes dans l’autre plan formeront aussi deux familles 
de courbes orthogonales. Par exemple les deux familles de 


courbes X = C, Y = C, et les deux familles de courbes 
(36) mod f(z) = C, argf(z) = C' 


forment sur le plan xoy des réseaux orthogonaux, car les courbes 
correspondantes sur le plan XOY sont d’une part les deux sys- 
tèmes de parallèles aux axes de coordonnées, d'autre part les cer- 
cles ayant pour centre l’origine et les droites issues de l’origine. 


Exemples. — 1° Soit z'= 3%, x étant un nombre réel et positif. En 
désignant par r et 0 les coordonnées polaires de z, par 7” et 0" les coor- 
données polaires de z’, la relation précédente est équivalente aux deux 
relations 7” = r4, (= að. On passe donc du point 3 au point z’ en élevant 
le rayon vecteur à la puissance x et multipliant langle polaire par 4. Les 
angles sont conservés, sauf ceux qui ont leur sommet à l’origine, qui sont 
tous multipliés par un facteur constant g. 

2° Considérons la transformation bilinéaire 


az- 
BE aeo oh | 
cz+d 


(37) A 


où a, b, c, d sont des constantes quelconques. Dans certains cas particu- 
liers, on voit immédiatement comment on passe du point z au point z’. 
Prenons par exemple la transformation 3' = 3 + b; soient 3 = x + yi, 
3'=x" + y'i, b =a+ ĝi, la relation précédente donnez'=x+a,y'=y+$, 
ce qui montre qu’on passe du point 3 au point z' par une translation. Soit 
de même z'= az; 9 et w désignant le module et l'argument de a, on 
aura 7'= 2r, 0 = w + 0. On passe donc du point z au point z'en augmen- 
tant le rayon vecteur dans un rapport constant p, et faisant tourner le 
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nouveau rayon vecteur d’un angle constant w. On obtient donc la trans- 
formation définie par la formule z'= az, en combinant une transforma- 
tion par homothétie avec une rotation. Considérons enfin la relation 


ùl- 


r, 0, r', 0" ayant toujours la même signification, on doit avoir r7’ =1, 
0 -+ 0'= 0. Le produit des rayons vecteurs est donc égal à l’unité, tandis 
que les angles polaires sont égaux et de signes contraires. Étant donné 
un cercle C de centre A et de rayon R, nous appellerons inversion par 
rapport à ce cercle la transformation par rayons vecteurs réciproques de 
pôle A et de module R?. On obtient donc la transformation définie par la 
formule z'z = 1 en effectuant d’abord une inversion par rapport au cercle 
de rayon un décrit de l’origine comme centre, puis en prenant le symé- 
trique du point obtenu par rapport à l'axe ov. 

La transformation la plus générale de la forme (37) peut être obtenue 
en combinant les transformations particulières que nous venons d'étudier. 
Si c = o, on peut remplacer la transformation (37) par la suite des deux 
transformations 

a i b 


d a] D "01.7 q? 
si c n’est pas nul, on peut écrire, en effectuant la division, 


a bcec—ad 


Ea EET SE 29 
c c?3 + cd 


DE 
M mm 


et la transformation peut être remplacée par la suite des transformations 


3 + — Z, = C? Z]; Z3 


zZ, = (bc — ad) 33, Z = Z, =+ —° 


Toutes ces transformations particulières conservent les angles et le sens 
de rotation, et changent les cercles en cercles; il en est donc de même de 
la transformation générale (37), appelée pour cette raison transformation 
circulaire. Les lignes droites doivent, dans cet énoncé, être considérées 
comme des cercles de rayon infini. 

3° Soit 

3 =(3—e)"M(3—e)"s..,(3— ep}"p, 
e1, €, ..…, €p étant des quantités quelconques, et les exposants m, 
M, ..., Mp étant des nombres réels, positifs ou négatifs. Soient M, E;, 
E, ..., Ep les points qui représentent respectivement les quantités 3, ei, 
2, --., ep; Soient de plus 71,72, ..., rh les distances ME;, ME:, ..., ME,, 
et 01, 02, ..., 0, les angles que font les directions E, M, EM, ..., E,M 
avec les parallèles à Ov. Le module et l'argument de 3’ sont respective- 
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ment 7%175%...rpr et nu01+...+ Mpp; les deux familles de courbes 
dé 5 e LT mið + Mm... Mpp = C' 
forment donc un réseau orthogonal. Lorsque les exposants M4, Mo, ..., Mp 


sont des nombres rationnels, toutes ces courbes sont algébriques. Si l’on 
a par exemple p = 2, m = Mm = 1, une des familles se compose de cassi- 
noïdes à deux foyers, et la seconde famille est formée par des hyperboles 
équilatères. 


277. Recherche générale des transformations conformes. — 
L'examen de la proposition réciproque de celle qui vient d’être 
établie nous conduit à traiter un problème plus général. Étant 
données deux surfaces ¥, X, faisons-les correspondre point par 
point d’une façon quelconque (en observant cependant certaines 
conditions qui vont être précisées), et cherchons dans quels cas 
les angles seront conservés dans cette transformation. Soient x, 
y, = les coordonnées rectangulaires d’un point de X, x’, y’, z' les 
coordonnées rectangulaires d’un point de XY. Nous supposerons 
les six coordonnées +, y, Z, æ', y’, 3! exprimées en fonction de 
deux paramètres variables w, 6, de façon que les points corres- 
pondants des deux surfaces correspondent à un même système de 
valeurs des paramètres w, v 


td fl, P} d'= f'{u,v) 

38) 5 | = Q(u, 2), Da y =o (u), 
Ed 

l ERUR ACA s =u pv): 


nous admettrons de plus que les fonctions f, +, ... sont con- 
tinues, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, 
lorsque les points (x£, y, 3) et (x', y', 3') restent dans des régions 
déterminées des deux surfaces X et ©’. Rappelons encore les nota- 


tions (1, n° 131) 


2 Ê 2 
E=s(): rape, c =s(F) 


du du ð de 
9) / TE LA r g 92 07 PT LA 
re (Z) 7 ka du de do i 


| ds? =Edu?+2Fdudv+Gdv?, ds" =E' du? + 2F'dudv + G'dv?. 


Soient C et D deux courbes de la surface ¥, passant par un 
point m de cette surface, C' et D’ les courbes correspondantes 
de la surface Y’, passant par le point m’. Le long de la courbe C, 
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les paramètres u, 6 sont fonctions d’une seule variable auxi- 
liaire £, et nous désignerons les différentielles par du et de; de 
même le long de D, w et 6 sont fonctions d’une autre variable z’ et 
nous désignerons les différentielles par òu et dv. D'une façon 
générale, nous distinguerons par les lettres d et à les différen- 
tielles relatives à un déplacement sur la courbe C et sur la 


Fig. 62". Fig. 62. 


courbe D. Les paramètres directeurs de la tangente à la courbe C 
sont respectivement 


dx 


de əz 03 
du 


da — du de 


08 — e 
du + = dv, dy = E rni Aai dz 


les paramètres directeurs de la tangente à la courbe D sont de 


même 
èx a Sue de ò S d AE: 2 èe à 2s Sua 3e 
© = — 0 — 0 o] = —— 0 — 09, 3 = — + — 
du 5: Y u de du ds 


Soit w l'angle des tangentes aux deux courbes C et D; cosw est 
donné par la formule 


dx òx + dy y + dzûs 
cos w = 


Es ie ah Arte TEE 
Vdr? dy? + dz? Wôx? + y? + 02? 
qui peut s’écrire, en tenant compte des notations (39), 


E du du + F (du de + dv du) + G dv òv 


(40) cosw = |)? 
VE du + 2F du de + G de? YE du? + 2F du de + G ès? 


On a de même, w’ étant langle des tangentes aux deux 
courbes C’ et D, 
E' du du + F'(du vò + dv du) + G'dv do 
VE'du? + 2 F'du dv + G'dv? VE'du?+ 2 F'ôu de + G' ôy? 


(41) cosw' = 


Pour que la transformation considérée ne change pas la valeur 


/ 
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des angles, il faudra que l’on ait cosw'— cosw, quels que soient 
du, dv, du, àv; les deux membres de légalité 


cos? w — cos? w 
á 
dv 


k À dv i k 
sont des fonctions rationnelles des deux rapports mi m doi- 
J 


vent être égales, quelles que soient les valeurs de ces deux rap- 
ports. Il faut pour cela que les coefficients correspondants des 
deux fractions soient proportionnels, c’est-à-dire que l’on ait 
E' F’ G' 

4 = = -— = — — )? 
(42) ÉTÉ TE i 
À étant une fonction quelconque des paramètres w, 6, et ces con- 
ditions sont évidemment suffisantes, car cosw, par exemple, est 
une fonction homogène de degré zéro de E, F, G. 

Les conditions (42) peuvent être remplacées par une relation 

unique ds’? = }?ds?, ou 


(43) ds = À ds; 


elle exprime que le rapport de deux arcs infiniment petits corres- 
pondants tend vers une limite indépendante de du et de do, 
lorsque ces deux arcs diminuent indéfiniment. Cette condition 
rend le résultat presque intuitif. En effet, prenons sur la première 
surface un triangle infiniment petit abc, et soit a'b'c' le triangle 
correspondant de la seconde surface. Assimilons ces deux triangles 
ab Lac pg 
‘ab? ac” be 


tendent vers la même limite ÀA(4, v), ces triangles sont semblables 


à des triangles rectilignes; puisque les rapports 


à la limite et les angles correspondants sont égaux. 

On voit que deux figures infiniment petites des deux surfaces 
peuvent être considérées comme semblables, puisque les lon- 
gueurs des arcs sont proportionnelles et les angles égaux; c’est 
pour cela qu'on donne souvent le nom de représentation con- 
forme à toute correspondance qui conserve les angles. 

Étant données deux surfaces Y, Ÿ’, et une correspondance déter- 
minée qui fait correspondre ces deux surfaces point par point, on 
peut toujours reconnaître si les conditions (42) sont vérifiées et, 
par suite, si l’on a une représentation conforme des deux sur- 
faces l’une sur l’autre. Mais l’on peut avoir d’autres problèmes à 

G., IL. 4 
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résoudre; par exemple, les surfaces X et Y étant données, on peut 
se proposer de déterminer toutes les correspondances entre les 
points de ces deux surfaces qui conservent les angles. Supposons 
les coordonnées (x, y, z) d’un point de ¥ exprimées en fonction de 
deux paramètres (u, v) et les coordonnées (x, y’, 3!) d’un point 
de Y’ exprimées en fonction de deux autres paramètres (u', 6’); 
soient 


ds? = E du? + 2F du de + G dv?, ds"? = E' du” + 2F'du'dv'+ G'dv'?, 


les expressions des carrés des éléments linéaires. Le problème 
qu'il s’agit de résoudre revient à celui-ci : Trouver deux fonc- 
tions u =n, (u, v), o= ru, v) telles que l’on ait identique- 
ment 


E' dr} + 2 F' dri dr: + G'dr3 = X2 (E du? + 2F du de + G dv?), 


À étant une fonction indéterminée des variables u, v. Il résulte 
de la théorie générale des équations différentielles que ce pro- 
blème admet toujours une infinité de solutions; nous n’en traite- 
rons que quelques cas particuliers. 


278. Représentation conforme d’un plan sur un plan. — Toute 
correspondance entre les points de deux plans est définie par des 
formules telles que 


(44) X=P(x,7), Y=Q(z, 7), 


les deux plans étant rapportés à des coordonnées rectangulaires 
(x,y) et (X, Y). D’après ce qu’on vient de voir, pour que cette 
transformation conserve les angles, il faut et il suffit que l’on ait 


dX? + dY?= }?(dx? + dy?), 


À étant une fonction quelconque de x, y, indépendante des diffé- 
rentielles. En développant les différentielles dX, dY, et identifiant 
les deux membres, on trouve que les fonctions P(x,y)etQ(x, y) 
doivent satisfaire aux deux relations 


x [dP\? /0Q\?_/oP\? /oQ\?  oP 9P , 0Q 0Q _ 
a + ee ter) 


` 


TENN ` oP 
Les dérivées partielles — 


0 i à : 
ie 2 ne peuvent être nulles à la fois, 


dy 
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ns A " r . 0 ðP 
car la première des relations (45) donnerait aussi e = — = 
P j ox ox ? 


et les fonctions P et Q seraient constantes. Par suite, on peut 
écrire, d’après la dernière relation, 


oP 9Q 0Q oP 
— Z= U —— s; z 5 4 
ox x dy dx ° dy 


u étant une inconnue auxiliaire. En portant ces valeurs dans la 
première condition (45), celle-ci devient 


SER OTLACA D 
22 — ==; RUN PS = 0 
Cu (y) (I) ; 


et Lon cmiire n = Et. On doit donc avoir, soit 
oP JP 3) 
(46) NT RSR 
dx dy dy dr 
soil 
oP Q P Q 
(47) oo 0 tr = 
x dy dy ox 


Le premier système de conditions exprime que P + iQ est une 
fonction analytique de x + iy; quant au second système, on le 
ramène au premier en changeant Q en — Q, c’est-à-dire en pre- 
nant la symétrique de la figure transformée par rapport à OX. 
En définitive, à toute représentation conforme d’un plan sur un 
plan correspond une solution du système (46) et, par suite, une 
fonction analytique. Si l’on suppose les axes OX et OY respec- 
tivement parallèles aux axes og, oy, le sens de rotation des 
angles est conservé ou non, suivant que les fonctions P et Q véri- 
fient les équations (46) ou (47). 


279. Théorème de Riemann. — Étant donnés dans le plan de la 
variable z une aire A limitée par un seul contour (ou contour simple), 
et dans le plan de la variable w un cercle C, Riemann a démontré qu'il 
existait une fonction analytique u = f(z), holomorphe dans l'aire A, et 
telle qu'à chaque point de laire A corresponde un point du cercle et 
qu'inversement à un point du cercle corresponde un point et un seul 
de A. La fonction f(z) dépend encore de trois constantes arbitraires 
réelles dont on peut disposer de façon que le centre du cercle corresponde 
à un point déterminé de l’aire A, tandis qu’un point arbitrairement choisi 
sur la circonférence correspond à un point déterminé du contour de A. 
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Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce théorème dont nous 
indiquerons seulement quelques exemples. 

Remarquons seulement qu’on peut remplacer le cercle C par un demi- 
plan. En elfet, supposons que dans le plan des w, la circonférence C passe 


2 a I à ; 
ar l’origine; la transformation w' = — remplace cette circonférence par 
p S Z 


une droite, et le cercle lui-même par la portion du plan des w' située d’un 
côté de cette droite, prolongée indéfiniment dans les deux sens. 


L 
Exemples. — 1° Soit u = 3%, x étant réel et positif; considérons la 


portion À du plan comprise entre la direction ox et une demi-droite indé- 
finie issue de l’origine et faisant l'angle az avec oæ(x° 2). Soient z = ret, 


u = Rei», on doit avoir 


lorsque le point z décrit la portion A du plan, r varie de o à + +, et 0 de o 
à ax : R varie donc de o à + æ et w de oà 7. Le point u décrit donc le 
demi-plan situé au-dessus de laxe OX, et à un point de ce demi-plan ne 
correspond qu’un point de A, car on a inversement r = R%, 0 = aw. 

Prenons encore la portion B du plan des z limitée par deux arcs de 
cercle qui se coupent. Soient Zọ, 3, les points d’intersection; si l’on 
effectue d'abord la transformation 


La] 
| 
[al 
| 
e 


i 
| 
à. 


laire B est remplacée par une portion A du plan des 3° comprise entre 
deux rayons indéfinis issus de l’origine, car le long d’un arc de cercle 


É 3 — 3 

passant par les points Zo, 31, l'argument de ——— conserve une valeur 
3 — 51 

1 

constante. En appliquant ensuite la transformation précédente u = (23')7, 


nous voyons que la fonction 
L 


3 — 30` 
a =(° - 
:” — 3; 


permet d'effectuer la représentation conforme de l'aire B sur un demi-plan, 


en choisissant 4 convenablement. 

2° Soit u = coss. Faisons décrire à z la demi-bande indéfinie R, ou 
AOBA'( fig. 63), définie par les inégalités o£æx£°7, y Z20, et cherchons 
la région décrite par le point u = X =- Y č. Nous avons ici (n° 269) 

; e + eT s ey — ex 
(48) X = costr ——— ,» Y = — sinz ——— . 
2 2 

Lorsque v varie de o à 7, Y est constamment négatif, et le point u 

reste dans le demi-plan situé au-dessous de laxe X'OX. A tout point de 
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la région R correspond donc un point du demi-plan des w. et lorsque le 
point z est sur le contour de R, on a Y =o, car l’un des deux fac- 
À ey — eY 4 A ` 
teurs sing ou ———— est nul. Inversement à tout point du demi-plan 
2 
des u au-dessous de OX correspond un point et un seul de la bande R 
1 


dans le plan des z. En effet, si 3’ est une racine de léquation u = cosz, 
toutes les autres racines sont comprises dans la formule 247 Œ z'. Sup- 


Fig. 63. 


posons le coefficient de & dans z' positif, il ne peut y avoir qu'un de ces 
points racines dans la bande R, car tous les points 24£7— 2" sont au- 
dessous de ox. Il y a toujours un des points 247 + z' situé dans R; en 
elfet, il y a toujours un de ces points dont l’abscisse est comprise entre o 
et 27. Cette abscisse ne peut être comprise entre 7 et 27, car la valeur 
correspondante de Y serait positive. Ce point est donc situé dans R. 

On voit aisément, au moyen des formules (48), que lorsque le point s 
décrit une portion de parallèle à ov dans la bande R, le point u décrit 
une demi-ellipse. Lorsque le point 3 décrit une parallèle à oy, le point u 
décrit une demi-branche d’hyperbole. Toutes ces coniques ont pour foyers 
les points C, C’ de l'axe OX, d’abscisses + 1 et —1. 


3° Soit 
RI 
OŽA — í 
(49) We pers 
e+ I 


a étant réel et positif. Pour que |u| soit inférieur à l'unité, il faut et il 


JA 


: $ T ; y 
suffit, comme le montre un calcul facile, que l’on ait paiete >o. Si y varie 


de —a à + a, nous voyons qu’à la bande indéfinie comprise entre les 
deux droites y = — a, y = + a, correspond dans le plan des w le cercle G 
de rayon un décrit de l'origine comme centre. Inversement à tout point 
de ce cercle correspond un seul point de la bande indéfinie, car les valeurs 
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de z qui correspondent à une valeur de u forment une progression 
arithmétique de raison 4ai. Il ne peut donc y avoir plus d’une valeur 
de 3 dans la bande considérée. D'ailleurs il y a toujours une de ces racines 
où le coefficient de č est compris entre — a et 3a, et ce coefficient ne peut 


être compris entre a et 3a, car la valeur correspondante de |u| serait 
supérieure à un. 


280. Cartes géographiques. — Faire la carte d’une surface, 
c'est faire correspondre les points de cette surface à ceux d’un 
plan de façon que les angles soient conservés. Supposons les coor- 
données d’un point de la surface considérée X exprimées en fonc- 
tion de deux paramètres variables (w, ¢), et soit 


ds? = E du?+ 2F du de + G dv?, 


le carré de l'élément linéaire. Soient (4, 8) les coordonnées rec- 
tangulaires du point d’un plan P qui correspond au point (u, +) 
de la surface. Il s’agit de trouver les deux fonctions 


u = T (a, B), o = T2(4, P) 


de telle façon que lon ait identiquement 
E du?+ 2F du dv + G dv? = À ( da? — dẹ?), 


À étant une fonction quelconque de z, B, ne renfermant pas les 
différentielles. Ce problème admet une infinité de solutions qui 
peuvent toutes se déduire de lune d'elles au moyen des transfor- 
mations conformes, déjà étudiées, d’un plan sur un plan. Sup- 
posons, en effet, que l’on ait à la fois 

ds? = À(da?+ d8?), ds? = }'(da'?- d8'?); 
on aura aussi 


d12+ dR? = 3 (da? + d8'?), 


de sorte que 4 + 8i, ou a — Bi, sera une fonction analytique 
de 4'+ 8/5. La réciproque est évidente. 


Exemples : 1° Projection de Mercator. — On peut toujours 
faire la carte d’une surface de révolution de façon que les méri- 
diens et les parallèles correspondent à des parallèles aux axes de 
coordonnées. Soient, en effet, 


w = p COS, y =psinv, z= f(ẹ), 
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les coordonnées d’un point d’une surface de révolution autour 
de oz; ona 


w 


ds: = dp [1+ f'?(0)] + p? dw? = p [d+ te de |, 


ce qui peut s'écrire 


en posant 


X =w, vf 


Dans le cas d'une sphère de rayon R, nous pouvons écrire les 
coordonnées 


æ = R sin coso = R sinf sino z = Rcos0 
1? JE 1? ? 


ds? = R?(d0? + sin?0 de?) = R?sin?0 (a+ i ; 


sin? 0 


et nous poserons 


X =», Y K k = log (tang?) . 

On obtient ainsi la projection dite de Mercator, dans laquelle 
les méridiens sont représentés par des parallèles à laxe OY, et 
les parallèles par des segments de droites parallèles à OX. Pour 
obtenir toute la surface de la sphère, il suffit de faire varier © 
de o à 27 et 0 de o à x; X varie de o à 27 et Y de — œ à + œ. La 
carte a donc l'aspect d’une bande indéfinie de largeur 27. Les 
courbes situées sur la surface de la sphère qui coupent tous les 
méridiens sous un angle constant, ou loxodromies, sont repré- 
sentées sur la carte par des lignes droites. 


2° Projection stéréographique. — On peut encore écrire le 
carré de l'élément linéaire de la sphère 


0 / R? 46? 0 
ds? = À cost race R2 tang? > dọ? \, 
 \ 4 cost- 
2 


ou 


ds = 4 cost? (dp? + p7 dwt), 
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en posant 


0 
ọ = Rtang-; w = 
2 


-$ 


Mais dọ? p? dw? représente le carré de lélément linéaire du 
plan en coordonnées polaires (o, w); il suffit donc pour avoir une 
représentation conforme de la sphère de faire correspondre à un 
point (9, 4) de la surface de la sphère le point d’un plan de coor- 
données polaires (5, w). On voit immédiatement, en faisant la 
figure, que ọ et w sont les coordonnées de la projection stéréogra- 
phique sur le plan de l équateur du point (6, 2) de la sphère, le 
point de vue étant l’un des pôles. 


3° Carte du tore. — Considérons le tore engendré par la révolution 
d'une circonférence de rayon R autour d’un axe situé dans son plan, à 
une distance a du centre du cercle (nous supposerons a > R). Laxe de 
révolution étant pris pour axe des z, et le plan médian du tore étant pris 
pour plan des zy, nous pourrons écrire les coordonnées d’un point de fa 
surface 


x = (a + R cosl) coso, y = (a -+ R cosð)sino, 2 = R sm0, 


et il suffira de faire varier 0 et © de — T à +7. On déduit de ces formules 


R? d0? 
= 0 »2 FER a a 
ds? = (a + R cosû) [% ren |: 
pour faire la carte de la surface, nous poserons (voir n° 114) 
À =, 
ĝ n 
— (4) 
Y =r f P SS = NTS tang(4 ea une? ), 
J 1+recosd J-a t+ e 2 
où 
R 
te E h 
a 


La surface totale du tore correspond ainsi point par point à celle d’un 


‘ : ue ame 
rectangle dont les dimensions des côtés sont 27 et ——— + 


Vi—e? 


281. Courbes isothermes. — Soit U(x, y) une solution de l'équation 
de Laplace 


= 0; 


= — + — 
P ox? dy? 
les courbes représentées par l’équation 


(50) U(x, y)= 0, 
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où C est une constante arbitraire, forment une famille de courbes iso- 
thermes. À toute solution U(x, y) de l'équation de Laplace, on peut en 
associer une autre V(zx, y) telle que U + iV soit une fonction analytique 
de z + yi; les relations 

w JV . AU TA 


æ Te 
montrent que les deux familles de courbes isothermes 
Utz;r) = 6, Viæ, pP y= 


sont orthogonales, car les coefficients angulaires des tangentes aux 
courbes C et C' sont respectivement 


Donc les trajectoires orthogonales d’une famille de courbes isothermes 
forment une autre famille de courbes isothermes. On obtiendra tous les 
systèmes conjugués de courbes isothermes en considérant une fonction 
analytique f(z), et en prenant les courbes pour lesquelles la partie réelle 
de f(z), ou le coefficient de č, conserve une valeur constante. Les 
courbes pour lesquelles le module R, ou l'argument Q de f(z), reste 
constants forment aussi deux systèmes conjugués isothermes; car la partie 
réelle de la fonction analytique Log[ f(2)] est égale à logR, et le coeffi- 
cient de z à Q. 

On obtient également des systèmes isothermes conjugués, en considérant 
les courbes décrites par le point de coordonnées X, Y, où f(z) = X+ iY, 
lorsqu'on attribue à v ou à y une valeur constante. Il suffit en effet de 
regarder inversement æ + iy comme une fonction analytique de X + iY. 
Plus généralement, toute transformation entre les points de deux plans 
qui conserve les angles change une famille de courbes isothermes en une 
nouvelle famille de courbes isothermes. Soient 


æ=p(x,y), y=q(2', y") 


des formules définissant une transformation qui conserve les angles, et 
soit F(x', y') le résultat obtenu en remplaçant æ et y par p(x', y') 
et g(x', y') dans U(x, y). Tout revient à démontrer que f (x', y') est une 
solution de léquation de Laplace, pourvu qu’il en soit ainsi de U (7, y). 
Le calcul n'offre aucune difficulté (voir Chap. II; exercice 9, p. 96); mais 
le théorème peut aussi s'établir sans aucun calcul. En effet, nous pouvons 
supposer que les fonctions p(x', y') et g(x', y') vérifient les relations 


ðp _ ðq Oplia 2g 
0x dy!” dy" dx 


car une transformation par symétrie change évidemment une famille de 
courbes isothermes en une nouvelle famille de courbes isothermes, La 
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fonction x + y = p + iq est alors une fonction analytique de z'= z' + iy’, 
et U iV devient également après la substitution une fonction ana- 
lytique F(z', y')+ib(x', y') de la même variable z’ (n° 263). Les deux 
familles de courbes 


$(z',y')= C, Pb(z,y')=0C", 


donnent donc un nouveau réseau orthogonal formé de deux familles iso- 
thermes conjuguées. 

Par exemple, des cercles concentriques et des rayons issus du centre 
forment deux familles isothermes conjuguées, comme on le voit immédia- 
tement en considérant la fonction analytique Logs. En effectuant une. 
transformation par rayons vecteurs réciproques, on en conclut que des 
cercles passant par deux points fixes forment également un système iso- 
therme. Le système conjugué est également composé de cercles. 

De même des ellipses homofocales forment un système isotherme. Nous 
avons vu plus haut en effet que le point u = coss décrit des ellipses homo- 
focales lorsque l’on fait décrire au point z des parallèles à l’axe ox (n° 279). 
Le système conjugué se compose des hyperboles homofocales et ortho- 
gonales. 


Remarque. — Pour qu’une famille de courbes représentée par une 
équation P(x, y) = C soit isotherme, il n’est pas nécessaire que la fonc- 
tion P(x, y) soit solution de l'équation de Laplace. En effet, ces courbes 
sont aussi représentées par l'équation &[P(x, y)] = C, quelle que soit la 
fonction ọ, et il suffit que l’on puisse prendre pour cette fonction ọ une 
forme telle que U(x, y) = 2(P) vérifie l'équation de Laplace. En faisant 
le calcul, on trouve que lon doit avoir 


d?o fs 2 /OP\?1, de JAP er: 
dP? F) +F " dP\oxt dy]  ? 
il faudra donc que le rapport 
HE IAP 


dx? dy? 


(= a OP \? 
ox oy 


\ 


ne dépende que de P et, si cette condition est satisfaite, on obtiendra la 
fonction © par deux quadratures. 


IV. — PRODUITS INFINIS. 


282. Définitions et généralités. — Étant donnée une suite indé- 
finie, à termes réels ou imaginaires, 


Uo, Ui, Ua, cs Un 
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considérons les produits successifs 
P= 1 + wo, P; = (1+ uo)(1 >+ wi), 
Pa = (1 + u) (1 + u) (1+ wo), a Pan = (1 > uo) (1 + uw)... .(1+ Un); 


si le produit P, tend vers une limite P lorsque n augmente indé- 


finiment, on dit que le produit infini 


+ © 
(51) | LG) = (+ uo) (i + u) (1 u). (1 un). 


R= Q 


est convergent : le nombre P est par définition la valeur de ce 
produit. 

Il est clair que si l’un des facteurs 1 + w» est nul, tous les pro- 
duits P,, où 22 m, sont nuls; on a donc P = o. Mais il peut aussi 
arriver que le produit P, tende vers zéro sans qu'aucun des fac- 
teurs 1 + um soit nul, Tel est le cas du produit 

PESTE AA 
I 2 n 
qui tend évidemment vers zéro lorsque r croît indéfiniment. Les 
règles qui permettent de décider de la convergence d’un produit 
infini ne s'appliquant pas toujours à ce cas singulier, nous réser- 
verons le nom de produit convergent aux produits infinis pour 
lesquels P, tend vers une limite P différente de zéro; lorsque P, 
a zéro pour limite, nous dirons que le produit est nul, tandis 
qu'il sera appelé divergent, si P, ne tend vers aucune limite. 

Pour qu'un produit infini soit convergent, sans être nul, il est 
nécessaire que uw, tende vers zéro. En effet, si P, tend vers une 
limite P, la différence P, — P,_, = P,_,u, doit tendre vers zéro; 
le facteur P,_, ayant une limite différente de zéro, il faut donc 
que le facteur w, tende vers zéro. Le raisonnement ne s'applique 
plus si le produit est nul; on vérifie aisément sur l'exemple cité 
plus haut que w, ne tend pas vers zéro. 

D’après une remarque antérieure (I, n° 157), l'étude de la con- 
vergence ou de la divergence d’un produit infini se ramène à 
l'étude de la même question pour une série. Posons 


Po = Po=(1+ uo), = Pi Po= (1+ w)ui, ne 


www.rcin.org.pl 


60 CHAPITRE XIII. — FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 
et, d’une manière générale, 

(52) Pa = Pr— Pr = (1 F w)(i+w)...(1+ uni)un, 
et considérons la série auxiliaire 

(53) Po + Pi. E 


La somme E, = Vo + 6, +...+ Yn est évidemment égale à P,, de 
sorte que celle série est convergente ou divergente en même tem ps 
que le produit infini I(1 + w,); lorsque la série est convergente, 
sa somme F est égale à la valeur P du produit infini. 


283. Produits absolument convergents. — Supposons d’abord 
que tous les nombres up soient réels et positifs. Le produit P, 
va en croissant avec n el, pour démontrer la convergence, il suf- 
fira de prouver que ce produit P, reste inférieur à un nombre 
fixe, quel que soit z. On a, d’une part, 


P,>I1+ uo+ui+...+ Un; 
d’autre part, on a, x étant positif, 1 + £ < e7, et par suite 
, , b] Í , 


> 
I erai elotti.. ettn, 


La première inégalité montre que, si le produit P, tend vers une 
limite P, on a constamment Yy 1- u-t. F un P La série à 
termes positifs 


(54) Uo + Ut... + Unt... 


est donc convergente. Inversement, supposons cette série con- 
vergente et soit S sa somme; la seconde inégalité donne P, < e. 
Le produit P, tend donc vers une limite, et l’on en conclut que 


+ æ 


le produit infini j j (1+ ün), où tous les nombres un sont réels 
o 
et positifs, est convergent ou divergent en méme temps que la 


série (54). 
Considérons maintenant un produit infini, à termes quel- 
conques, réels ou imaginaires, 


(55) (14 w)(1+ uw)... (1+ un)... 
et soit U;— |u;|. Si la série 


(56) Uot Ui+...+U, +. 
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est convergente, il en est de même du produit infini (55). Posons, 
en effet, comme plus haut, 

Vn = (1+ ugo )(1 + W)...(1+ Un-1) Un 

Ve (1 —+— Uo)(1 + U): ..(1+ | À PRESS | Uy 
D’après ce qui précède, la série à termes positifs EU; étant con- 
vergente, il en est de même du produit infini (1 + U;), et par 
suite de la série 
(57) Vot Vi+..-=Vi+...…. 
Or on a évidemment |va| < Vrn; la série 
(58) Po + Pie. + Pnt... 


est donc absolument convergente, et la somme de cette série est, 
comme on l’a fait remarquer, la limite du produit 


. Pah= (L Uo) (14 w)...(1+ Un) 


lorsque z augmente indéfiniment. Dans ces conditions, le pro- 
+ © 
duit Jc + un) est dit absolument convergent. 


n=0 


Les produits infinis absolument convergents offrent un intérêt 
particulier, comme les séries absolument convergentes, avec 
lesquelles ils ont de grandes analogies. Ainsi, dans un produit 
infini absolument convergent, on peut modifier l’ordre des 
facteurs d’une façon arbitraire sans changer le produit. Nous 
démontrerons d’abord qu'étant donné un produit infini absolu- 
ment convergent, à tout nombre positif € on peut faire corres- 
pondre un nombre entier n tel que la différence entre l’unité et 
le produit d’un nombre quelconque de facteurs 


(1+ ua)(1+ ug)...(1+ uw) 


ait un module inférieur à £, lorsque tous les indices z, 8, ..., À 
sont supérieurs à n. On a, en effet, comme on le voit immédia- 
tement en supposant les deux produits développés, 


|0 + ua) + ug)... (+ ur) —1] < (+ Uz)... (+U) i, 
et, par suite, 


|(1+ tg) (1+ ug)... (14+ U) — 1| < eYa+Ug+... +U — 1; 
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mais, la série X U; étant convergente, on peut prendre le nombre n 
assez grand pour que la somme U+ Ug—+...—+ U) soit plus 
petite que log(1+ £), lorsque tous les indices «, B, ..., À sont 
supérieurs à n. Le second membre de l'inégalité précédente peut 
donc être rendu moindre que tout nombre positif e, en prenant 
le nombre entier n assez grand. 

Ceci prouve, observons-le en passant, qu'un produit absolu- 
ment convergent ne peut être nul à moins qu'un des facteurs 
du produit ne soit nul. Supposons en effet qu'aucun des facteurs 
du produit ne soit nul; choisissons le nombre n assez grand pour 
que l’on ait, quel que soit le nombre positif p, 


[+ Ur) (1 + Un+2)... (1+ Unrp) —1| <a, 


a étant un nombre positif inférieur à l'unité. Il est clair que le 
+ 


module du produit infini [EC + Unyy) sera supérieur à 1 — 4% et, 
yal 
par conséquent, le produit P qui est égal au précédent multiplié 
par P, ne pourra être nul. 
Cela posé, soient 


(59) (+ w)(i+ uw)... .(1+ un)... 
un produit infini absolument convergent et 
(60) (i+u,)(i+u)...(1+ um)... 


un autre produit infini composé des mêmes facteurs pris dans un 
autre ordre. Ce second produit est aussi absolument convergent, 
car la série EU; est composée des mêmes termes que la série ZU;. 
Appelons P et P’ les valeurs de ces deux produits (59) et (6o). 
Soit P, le produit des n + 1 premiers facteurs du produit (59); 
tous ces facteurs se retrouvent dans le produit (60), et nous 
pouvons prendre un nombre » > n tel que le produit P}, ren- 
ferme tous les facteurs de P,. Nous avons alors 


! 
m 


ne (1+ua)(i+ ug)...(1+ uw), 


tous les indices 4, B, ..., À étant supérieurs à n, et, d’après ce 
que nous venons de voir, on peut choisir le nombre n assez grand 
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pour que l’on ait 


aussi petit que soit le nombre positif e. Or, lorsque n augmente 
DA 


indéfiniment, il en est de même de m, et le rapport <* a pour 
I j I n 
limite P 


+ Fl faut donc que l'on ait P'= P. 


284. Produits uniformément convergents. — Considérons 
encore un produit infini (51), Où ki, Uir :.., Un, ++. Sont des 
fonctions continues, réelles ou imaginaires, d’une ou plusieurs 
variables x, y, f, ..., ce qui comprend évidemment le cas 
OÙ tlo; Ui, Ua, ... seraient des fonctions d’une variable com- 
plexe z. Nous dirons que ce produit est uniformément conver- 
gent dans un certain domaine D, si la série Êe, définie plus haut, 
dont la somme est égale au produit infini, est elle-même unifor- 
mément convergente dans ce domaine. Le produit P est alors une 
fonction continue des variables indépendantes. 

Un produit infini est uniformément convergent, s’il en est ainsi 


de la série 
(61) Uo+ Ut... Ur +...; 
reprenons en effet la série (53), nous avons 
Papi tes + n+p = Pn+p— Pn = Pal(i+ uni)... (+ Un+p)— 1]; 
on a d’ailleurs les inégalités évidentes 
|Pa| < (1+ Uo) (1+ U)... (t Un) < elo+Ui+...+Un, 
|(O + une) + Un+a). o (I> Uny+p) — 1| < eUnti+Unt:+...+Un+p — 1. 


Mais la série (61), étant uniformément convergente dans le 
domaine D, représente une fonction continue qui reste inférieure 
à une certaine limite M, et lon peut choisir un nombre N assez 
grand pour que la somme suivante, où nZ N, 


Unti + Uit +... + Un+p 


reste inférieure, quel que soit p, à un nombre positif 4 dans le 
même domaine. On aura donc, le nombre z ayant été choisi de 
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cette facon, 
|on+1 +. -+ Vn+p| <'eM(et— 1). 


Ceci prouve bien que la série Xp, est uniformément convergente, 
puisqu'on peut toujours choisir æ de façon à satisfaire à la condi- 
tion eV(e*— 1) < £, aussi petit que soit e. 

Par exemple, le produit infini 


Fe)=s0 =) 2) (5). 


\ 


représente une fonction continue de la variable complexe z, car 
+o 
poe |z 2 . , ` $e D d ? 
la série 2 TE est uniformément convergente à l’intérieur d’une 
1 


courbe fermée quelconque. Ce produit est nul pour 5 = 0, +1, 


Œ+ 2, ... et pour ces valeurs seulement. 


Remarque. — Toutes les propriétés précédentes s'étendent 
sans difficulté aux produits infinis H(1 + tmn), où chaque facteur 
est affecté de deux indices distincts m, n, pouvant varier sépa- 
rément de o à +. Lorsque la série double EU,,, est conver- 
gente, le produit précédent a une valeur bien déterminée, qui ne 
dépend pas de la façon dont on fait croître le nombre des facteurs. 
De même qu’une série double absolument convergente peut être, 
d’une infinité de manières, transformée en une série ordinaire, un 
produit doublement infini, tel que le précédent, peut être d’une 
infinité de manières transformé en un produit simplement infini 
absolument convergent. Si tous les termes #,,, sont des fonctions 
continues de certaines variables z, y, ..., et si la série SU mpn est 
uniformément convergente dans un certain domaine D, le pro- 
duit infini (1 + mn) est lui-même uniformément convergent, et 
représente une fonction continue de x, y, ... dans le domaine D. 


285. Produits infinis réels. — Reprenons un produit infini de facteurs 
réels 
(+ ugo) (1 + u1)... (1> un)... 


pour étudier le cas où il y a une infinité de termes négatifs dans la suite wo, 
Ui, Uz, .... Lorsque tous ces termes sont, à partir d’un certain rang, 
compris entre —1 et o, on est conduit à étudier un produit infini tel que 


(62) (1 — vo) (1 — 1)... .(1— Vn)... 
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OÙ Oo, Pts ++. Pny see Sont positifs et inférieurs à r. Il est clair que le 
produit (1 — vo). ..(1 — n) va en décroissant lorsque n augmente, et que 
ce produit reste positif; il tend donc vers une limite lorsque x croît indé- 
finiment, mais cette limite peut être zéro ou un nombre positif, Si la 
série Xo; est convergente, le produit infini (62) est absolument conver- 
gent; le produit (1 — V0)... (I— Vn) à donc une limite différente de 
zéro (n° 283). 

Pour voir ce qui arrive lorsque la série Ze; est divergente, remarquons 
que l’on a, quelle que soit la valeur réelle de +, 


1+æ<er, 
car la fonction e*— x — 1 est minimum pour æ# = 0. On peut donc écrire 
l Poe TU IE PS ET, | se. PO fs 


et par suite 
(rt Po)(1 — V1). 4 AT -= Cn) << e— (Pot bit. +pn), 


La somme vo + v1 +... + Vn augmente indéfiniment avec n, et par suite 
le produit infini est nul. | 

Lorsque la suite wo, Ui, ..., un, ... renferme une infinité de termes 
positifs et une infinité de termes négatifs, le produit infini ne peut être 
convergent sans être nul que si le terme général w, tend vers zéro (n° 282). 
Supposons qu'il en soit ainsi; comme on peut toujours négliger un nombre 
fini de facteurs au début, nous admettrons que tous les facteurs sont posi- 
tifs. Le produit P, contient alors un certain nombre de facteurs supérieurs 
à r et un certain nombre de facteurs inférieurs à 1 ; le seul cas douteux 
est évidemment celui où le produit des facteurs supérieurs à 1 augmente 
indéfiniment, tandis que le produit des facteurs inférieurs à 1 tend vers 
zéro, lorsque z augmente indéfiniment. Le produit infini peut être con- 
vergent ou divergent suivant les cas; mais il est facile de démontrer, en 
raisonnant comme pour les séries semi-convergentes, (I, n° 165) que, 
dans un produit de cette espèce, on peut toujours disposer les facteurs 
dans un ordre tel que le produit P, ait pour limite un nombre positif 
quelconque donné à l'avance. 

Lorsque la série Eu, est convergente, on a une règle précise. Le pro- 
duit P, tend vers une limite positive ou tend vers zéro, suivant que 
la série Eu est convergente ou divergente. 

Pour le démontrer, remarquons que le rapport 


log(i+r)— x 
x? 
. . I ’ LA . 
a pour limite — A, lorsque x tend vers zéro; nous pouvons donc écrire 


gs 
aaa aar TE) 


GT 3 
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i S VA 
la valeur absolue de x étant inférieure à — pourvu que la valeur absolue 
a 


de æ soit inférieure à une certaine limite. Puisque uw, tend vers zéro 
quand z croit indéfiniment, et que l’on peut faire commencer le produit 
infini à tel facteur que l’on veut, il est donc permis de supposer que l’on a 


log(1+ uo) = uo — = (1+ 0), 


u. 
log (1 + Un) = Un— (1+ 0»), 


tous les nombres 09, 01, ..., 0, étant compris entre — 


déduit de là 


1 I 
(63) log Pn = Uo + ui +... Un — 5 u? (1 00) —...— $ uz (1+ 0,); 


lorsque les deux séries X un et Zu? sont convergentes, le second membre 


tend vers une limite finie quand n croît indéfiniment, car uÿ(1+0,) est 
2 
: u 3 ; EE a 
compris entre — et > u}. Le produit P, tend donc vers une limite différente 
2 2 


de zéro. Au contraire, lorsque la série Zu est divergente, le second 
membre de la formule (63) croit indéfiniment en valeur absolue en restant 
négatif, et par suite P, tend vers zéro. 

La même égalité (63) prouve que le produit infini est divergent ou nul 
lorsque la série Zu, est divergente et la série Zu? convergente. Mais il 
est à remarquer que le produit infini peut être convergent lorsque les deux 
séries Eu, et Eu sont divergentes. Prenons par exemple uo = U, = us = 0, 
et, pour n >1, 


I 
+- + — 


I I 1 
Va vn n nyn 


LE ; a3 Éd 
la série X w, est divergente, car la somme Ssp est supérieure à — + 
2 


Uon—1 = Uon = 


BUS 
NU RE 


il en est de même, pour la même raison, de X u?. Cependant le produitinfini 
? n l 


GES NS EEE 
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tandis que le produit de 2n +1 facteurs est égal au produit précédent 


CP I . ee EU EUP 
multiplié par le facteur 1 — ——— qui a pour limite l'unité (1). 


nr +1 


Exemples : 1° La série 


est convergente ainsi que la série obtenue en élevant ses termes au carré. 
Le produit infini correspondant 


LS 2n —I 2n +1 
A AÁ 2n 2n 


est donc convergent; on a vu déjà qu'il était égal à — (I, n° 116). Pour le 
T 


transformer en un produit absolument convergent, il suffit de réunir deux 
facteurs consécutifs, ce qui donne 


2° Soit Uo+ U+... + Unt... une série à termes réels dans laquelle 
le rapport de deux termes consécutifs est une fonction rationnelle de n 
tendant vers l’unité lorsque n augmente indéfiniment 


Unis. e i na a u a +... 
Un nP+binP-1+... 


En laissant de côté le cas où l’un des termes de cette série serait nul ou 
infini, on peut encore écrire 


n 
A ._. @ı— bı o(v)\ 
Un+1 = U1 O N y2 J)? 
U \ 


v=1 


2(v) étant une fonction rationnelle de y qui reste inférieure en valeur 
absolue à un nombre fixe. Si l’on a a; — b; > o, tous les termes de la série 


(64) D LE en 


finissent par être positifs, et cette série est divergente; le terme gé- 
néral u,+1 de la première série augmente donc indéfiniment en valeur 
absolue. Si a; — b, = 0, la série (64) est absolument convergente, et Un+1 


(') Voir Caucuy, Cours d'Analyse ou Œuvres complètes, tome III, 2° série, 
note IX; PriNGsurim (Mathematische Annalen, tomes 22, 33 et 42). 
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tend vers une limite finie différente de zéro. Enfin, si a; — b1 < 0, tous les 
termes de la série (64) finissent par être négatifs, et cette série est diver- 
gente; Uny tend donc vers zéro lorsque n croît indéfiniment, Ces résultats 
sont dus à Gauss (voir I, n° 163). 


286. Développement en série entière d’un produit infini. — Soit 
(65) F(z)=(1+ u)(1+ ui)... (1+ un)... 


un produit infini, où chacune des fonctions u; peut être déve- 
loppée en série entière 


U; = Qio t+ QiZ +...+ Gina" +... Eno 152 aN 


Supposons que la série double Y X lain|r” soit convergente 


l n 


pour une valeur positive de r choisie convenablement; dans ces 
conditions la série 


Juo| + |ui] +..-+ [ün] +..., 


est absolument et uniformément convergente à l'intérieur du 
cercle C de rayon r, ayant pour centre l’origine. Le produit F (2) 
est lui-même absolument et uniformément convergent et repré- 
sente, par conséquent, une fonction continue de z dans ce cercle. 
Nous allons montrer que ce produit peut être développé en une 
série entière convergente. 

Posons, comme plus haut, 


Vn = (I> U)(1+ u1)... (I+ Un-1)Un; 
il suffit de démontrer que la somme de la série 
(66) VO Pa re TR ES iy 


qui est égale au produit infini F(z), est développable en série 
entière. Or, si l’on pose encore 


u;=|an|+lanlz+...+l|ain|3t+..., 
il est clair que le produit 
Pi = (1+ tto )(1+ ui) (1+ üni) Um 


est une fonction majorante pour #,. La série (66) pourra donc 


WwW.rcin.org.pl 


IV. — PRODUITS INFINIS. 69 


être ordonnée suivant les puissances de z s’il en est de même de 
la série auxiliaire 


(67) Po + Pie Pose 


Si l’on développe chaque terme de cette dernière en série 
entière, on a une série double dont chaque coefficient est positif, 
et il suffit pour notre objet de prouver que cette série double est 
convergente quand on y remplace z par r. Désignons par U, et V; 
les valeurs des fonctions w,, et v, pour z = r ; nous avons 


Ve = (14 Uo) 1U)... (1+ Ur )U, 
et par conséquent 
Vo+Vi+...+ Vi= (EU ee OAU; 
ou encore 


Vot Vitet Vp eht tU, 


Lorsque n augmente indéfiniment, la somme U; +.. .+ U’ 
tend vers une limite, puisque la série pair est supposée conver- 


gente. La série double (67) est donc absolument convergente si 
lon a |z|Sr; la série double obtenue en développant chaque 
terme +, de la série (66) est donc a fortiori absolument conver- 
gente à l'intérieur du cercle C, et l’on peut l’ordonner suivant les 
puissances entières de Zz. 

Le coefficient b, de zP dans le développement de F (z) est égal, 
d’après cela, à la limite pour n infini du coefficient bpn de z? dans 
la somme o + pı +... +V8n, Où ce qui revient au même, dans le 
développement du produit 


Pr = (1+ w)(i+w)...(1+ Un); 


ce coefficient s’obtiendra donc en étendant aux produits infinis 
la règle ordinaire qui donne le coefficient d’une puissance de z 
dans le produit d’un nombre fini de polynomes. 

Par exemple, le produit infini 


F(z)=(i1+23)(+z3)(1+ 23)... (1+ 3)... 


est développable suivant les puissances de z, pourvu que l’on 
ait|z| < 1. Une puissance quelconque de z, soit z, figurera dans 
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ce développement avec un coefficient égal à un, car tout nombre 
entier N peut être écrit, d'une façon et d’une seule, sous la forme 
d’une somme de puissances de 2. On a donc, si |z| <1, 


(68) F(z)=1+3+az+...+ st... = > 


ce qu’on peut aussi démontrer très simplement au moyen de 
l'identité 


(69) IE Les) a) (2) (ne 


EXERCICES. 


1. Déterminer la fonction analytique f(z)=X =+ iY dont la partie 


réelle X est égale à 
2sin2r 


e2Y + e-?2ÿ — 2 Cos r’ 


même question en supposant que X + Y est égale à la fonction précé- 
dente. 


2. Soit e(m, p)=0 l'équation tangentielle d’une courbe algébrique 
réelle, c’est-à-dire la condition pour que la droite y = mg + p soit tan- 
gente à cette courbe. Les racines de l’équation ọ(¿, — iz) = o sont les 
affixes des foyers réels de cette courbe. 


3. Si p et q sont deux nombres entiers premiers entre eux, les deux 
: 4[= 455 ae TELS l 
expressions (Ÿz)” et Vz? sont équivalentes. Qu’arrive-t-il, lorsque p et g 
ont un plus grand commun diviseur d > 1? 


4. Trouver le module et l'argument de ex*+ri, en le considérant comme 
æ + yi 


la limite du polynome { 1 + 
m 


m 
) » lorsque le nombre entier m aug- 


mente indéfiniment. 


5. Etablir les formules suivantes, où m est un nombre entier positif, 


2 cos™ z = 2 Cos m3 + 2 mM cos( Mm — 2)z 


m(m — 1) 
2 z  cos(m—4)z aak 


Si m est impair, le dernier terme est un terme en coss; si m est pair, le 


$ A - AR ? 1 
terme qui termine le développement est indépendant de z et égal à ——. 


\2 
Sri 
2 
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On a de même, si m est impair, 
(2i) sin™ z = 2isinmz—2im sin(m—2)s +..., 
et, si m est pair, 


m t 
WRS = om! 
(20) sinz = 2 cosmz — 2 m cos( m — 2) z3 +... +(— 1)? -———: 


2 
ad 
2 


6. Démontrer les formules 


sin ( : ; b) EP 
cosa + cos(a + b)+...+ cos(a + nb) = ——— -~ cos (a + T)» 


sina + sin(a +b) +...+ sin(a + nb) = 


7. On demande la valeur finale de arc sing lorsque la variable 3 décrit 
le segment de droite allant de l’origine au point 1+é, la valeur initiale 
de arc sin z étant o. 


8. Démontrer la continuité d’une série entière au moyen de la for- 
‘mule (n° 12, p. 21) 


2 hn 
fa R)— fa) = RfCa) + À pate) Eat) +. 


[On prend une fonction majorante convenable pour la série du second 
membre.] 


9. Calculer les intégrales 


frmesrcosbe dx, fe eat sinbg dx, 


fore — a) cot(x — b)...cot(æ— l)dzr. 


10. Étant donnée dans le plan voy une courbe fermée C, présentant 
un nombre quelconque de points doubles, et décrite dans un sens con- 
venu, on affecte chaque région du plan déterminée par cette courbe d’un 
coefficient numérique d’après la règle du n° 96 (1). Soient R, R' deux ré- 
gions limitrophes séparées par un arc ab du contour parcouru de a 
vers b, le coefficient de l'aire à gauche est supérieur d’une unité au coef- 
ficient de laire à droite et la région extérieure au contour C a le coeffi- 
cient o. 

Soit #9 un point pris dans lune de ces régions et N le coefficient cor- 
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respondant. Démontrer que 2N7 représente la variation de l'argument 
de z — zo, lorsque le point z décrit la courbe G dans le sens convenu. 


11. En étudiant le développement de Log ( Le 


z) sur le cercle de con- 


= 


vergence, démontrer que la somme de la série 


sin sin 30 sin 50 sin(2n +1)0 
RE © A —— + ..., 
L 3 5 2n +1 


est égale à + Z, suivant que l’on a sinf 2 o (Cf. I, n° 198). 
4 q < 


12. Étudier les courbes décrites par le point Z = z?, lorsque le point z 
décrit une ligne droite ou une circonférence. 


r c? 3 ; 
13. La relation 2Z = z + z Permet d'effectuer la représentation con- 


forme de l'aire comprise entre deux ellipses homofocales sur une cou- 
ronne circulaire comprise entre deux cercles concentriques. 


[On prendra par exemple z = Z + yZ2— c?, en convenant de tracer 
dans le plan des Z une coupure rectiligne (— c, + c) et de choisir pour 


le radical une valeur positive lorsque Z est réel et plus grand que c|. 


az= b 
cz+d 
combinaison d'un nombre pair d'inversions. Réciproque. 


44. Toute transformation circulaire z’ = peut s’obtenir par la : 


r z ‘ š a Zo + b x 
45. Toute transformation définie par la relation z'= —=—— , où zo 
C230+ d 
désigne la quantité conjuguée de z, résulte d’un nombre impair d'inver- 


sions. Réciproque. 


46. Transformations fuchsiennes. — Toute transformation circu- 
, az3+b 
cz+d 
relation ad — bc = 1, fait correspondre à tout point z situé au-dessus 
de ox un point z' situé du même côté. 

Les deux intégrales définies 


jrs os. IE 
"4 Vie 


sont des invariants, relativement à toutes ces transformations. 
La transformation précédente admet deux points doubles qui corres- 
pondent aux racines &, $ de l'équation cz?+(d—a)z—b=o.Siuxe f$ 
az+b 


sont réels et distincts, on peut écrire l'équation z' = -oge la forme 
29 


laire z , où a, b, c, d sont des nombres réels satisfaisant à la 
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équivalente 


k étant réel, et la transformation est dite Ayperbolique. Si x et $ sont 
imaginaires conjuguées, on peut écrire léquation 


w étant réel (transformation elliptique). Si 8 = «, on peut écrire 


T T 
= +k, 
Le À 


æ et Æ étant réels. La transformation est appelée parabolique. 


17. Soit z'= f(z) une transformation fuchsienne. Posons 
zi= fls) = fai), +, Zn= f(n). 


Démontrer que tous les points 3, 31, Z2, ... Zn Sont sur une circonfé- 
rence. Le point z, tend-il vers une position limite lorsque n augmente 
indéfiniment? 


18. Étant donné un cercle C de centre O et de rayon R, deux points M, 
M' situés sur une demi-droite issue du centre O sont dits symétriques 
par rapport à ce cercle si l’on a OM x OM’ = R?. 

Cela posé, soient C, C’ deux cercles dans un même plan, et M un point 
quelconque de ce plan. On prend le symétrique M, de M par rapport à C, 
puis le symétrique M} de M, par rapport à C', puis le symétrique M, de M; 
par rapport à C, et ainsi de suite indéfiniment. Étudier la distribution dans 
le plan des points M;, M, Ma; M5, .... 


19. Quelle est la fonction analytique Z = f(z) permettant de passer de 
la projection de Mercator à la projection stéréographique? 


20*. Toutes les familles isothermes composées de cercles sont formées 
de cercles passant par deux points fixes, distincts ou confondus, réels ou 
imaginaires. 


| L'équation d'une famille de cercles, dépendant d’un paramètre va- 
riable À, peut s'écrire, en posant z = % + Ùy, Zo = x — ÙV, 
330+43+b3+c—o, 


a, b, c étant des fonctions du paramètre À. Pour que cette famille soit 
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2 


isotherme, il faudra que l’on ait = 0. En faisant le calcul, on dé- 


montre le théorème énoncé. | 


21. Pour qu'un produit infini soit convergent sans être nul, il faut et il 
suffit quà tout nombre positif £ on puisse faire correspondre un nombre 
entier n tel que l’on ait 


|(1 > Un+1)(1 + Une) (+ Unr+p)— I| <8, 


quel que soit le nombre entier p. 


22". Sifg|<1, on a l'identité 


: À I 
G+g)({i+g?)...(1+g D g Le TRE Dep DIET ee 


pes see: De ide vie ex ven 'e aie © eee TA Rss» .. A A A 202 a h'ota:e en ele Le ete 


[EuLer.| 


[Pour le démontrer, on transforme le produit infini du premier membre 
en un produit infini à deux indices, en mettant sur une première ligne les 
facteurs Tg, 1+ q?,1+ g#, ..., LH g”, ..., sur une seconde ligne les 
facteurs 1 + qg3,1+ qg6,...,1+(g3}",...,et l’on applique la formule (68) 
du texte.] 


23. Développer suivant les puissances de z les produits infinis 
F(z)=(1+æz)(1+ atz)...(1+æ23)..., 
P(z)=(1+r2)(1+ 283)... (1+ z?n z). 

[On peut, par exemple, se servir des relations F(æ23)(1+ xz) = F(z), 

P(z?z)(1+ xs) =db(3:).] 
24. En supposant |x| <1, démontrer la formule d'Euler 
(t—æ)(i—xt)(1 — z3)... (1— x)... 


Rn?—n 3nt+n 
= 1—7 — L? r’ — g4 g!’ He 2? —x 2? +., 


[ Voir J. BerrranD, Calcul différentiel, page 328.] 


25°. La série à termes positifs to U+... Un... est convergente 
ulo ui U 


ou divergente en même temps que la série = + — +... + — +... 
So S1 Sn 
OÙ Sn = Ugo + MU +... + Un. 
[ ABez.] 


[On peut écrire 


et appliquer le théorème du n° 285]. 
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CHAPITRE XIV. 


THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS ANALYTIQUES, D'APRES CAUCHY. 


I. — INTÉGRALES DÉFINIES PRISES ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES. 


287. Définitions et généralités. — Les résultats exposés dans le 
Chapitre précédent sont indépendants des travaux de Cauchy, et 
pour la plupart antérieurs à ces travaux. Nous allons maintenant 
reprendre l'étude des fonctions analytiques à un point de vue sys- 
tématique, et poursuivre les conséquences logiques de la définition 
même de ces fonctions. Nous rappellerons qu’une fonction f(z) 
est holomorphe dans une aire A : 1° si à tout point pris dans 
laire A correspond une valeur déterminée de f(z); 2° si cette 
valeur varie d’une manière continue avec z; 3° si, pour tout point 3 


pris dans A, le rapport 
fa +h)— f(x) 
h 


tend vers une limite f’ (z) lorsque le module de % tend vers zéro. 

La considération des intégrales définies, quand la variable passe 
par une suite de valeurs imaginaires, est due à Cauchy ('); c’est 
l’origine de méthodes nouvelles et fécondes. 

Soit f(z) une fonction continue de zle long d’un arc de courbe 
AMB ( fig. 64); marquons sur cet arc de courbe un certain nombre 
de points de division Zo, Z1, 32, «.., Zn—1; Se succédant dans l’ordre 
des indices croissants quand on parcourt l’arc de A vers B, les 
points 3, et 3/ coïncidant avec les extrémités A et B. 

Considérons la somme 


S = f(30)(51— 50) + f(21)(52— 41) +... 
+ f(z41) (Gr — Ski) +:. + fl n1 )(z'— 3n—1); 


(1) Memoire sur les intégrales définies prises entre des limites imagi- 
naires, 1825. 
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lorsque le nombre des points de divison 3,, ..., 3,_, augmente 
indéfiniment de façon que les modules de toutes les différences 
Zi— So, 2 —%1, ++., deviennent plus petits que tout nombre 


positif choisi arbitrairement, la somme S tend vers une limite, 
qu’on appelle l'intégrale définie de f(z3) le long de AMB, et qu'on 
représente par le symbole 
f(z) ds. 
*/ (AMB) 

Séparons en effet la partie réelle et le coefficient de ¿ dans S; 

soient 
f(z)=X+ Yi, 2k= Tk+ Yi, 

X et Y étant des fonctions continues le long de AMB. Nous pou- 
vons écrire la somme S, en réunissant les termes analogues, 


S = Xo (z1 — z0) +... + Xx (Tr — pi) +... + Xna — Zn) 
— [Yo(yi— yo) +... + Yen Va Vas) ++ Yna y — Yn )] 
+ É[Xo( Yi — Yo) +...] 
+ EL Yo(di — To) +...]. 

Lorsque Je nombre des divisions augmente indéfiniment, la 
somme des termes d’une même ligne a pour limite une intégrale 
curviligne prise le long de AMB, et la limite de S est égale à la 
somme de quatre intégrales curvilignes (!) 


fis)as= f Xde—Ydy)+i f (Ydre + X dy). 
(AMB) (AMB) 


(AMB) 


(1) Pour éviter des complications inutiles dans les démonstrations, nous suppo- 
serons que les coordonnées æ, y, d’un point de l’arc AMB sont des fonctions 
continues æ = ọ (t), y = Y(t) d'un paramètre £, qui ne présentent qu’un nombre 
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Il résulte immédiatement de la définition que l’on a 

sT 
VJiAB) VBA) 

Nous aurons souvent besoin par la suite de connaître une limite 
supérieure du module d’une intégrale définie. Soit M un nombre 
plus grand que le module de f(z)le long de larc AMB; soit P le 
périmètre de la ligne polygonale inscrite dont les sommets sont les 
points 30, 31, 229 «+ - 9 3n_1, 2. Il est clair que l’on a[S| <M.P et, 
par suite, en faisant croître indéfiniment le nombre des points de 
division, on aura à la limite 


f(3)dz 


(AMB) 


< M.L, 


L désignant la longueur de larc AMB. 


288. Changements de variables. — Considérons le cas, très 
fréquent dans les applications, où les coordonnées æ, y d’un point 
de l’arc AB sont des fonctions continues d’un paramètre variable £, 
x= (t), y = %(t), admettant des dérivées elles-mêmes conti- 
nues ọ' (£), Ÿ'(2), de telle façon que, £ variant de a à B, le point (x, y) 
décrive le chemin d'intégration de A vers B. Soit P(#) et Q(t) les 
fonctions de ¢ obtenues en remplaçant dans X et Y les variables x 
et y par (t) et Y(t) respectivement. D’après la formule établie 
pour les intégrales curvilignes (1, n° 93), nous avons 


B 
Xdr—Y dy = | [P(Dg(0—Q(ov 0], 
al: À 


(AB) 


B 
X dy + Y dx = i [P(4)Y'(4)+ Q(t) (t)]dt. 
v (AB) va 


fini de maximums ou de minimums entre A et B. On peut alors décomposer le 
chemin d'intégration en un nombre fini d’arcs, dont chacun est représenté par 
une équation telle que y = F(x), la fonction F étant continue entre les limites 
correspondantes, ou encore en un nombre fini d’arcs dont chacun est représenté 
par une équation telle que æ = G (y). Il ny a aucun inconvénient à faire cette 
hypothèse, car, dans toutes les applications, le choix du chemin d'intégration 
présente toujours un certain degré d’arbitraire. D’ailleurs, nous avons fait 
implicitement la même hypothèse dans la théorie des intégrales curviligues 
(1, n° 93-96, 126 ). D'après un théorème général de M. Jordan, larc de courbe AMB 
sera toujours rectifiable, c'est-à-dire que le périmètre de la ligne polygonale dont 
les sommets sont les points de division Zp, z,, ..., z,_,,z' tendra vers une limite L, 


n=? 


sans qu’il soit nécessaire de supposer que les fonctions # (4), ÿ(£) ont des dérivées. 
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Ajoutons ces deux relations, après avoir multiplié les deux 
membres de la seconde par č; il vient 


B 
(1) fejda = [PC + iQ) + #4 (4) de. 


(AB) “a 
C'est précisément le résultat que l’on obtient en appliquant à l'in- 
mau . . . 
tégrale JI) dz la forumle établie pour les intégrales définies dans 


le cas de fonctions et de variables réelles; pour avoir la nouvelle 
intégrale, il suffit de remplacer, dans f(z) ds, z par 2(4) + iŅ(t), 


et dz par [2'(1)+id'(t)] dt. Le calcul de MOLE se trouve 


ainsi ramené au calcul de deux intégrales définies ordinaires. Si le 
chemin AMB se compose de plusieurs segments de courbes dis- 
tinctes, on appliquera la formule à chacun de ces segments sépa- 


rément. 
+1 7, 
Considérons par exemple l'intégrale définie f —. On ne 
A LS 
4 La ? La ot 4 2 AI À L 
peut intégrer le long de l’axe réel, puisque la fonction à inté- 
grer devient infinie pour 3 = o, mais on peut suivre un chemin 
quelconque ne passant pas par l’origine. Faisons décrire à z une 
demi-circonférence de rayon un décrite de l'origine pour centre; 
il suffit pour cela de poser z = e*' et de faire varier { de 7 à o. Il 
vient 
+1 dz 0 0 0 
f — — 4 i-ti dt= i Í, cost dt + k sin £ dt = — 2; 
al : 


v —1 dé LT lR 


c'est précisément le résultat que lon obtiendrait en appliquant 
la formule fondamentale du calcul intégral à la fonction primi- 


tive — 


CRE 


Plus généralement, soit z = (u) une fonction continue d’une nouvelle 
variable complexe u = E + ni telle que, lorsque u décrit dans son plan 
un chemin CND, la variable z décrive l’are AMB. Aux points de division 
de l'arc AMB correspondent sur l'are CND des points de division wo, ui, 
Ua, +++; Uk—1s Uk, ..., W. Si la fonction ọ(u) admet une dérivée ọ'(u) le 
long de l'arc CND, nous pouvons écrire 

k — 3-1 


= o' (ur EJ: 
HR p (Uk—1) + Ek 


€x tendant vers zéro lorsque u% se rapproche de wy-, en restant sur la 
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courbe CND. La somme S considérée plus haut devient, en rempla- 
çant 34— 3-1 par l'expression tirée de légalité précédente, 


S= S Sm Do'(ux-1)(ur— Uk) + DOTE )(ux— Uk). 


Ez Ea 


La première partie du second membre a pour limite l'intégrale définie 


£ fle(u)]z'(u)du. 


Y (CND) 


Quant au terme complémentaire, son module est plus petit que 1 ML’, 
étant un nombre positif supérieur à tous les modules |24] et L’ étant la 
‘longueur de l’are CND. Si l’on peut prendre les points de division assez 
rapprochés pour que tous les modules |24] soient inférieurs à un nombre 
positif arbitraire, ce terme complémentaire tend vers zéro et l’on a la for- 
mule générale du changement de variable 


(2) Sas [ Siggu) du. 

* (AMB) CND) 
Cette formule est applicable toutes les fois que ọ(u) est une fonction 
holomorphe; on démontrera en effet un peu plus loin que la dérivée d’une 
fonction holomorphe est aussi une fonction holomorphe (1) (voir n° 293). 


(!) Cette propriété étant admise, on démontre sans peine la proposition sui- 
vante : 


Soit f(z) une fonction holomorphe dans une région finie A du plan. A tout 
nombre positif <, on peut faire correspondre un autre nombre positif n tel 
que l’on ait 


MEFRES] 
rl h =f (s ) |< < €, 


lorsque s et z + h sont deux points de À dont la distance | h| est inférieure à n. 

Soit en effet f(z) =P(x, y)+iQ(x, y), h = Ax + iAy. D’après le calcul 
fait plus haut pour trouver les conditions d'existence d’une dérivée unique (n° 261), 
on peut écrire 


f(z+h)—f(s) 


; [Palt +0 Az, y) — P(g, y)] Ax 
D f'a) TE 


Az +iAy 
[P;(æ+ Agr, y +6Ar)—P};(x, y)] Ar 
AT + 4 AY F 


Les dérivées Pz, Py, Qz, Q; étant continues dans laire A, on peut trouver un 
nombre n tel que les modules des coefficients de Az et de Ay soient inférieurs 


a lorsque Viz? áy” est Zn. L'inégalité écrite plus haut sera donc assurée 


4 
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289. Formules de Weierstrass et de M. Darboux. — La démon- 
stration de la formule de la moyenne (I, n° 74) repose sur des iné- 
galités, qui n’ont plus de sens précis quand il s’agit de quantités 
complexes. Cependant M. Weierstrass et M. Darboux ont obtenu 
dans cette voie des résultats intéressants, en considérant des inté- 
grales prises le long d’un segment de l’axe réel. Nous avons vu 
plus haut que l’on pouvait ramener le cas d’un chemin quelconque 
à ce cas particulier, moyennant certaines hypothèses d’un caractère 
très général sur le chemin d'intégration. 

Soit I une intégrale définie de la forme suivante : 


t= f SOROD] de 


f(t), (t), Y(t) étant trois fonctions réelles de la variable réelle £, 
continues dans l'intervalle (4, 8); d’après la définition même de 
l'intégrale, on a évidemment 


fp B 
enf fode f f(t) Y(t) dt. 


Supposons, pour fixer les idées, 4 < B, et admettons de plus 
que f(t) est positif entre «a et B. L’intervalle (2, B) étant subdi- 
visé en intervalles plus petits (x, 4), (b ti), ..., le module de 
l'élément 

Sitra lol tri) + iY (tr—1)](te— tr) 


de Test égal à f(tx_1) 


o(txs) + ÉŸ (tx )|(lx — tı); on a donc 


8 
LES OITOET OI 
Cd: 
ou, en appliquant la formule de la moyenne à cette nouvelle 
intégrale, et désignant par & une valeur réelle de {, comprise 
entre « et B, 


B 
[i 
HÉAFOEM TON f(4) dt. 
a 


si l’on a |A| <n. Cela étant, si la fonction (u) est holomorphe, tous les mo- 
dules |s,| seront plus petits qu’un nombre positif donné £, pourvu que la dis- 
tance de deux points de division consécutifs de Parc CND soit inférieure au 
nombre correspondant n, et la formule (2) sera établie. 
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? 


Ce résultat peut encore s'écrire, en posant F(t) = (t) iŅ(t), 


er 


B 
F= AECE) f fiiy dt, 
"a 


À étantun nombre complexe de module inférieur ou égal à un; 
c'est la formule de M. Darboux. 

On doit à M. Weierstrass une expression plus précise, que 
l’on peut rattacher à des considérations élémentaires de statique. 


Lorsque € varie de « à $, le point de coordonnées z = ọ(¢), 


y = Ņ(t) décrit un certain are de courbe L. Soient (£o, Yo) 
(dus Fast ces (ke, Yi): +, les points de L qui corres- 
pondent aux valeurs &, 44, ..., 4x 1, ..., de t. Posons 


x — 29) (trs) x tr) 

| E (tri )(tx— tai) 

1a EC tra) fC ik- (ta HET 
E f(tx1)(tx — tri) 


? 


d'après le théorème des moments, X et Y sont les coordon- 
nées du centre de gravité d’un système de masses placées aux 
points (To, Yo); (Ers Ya), +, (Zk Ja), +. , de la ligne L,, la 
masse placée au point (x 1, ÿx_1) étant égale à f(tx_1)(lx — trs). 
ll est clair que ce centre de gravité est à l’intérieur de tout con- 
tour fermé convexe C, enveloppant la ligne L. Lorsque le nombre 
des intervalles augmente indéfiniment, le point (X, Y) a pour 
limite un point (u, 6) de coordonnées 


8 8 
f Fogaa f ayoa 
LA à A 

AE 


u = ———— , se E 
-Í B 

(t)dt t)dt 
ls LR 


qui est lui-même à l’intérieur de C. On peut réunir ces deux for- 
mules en une seule, en écrivant 


, 


L 


~ 
= 
w 


B sP 
1=(u io) f fodu=z4 | Fyd, 
4 x 


Z étant l’affixe d’un point situé à l’intérieur de tout contour 
fermé convexe enveloppant la ligne L. 


Il est clair que, dans le cas général, le facteur Z de M. Weier- 
Go à À 6 
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strass peut varier dans un domaine beaucoup plus restreint que 


le facteur ÀF(£) de M. Darboux. 


290. Intégrales le long d’un contour fermé. — Dans les para- 
graphes précédents, il suffit de supposer que f(z) est une fonction 
continue de la variable complexe z le long du chemin d’'inté- 
gration. Nous allons maintenant supposer de plus que f(z) est 
une fonction analytique, et nous avons d’abord à étudier l'in- 
fluence du chemin suivi par la variable, pour aller de A en B, sur 
la valeur de l'intégrale définie. 


Si une fonction f(z) est holomorphe à l’intérieur d’une 
courbe fermée, et sur la courbe elle-même, l'intégrale | f(z) dz, 
prise le long de cette courbe, est égale à zéro. 


Pour démontrer ce théorème fondamental, dû à Cauchy, nous 
établirons d’abord quelques lemmes : 


1° Les intégrales f dz, f sd, prises le long d’une courbe 
fermée quelconque, sont nulles. En effet, d’après la définition 
même, l'intégrale | ds, prise suivant un chemin quelconque entre 


deux points Zo, 341, est égale à 3, — Z0, et cette intégrale est nulle, 
si le chemin est fermé, puisqu'on a alors z, = 39. Quant à l’inté- 


grale fz dz, elle est égale à la somme de deux intégrales curvi- 


lignes 


f[zdz= fie +iy\de+idy)= f zdz- ydy +i f y dr + ar 


mais les deux intégrales curvilignes, prises le long d'une courbe 


fermée, sont toujours nulles, car on a sous le signe f des expres- 


sions P dx + Q dy, qui satisfont à la condition T — n (E n° 152). 


2° Si l’on décompose l’aire limitée par un contour quelconque C 
en parties plus petites par des courbes transversales menées d’une 


façon arbitraire, la somme des intégrales | (2) ds prises dans le 


même sens le long du contour de chacune de ces parties est égale 
8 
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à l'intégrale | f(z) dz prise le long du contour total C. Il est clair 


en effet que chaque portion des courbes auxiliaires tracées sépare 
deux régions contiguës et doit être parcourue deux fois dans des 
sens opposés. En ajoutant toutes les intégrales, il restera donc 
seulement les intégrales prises le long des arcs du contour, dont 


la somme est l'intégrale f f(z) ds. 
(C) 


Cela posé, imaginons que l’on décompose l’aire A, d’une part 
en parties régulières qui seront des carrés ayant leurs côtés paral- 
lèles aux axes Oz, Oy, d'autre part en parties irrégulières qui 
seront des portions de carrés dont une partie serait en dehors du 


Fig. 65. 


contour C. Ces carrés n'ont d’ailleurs pas nécessairement le même 
côté. Par exemple, on peut imaginer que l’on ait d'abord tracé 
deux réseaux de parallèles à O x et à O y, la distance de deux paral- 
lèles voisines étant constante et égale à l, puis qu’on décompose 
quelques-uns des carrés ainsi obtenus en carrés plus petits par de 
nouvelles parallèles aux axes. Quel que soit le mode de subdi- 
vision adopté, supposons qu'il y ait N parties régulières et N’ 
parties irrégulières; numérotons les parties régulières dans un 
ordre quelconque de 1 à N, et les parties irrégulières de 1 à N”. 
Soient /; le côté du Ä*™° carré, et L, le côté du carré auquel appar- 
tient la Æïè®e partie irrégulière, L la longueur du contour C et Æ 
laire d’un polygone qui renferme la courbe C à l’intérieur. 

Soit abcd le 1°" carré (fig. 65); z; étant un point pris à lin- 
térieur ou sur les côtés de ce carré, et 3 un point quelconque sur 
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le contour, on a 


fz) —.f (zi) 


(5) if! (Zi) +e;, 


3 — 2; 


|s| étant très petit, pourvu que le côté du carré soit lui-même 
très petit. On en déduit 

J) = fai) + fai) — if (ai) + eila — zi), 
f fe )dz=f a f zd + [Ca — mf aD] A ds+ ‘M e;(3— 35) dz, 


Y (ci) “(ci 


les intégrales étant prises le long du contour c; du carré; d’après 
le premier lemme énoncé plus haut, il reste 


(6) ds= f els — 3) ds. 
À (ci) i 


Soit de même pgrst la kiè™e partie irrégulière ; 3, étant un point 
pris à l’intérieur ou sur le contour de cette région, et 3 un point 
quelconque du contour, on peul encore poser 


(3) — f(z) RUE 
D) nAi at AS PP PANNE 


Re Fe © fe 


e, étant infiniment petit en même temps que /,, et l’on en déduit 


(8) | Jisds= [ets — zh) ds. 
°° (eg) 


e (ci) 


Cela posé, soit un nombre positif supérieur aux modules de 
tous les facteurs e; et s}. Le module de 3 — 3; est inférieur à /;4/2, 
et de la formule (6) on déduit que l’on a 


| f(z)dz\< {lin v. V2 = 4n V2.w:, 
(Ci) | 
w; désignant l'aire de la sie partie régulière. De la relation (8) on 
tire de même 


L fa) dz| EATER 4l + arcrs) = 4n V20%+ T lh V2arers, 


(c Al | 


w, étant l’aire du carré qui renferme la kï*'° partie irrégulière. En 
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ajoutant toutes ces inégalités, on voit que l’on aura à fortiori, 


(9) | f Sede <als Villor Sok À V2L], 
|Y (C) 


À étant une limite supérieure des côtés /,. Lorsque le nombre des 
carrés augmente indéfiniment, de façon que tous les côtés l; et /, 


tendent vers zéro, la somme 2»; Xw, finit par être inférieure à Æ. 
Dans le second membre de l'inégalité (9) nous avons donc le pro- 
duit d’un facteur qui reste fini par un facteur qui peut être sup- 
posé plus petit que tout nombre positif donné. Ceci ne peut avoir - 
lieu que si le premier membre est nul; on a donc 


Pour que la conclusion précédente soit légitime, il faut être assuré que 
lon peut prendre les dimensions des carrés assez petites pour qu’en choi- 
sissant convenablement les points z;et 3%, les modules de toutes les quan- 
tités £;, €% soient moindres qu'un nombre positif donné à l'avance n (1). 
Nous dirons pour abréger qu’une région limitée par une courbe fermée y, 
située dans la région du plan limitée par le contour C, satisfait à la con- 
dition (x) relativement au nombre y s’il est possible de trouver à l’inté- 
rieur de la courbe y ou sur cette courbe elle-même un point z'tel que l’on 
ait constamment 


(a) [f(3)—f(z— (3-3 )f'(3 1213 — 231% 


lorsque 3 décrit la courbe y. Tout revient à démontrer que l’on peut 
choisir les dimensions des carrés assez petites pour que toutes les 
parties considérées, régulières et irrégulières, satisfassent à la con- 
dition (x) relativement au nombre t. 

Nous établirons ce nouveau lemme par le procédé bien connu des subdi- 
visions successives. Imaginons d’abord que l’on ait mené deux réseaux de 
parallèles aux axes Ov, Oy, la distance de deux parallèles voisines étant 
constante et égale à Z. Parmi les parties obtenues, les unes peuvent satis- 
faire à la condition (x), tandis que les autres n’y satisfont pas. Sans rien 
changer aux parties qui satisfont à la condition (x), nous partagerons les 
autres en parties plus petites en joignant les milieux des côtés opposés 
dans les carrés qui forment ces parties ou qui les renferment. Si, après 
cette nouvelle opération, il reste des parties ne satisfaisant pas à la con- 
dition (x), nous recommencerons la même opération sur ces parties, et 
ainsi de suite. En continuant de la sorte, il ne peut se présenter que deux 


(1) Transactions of the American Mathematical Society, Vol. I, 1900, p. 14. 
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cas; ou bien, on arrivera à n'avoir que des régions qui satisfont à la con- 
dition (x), et alors le lemme sera démontré, ou bien, aussi loin que l’on 
aille dans la suite des opérations, on trouvera toujours des parties qui ne 
satisfont pas à cette condition. 

S'il en est ainsi, il faudra qu’en subdivisant indéfiniment par le procédé 
indiqué l’une des parties régulières ou irrégulières obtenues après la pre- 
mière division, on n'arrive jamais à des régions satisfaisant toutes à la 
condition (x); soit A, cette partie. Après la seconde subdivision, cette 
partie A; en renferme une autre A2, qui ne peut pas non plus être subdi- 
visée en régions satisfaisant toutes à la condition (x). Le raisonnement 
pouvant se continuer indéfiniment, nous aurions une suite de régions 


A, A», A3, CC AS ...3 


qui sont des carrés ou des portions de carrés, dont chacune est comprise 
dans la précédente, et dont les dimensions tendent vers zéro, lorsque n 
augmente indéfiniment. Il y a donc un point limite 3, situé à l'intérieur 
du contour G ou sur ce contour lui-mème. Puisque, par hypothèse, la 
fonction f(3) admet une dérivée f'(3,) pour z = Zo, on peut trouver un 
nombre p tel que l’on ait 


S) — f(z0) — (2 — 30) f°(50)1£ 113 o] 


pourvu que |z — zo| soit < p. Soit c le cercle de rayon p décrit du point Zo 
comme centre. À partir d’une valeur de n assez grande, laire A, sera inté- 
rieure au cercle c et l’on aura pour tous les points du contour de l’aire A» 


[f(&) — (30) — (3 — zo) f' (z0) Elz — 3oln. 


D'ailleurs il est clair que le point 3, est à l’intérieur de A, ou sur le con- 
tour; cette aire devrait donc satisfaire à la condition (x) relativement à 1. 
Nous sommes par conséquent conduits à une contradiction en admettant 
que le lemme n’est pas exact. 


Le théorème s'étend aussi aux contours formés de plusieurs 
courbes fermées distinctes, moyennant une convention conve- 
nable sur les sens de parcours. Considérons, par exemple, une 
fonction f(z) holomorphe à l’intérieur de l'aire A limitée par la 
courbe fermée C et les deux courbes intérieures C’, C”, et sur ces 
courbes elles-mêmes ( fig. 66). Le contour total F de Paire A est 
formé de ces trois courbes distinctes, et nous dirons que ce con- 
tour est décrit dans le sens direct quand on laisse à gauche l'aire À ; 
les flèches indiquent sur la figure le sens du parcours direct pour 
chacune des courbes. Moyennant cette convention, on a toujours 


J WE) ds =0; 
(l) 
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l’intégrale étant prise le long du contour total dans le sens direct. 
La démonstration donnée pour une aire à un seul contour s'ap- 
plique encore ici; on peut aussi ramener ce cas au précédent, en 
menant les transversales «ab, cd, et appliquant le théorème à la 
courbe fermée abmbandcpcdga (1, n° 153). 

Il est quelquefois commode dans les applications d’écrire la 
formule précédente 


MOLE fiada + f f(z) ds, 


10) (C)' Y c") 


les trois intégrales étant prises alors dans le même sens, c’est- 
à-dire que les deux dernières doivent être prises en sens inverse 
de celui indiqué par les flèches. 

Revenons à la question proposée au début de ce paragraphe; 


Fig. 66. 
For, 
G 


la réponse est maintenant bien facile. Soit f(z) une fonction holo- 
morphe dans une région 4 du plan; étant donnés deux che- 
mins AMB, ANB, ayant mêmes extrémités, et situés tout entiers 
dans cette région, ils donneront la même valeur pour l’inté- 


grale f(s) dz, pourvu que la fonction f(z) soit holomorphe à 


l’intérieur de la courbe fermée formée par le chemin AMB, suivi 
du chemin BNA. (Nous supposerons pour fixer les idées, que cette 
courbe fermée ne présente pas de point double.) En effet, la somme 
des deux intégrales le long de AMB et le long de BNA étant nulle, 
c'est que les deux intégrales le long de AMB et le long de ANB 
sont égales. On peut encore énoncer le résultat comme il suit : 
Deux chemins AMB et ANB, ayant les mémes extrémités don- 


nent la méme valeur pour l'intégrale [ f(2) ds, si l’on peut 
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passer de l’un à l’autre par une déformation continue sans 
rencontrer aucun point où la fonction cesse d’être holomorphe. 

Cet énoncé s'applique alors même que les deux chemins auraient 
un nombre quelconque de points communs, outre les deux extré- 
mités (I, n° 152). On en conclut que, lorsqu'une fonction f(z) 
est holomorphe dans une aire limitée par une seule courbe 


fermée, l'intégrale f f(2)dz, prise le long d’un contour fermé 


quelconque situé dans cette aire, est égale à zéro. Mais il ne 
faudrait pas étendre cette conclusion au cas d’une aire limitée par 
plusieurs courbes fermées distinctes. Considérons, par exemple, 
une fonction f(z) holomorphe dans la couronne comprise entre 
deux cercles concentriques C, C’. Soit C” un cercle ayant le même 


centre et compris entre Cet C'; l'intégrale / f(<) dz, prise le long 


de C”, n’est pas nulle en général. Le théorème de Cauchy prouve 
seulement que la valeur de cette intégrale reste la même, quand 
on fait varier le rayon du cercle C” ('). 


(1) Le théorème général de Cauchy est encore vrai, sans qu’il soit nécessaire 
de supposer l’existence de la fonction f(z) en dehors de l’aire A limitée par le 
contour C, ni l’existence d’une dérivée en chaque point de C. Il suffit que la 
fonction f(z) soit holomorphe en tout point de l'aire A, et continue sur le con- 
tour C, c’est-à-dire que la valeur f(Z) de la fonction en un point Z de C varie 
d’une manière continue avec la position du point Z sur ce contour, et que la 
différence f(Z) — f(s), où z est un point intérieur, tende uniformément vers 
zéro en même temps que |Z — z|. En effet, supposons d’abord que toute demi- 
droite, issue d’un point déterminé a de A, rencontre le contour C en un seul 
point. Lorsque le point z décrit C, le point a + 0(z— a) (où 0 est un nombre 
réel compris entre o et 1) décrit un contour C’ situé dans A. La différence des 
deux intégrales, le long des contours C et C', est égale à 


Gi f if(z)—0f[z — (3—a)(1—6)]| ds, 
2210) 
et l’on peut prendre la différence 1 — ð assez petite pour que |ô| soit inférieur 


à tout nombre positif donné, car on peut écrire la fonction sous le signe f 


Le 


F(s)—fls—-(s—-a)(s- 0) + (1-0) {ss — a) 0]. 
L'intégrale le long de C’ étant nulle, on a donc aussi 
J (jds =0. 
(C) 


Dans le cas d’un contour C de forme quelconque, on remplacera ce contour 
par une suite de contours fermés remplissant la condition précédente, en menant 
des transversales convenablement disposées. 
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291. Extension des formules du calcul intégral. — Soit f(z) 
une fonction holomorphe dans une aire À limitée par un contour 


* 


simple C. L'intégrale définie 


7 
P(Z) = $. Jf(z)dz, 


prise depuis un point fixe 3, jusqu’à un point variable Z suivant 
un chemin situé dans laire A, est, d’après ce que nous venons de 
voir, une fonction bien déterminée de la limite supérieure Z. 
Nous allons montrer que cette fonction ® (Z) est aussi une fonc- 
tion holomorphe de Z dont la dérivée est f(Z). Soit en effet Z + A 
un point voisin; nous avons 
Z+/ 
(Z+h)— (Z) — [ f(&) ds, 
Jz 
et nous pouvons supposer cette dernière intégrale prise suivant le 
segment de droite qui joint les deux points Z et Z + h. Si les deux 
points sont très rapprochés, f(z) diffère très peu de f(Z) le long 
de ce chemin, et l’on peut écrire 
f(s) =/f(L)+R, 
|R| étant moindre que tout nombre positif donné n pourvu que |! 
l 


soit assez pett. Il vient alors en divisant par A 


Z+-h 
PER a F R dz; 
le module de la dernière intégrale est inférieur à% ||, et par suite 
le premier membre a pour limite f(Z) lorsque % tend vers zéro. 
Si l’on connaît déjà une fonction F(Z) ayant pour dérivée f (Z), 
les deux fonctions ®(Z) et F(Z) ne diffèrent que par une con- 
stante (n° 274; note), et l’on voit que la formule fondamentale 
du calcul intégral s’étend au cas des variables imaginaires 


(10) 4 F2) ds = F(31) — F(20). 


Cette formule, établie en supposant que les deux fonctions f(z), 
F(z) sont holomorphes à l’intérieur de A, est applicable à des 
circonstances plus générales. Il peut se faire que la fonction F (2), 
ou les deux à la fois, f(z) et F(z), admettent des déterminations 
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multiples; l’intégrale a un sens précis pourvu que le chemin d’in- 
tégration ne passe par aucun des points critiques de ces fonctions. 
Dans l'application de la formule, il faudra choisir une détermina- 
tion initiale F(z) de la fonction primitive, et suivre la variation 
continue de cette fonction lorsque la variable z décrit le chemin 
d'intégration; de plus, si f(z) est elle-même une fonction multi- 
forme, parmi les déterminations de F (z), il faudra en choisir une 
dont la dérivée soit égale à la détermination prise pour f(z). 

Toutes les fois que l’on peut enfermer le chemin d'intégration 
à l’intérieur d’une aire à contour simple, où les branches consi- 
dérées des deux fonctions f(z), F(z) sont holomorphes, nous 
pouvons considérer la formule comme démontrée. Or, on peut 
toujours, quel que soit le chemin d’intégration, le décomposer en 
plusieurs arcs pour lesquels la condition précédente soit remplie, 
et appliquer la formule (10) à chacun d’eux séparément. En ajou- 
tant les résultats, on voit que la formule est générale, pourvu 
qu'on l’applique avec les précautions nécessaires. 


31 
Soit, par exemple, à calculer l'intégrale définie f 3" dz, prise 
30 


suivant un chemin quelconque ne passant pas par l’origine, 


m étant un nombre réel ou complexe différent de — 1. Une fonc- 
zgm+1 


tion primitive esl » et la formule générale (10) devient ici 


31 m+1 __ zm+1 
y Sm dana a AL 
So m+i s 


pour lever l'ambiguïté que présente cette formule lorsque m n’est 
pas un nombre entier, écrivons-la 


A (m+1)Log(z,) — Lim+1)Log(z) 
ré gm dz = £ vs £ 3 . 
> mei 


-0 


La valeur initiale Log(z3,) étant choisie, la valeur de z” est 
fixée par là même tout le long du chemin d'intégration, ainsi que 
la valeur finale Log(3,). La valeur de l'intégrale dépend à la fois 
de la valeur initiale choisie pour Log(z,) et du chemin d’intégra- 
tion. De même, la formule 


HAMED, 
FR da = Log[ f(21)]—Log[/()] 


“0 
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ne présente aucune difficulté d'interprétation, pourvu que le long 
du chemin d'intégration la fonction f(z) soit continue et ne s’an- 
nule pas. Le point u = f(z) décrit dans son plan un arc de courbe 
ne passant pas par l’origine, et le second membre est égal à la 
variation de Log(u) le long de cet arc de courbe. 

Observons encore, sans qu'il soit nécessaire d’y insister, que 
la formule d'intégration par parties, étant une conséquence de la 
formule (10), s'étend par là même aux intégrales de fonctions 
d’une variable complexe. 


292. Autre démonstration des résultats précédents. — Les pro- 
priétés des intégrales /f{ z)d3 offrent une grande analogie avec les 


propriétés des intégrales curvilignes, où la condition d’intégrabilité 
est vérifiée (I, n° 152). Riemann a montré en effet que le théo- 
rème de Cauchy se déduisait immédiatement du théorème ana- 
logue relatif aux intégrales curvilignes. Soit f(3) = X + iY une 
fonction holomorphe de z à l’intérieur d’une aire A à contour 
simple; l'intégrale prise le long d’un contour fermé C situé dans 
celte aire est la somme de deux intégrales curvilignes 


Tadi = Xdx—Ydy+i | Ydxr--X dy, 
(C) (C) (C) 
et, d’après les relations qui lient les dérivées des fonctions X, Y, 
OX _ OY ON : - 0Y 
ðr əy’ oy = dg” 
ces deux intégrales curvilignes sont nulles (1) (I, n° 152). 
Il en résulte que l’intégrale f J(=) dz, prise d’un point fixe 3, 
jusqu’à un point variable z, est une fonction uniforme (2) dans 


laire A. Séparons la partie réelle et le coefficient de č dans cette 


fonction, 
P(z)—P(xr;, y)+iQ(r, y), 


(x,y) (x,y) 
Pim y= f X dx — Ý dy, Uey f Y dr + X dy: 


(X0Y0) (Xos Yo) 


(') Il est à remarquer que la démonstration de Riemann suppose la continuité 
Hi 0 OX LÉ i 
des dérivées 5, A -.., c’est-à-dire de f'(z). 
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les fonctions P et Q admettent les dérivées partielles 


RES a S is 2 Den. 
ox dy dx dy 
qui satisfont aux conditions 
0P _dQ  dP  0Q 
or ri dy” dy dx 


Par conséquent, P + jQ est une fonction holomorphe de 3 dont 


la dérivée est X — i Y, c’est-à-dire f(z). 


Si la fonction f(z) est discontinue en un certain nombre de 


points dans A, il en est de même de lune au moins des fonc- 


tions X, Y, et les intégrales curvilignes P(x, y), Q(x, y) admet- 
tent en général des périodes provenant de lacets décrits autour des 


points de discontinuité (1, n° 153). Il en sera donc de même de 


l'intégrale f f(z)dz. Nous reprendrons l'étude de ces périodes, 


après avoir approfondi la nature des points singuliers de f(3). 


Considérons, pour donner au moins un exemple, l'intégrale f 


nous avons, en séparant la partie réelle et le coefficient de č, 


f * dz aA dx + idy ("= + y dy : ‘ba x dy — y dx 
7 £y Try? x? y? 


* (1,0) © (1,0) e (1,0) 


La partie réelle est égale à log(æ?+ y), quel que soit le chemin suivi. 


Quant au coefficient de i, nous avons vu qu'il admet la période 27; il 
est égal à l'angle dont a tourné le rayon vecteur joignant l’origine au 
point (x, y). Nous retrouvons bien les diverses déterminations de Log(3). 


II. — INTÉGRALE DE CAUCHY. — SÉRIES DE TAYLOR ET DE LAURENT. 


POINTS SINGULIERS. — RÉSIDUS. 


Nous allons maintenant exposer une suite de résultats nouveaux 


et importants, que Cauchy a déduits de la considération des inté- 


grales définies prises entre des limites imaginaires. 


293. Formule fondamentale. — Soit f(z) une fonction holo- 


morphe dans une aire finie A, limitée par un contour F, formé par 
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une ou plusieurs courbes fermées distinctes, et continue sur ce 
contour lui-même. Si æ est un point (!) de laire A, la fonction 


He) 


rA 


est holomorphe dans la même région, sauf au point 3 = x. 

Du point æ comme centre, décrivons un cercle y de rayon p, 
situé tout entier dans l'aire A; la fonction précédente est alors 
holomorphe dans la région du plan limitée par le contour F et le 


cle + , ; : torë dneral (n°3 
cercle y, et l’on peut lui appliquer le théorème général (n° 290). 
upposons, pour fixer les idées, que le contour I soi mposé 
Suppo ri fixer les idées, que | tour I soit composé de 
deux courbes fermées C, C (fig. 65); nous avons alors 


(z) dz 
FRE 


pr 
(Y) © 


J(s) dz (à f(z) ds 


Z — g (C) 0 


kd 

(C) 
les trois intégrales étant prises dans le sens indiqué par les flèches, 
ce qu'on peut encore écrire 


Kads f fields 


A/T) 4 — T Zg 


(y) 

l'intégrale désignant l'intégrale prise le long du contour total F 
da) 

dans le sens direct. Si le rayon p du cercle y est très petit, la 

valeur de f(z) en un point de ce cercle diffère très peu de f(x), 


fts)=/f(#)+R, 


(!) Dans ce qui suit, nous aurons souvent à considérer simultanément plusieurs 
quantités complexes. Nous les désignerons indifféremment par les lettres æ, z, 
üu, .... À moins que cela ne soit indiqué, la lettre x ne sera plus réservée pour 
désigner une variable réelle. 


WwW.rcin.org.pl 


94 CHAPITRE XIV. — FONCTIONS ANALYTIQUES D'APRÈS CAUCHY. 


[R| étant très petit. Remplaçons f(z) par cette valeur, il vient 


J(&) 43 ) dz dz R dz 
(1) LES vf Et Le 


(Y) (Y) 


La première intégrale du second membre se calcule aisément; 
si l’on pose 3 = x + peði, elle devient 


[ = dz =f e= i 
= 5 ani. 
y) 0 e” 


z , R dz 

La seconde ur 
eT 
de la circonférence y; d'autre part, si |R| reste inférieur à un 


nombre positif n, le module de cette intégrale est plus petit que 


est donc indépendante du rayon e 


T) . . . 
a A Or, puisque la fonction f(z) est continue pour 


z= x, on peut choisir le rayon p assez petit pour que n soit 
aussi petit qu’on le veut. Cette intégrale est donc nulle, et, en 
divisant par 27 les deux membres de la formule (11), il vient 


I fz) dz. 


2TL (L) 3 —T 


(12) Ja) = 


C’est la formule fondamentale de Cauchy. Elle exprime la valeur 
de la fonction f(3) en un point quelconque x intérieur au contour 
au moyen des valeurs de la même fonction tout le long de ce 
contour. 

Soit x + Ax un point voisin de x, que nous supposerons par 


exemple à l’intérieur du cercle y de rayon e. Nous avons aussi 


LE. 708 f(z) dz 
Jie -riaye 2ni D2—27— A7 


et par suite, en retranchant membre à membre, et divisant par Az : 


ere LE f(z) dz 
r, (5 


A 2Ti 3—x)(s—x—At) 


& Lorsque Ax tend vers zéro, la fonction sous le signe fa pour 


fz) 


Toa h Pour démontrer rigoureusement que l’on a le 


droit d'appliquer la formule de différentiation habituelle, écri- 


limite 
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vons celte intégrale 


F2) ds f(z) dz à Ax f(z) ds 
JB 


m(z—T)(3—x—Ax) “ Jr, (4-2) nm (e—+z)}(s—x—Ax) 


Soient M une limite supérieure de | f(3)| le long de T, L la lon- 
gueur de ce contour, et à une limite inférieure de la distance d’un 
point “re du cercle y à un is PE T de T. Le mo- 


et par consé- 


quent tend vers zéro en même temps que AR En passant à la 
limite, on a donc 


(3) Paye NES 


271.) (z— x} 


On démontre de la même façon que la formule habituelle.de 
différentiation sous le signe f est applicable à cette nouvelle inté- 


grale (') et à toutes celles qui s’en déduisent, et l’on obtient suc- 
cessivement 


fs)ds a L MIS": FC) dE 
Fa} ae FAR ES 2TL MR 


et, d’une façon générale, 


f(z) dz 
(14) Fa) = 2 
Lea 


Nous voyons donc que si une fonction f(z) est holomorphe 
dans une certaine région du plan, la suite des dérivées successives 
de cette fonction est illimitée, et toutes ces dérivées sont aussi des 
fonctions holomorphes dans la même région. Il est à remarquer 
que nous sommes arrivés à ce résultat en supposant seulement 
l'existence de la première dérivée. 


294. Série de Taylor. — Sort f(z) une fonction holomorphe 
à l’intérieur d’un cercle C de centre a; la valeur de cette fonc- 


(!) La formule générale de différentiation sous le signe f sera établie plus 
loin (Chap. XVII). 
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tion en un point quelconque x pris dans ce cercle est égale à 
la somme de la série convergente 


| fiæ A= f(a) + TS f'(a) 
(13y -3 Dre 
| + BE pi) +1..+ E aV fga) Hs. 


Nous pouvons supposer pour la démonstration que la fonction 
J(=) est holomorphe sur la circonférence C elle-même; en effet, 
x étant un point quelconque intérieur au cercle, on peut toujours 
trouver une circonférence C’ de centre a et de rayon inférieur à 
celui de C, qui renferme le point x à l’intérieur, et l’on raisonnera 
sur ce cercle C/ comme nous allors le faire avec C. Cela posé, 
æ étant un point à l’intérieur de C, nous avons d’après la for- 
mule fondamentale 


i z) 
(12 bis) f(æ)= da: 
Ti Jo 3—T 
(C) 
IAF I ; í 
écrivons —— sous la forme suivante 
] I I I ù 
z—x 3—a—(r—a) z—a z—a 


s= € 


ou, en effectuant la division jusqu'à un reste de degré n +1 en 


z — 4, 
UARN r—a (æ— a} 
Set Fa TSF OT" Sr Ta 
(æ— at (æ— ajiri 
ST ir n E i 
(z—a)iri (3 —æ)\z— ai" 
Remplaçons —— par cette expression dans la formule (i 2 bis), 


et faisons sortir du signe f les facteurs x — a, (x — a)?, ..., 


indépendants de 3, il vient 


f(æ)=do+di(r—-a)+...+J,(z— a)" Ru, 
les coefficients Ja, J,, ..., Jn et le reste R, ayant pour valeurs 


K 3) dz z) dz 
TR o DA VEN Q 
C) 


= , mg A 22 
3 —«@ 2T (C) (3 a) 


eN f(z)dz k I 7i (LS) RE 
————— Im =S - „k . 
g(a — a+? 271 Je \3 — a 3 —T 


. —— — .e..} 
2T 


o 
n- 
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Lorsque le nombre n augmente indéfiniment, le reste Ry tend 
vers zéro. Soient en effet M une limite supérieure du module de 


f(3) tout le long du cercle C, R le rayon de ce cercle et r le mo- 
I 


dule de x — a. On a |z — z | > R — r et par suite =k 


Z Br 
lorsque z décrit le cercle C; le module de R, est donc inférieur à 
I r\n+i M MR r\n+i r\a+l 
— (5 58h = = | t le f: "(= tend 
(a) 21 R is K) » et le facteur (z) 


vers zéro, lorsque n augmente indéfiniment. Il s'ensuit que f(x) 
est égal à la somme de la série convergente 


f(æx)=Jo+di(r—-a)+...+J,(z —- a+... 


Or, si l’on fait x — a dans les formules (12), (13), (14), le con- 
tour F étant le cercle C, il vient 
(a) 
Jo= f(a), Jı= f'(a), EET Ja = COD A 
la série obtenue est donc identique à la série (15), c’est-à-dire à 
la série de Taylor. 

Le cercle C est un cercle de centre a à l’intérieur duquel la 
fonction est holomorphe; il est clair que l’on obtiendra le plus 
grand cercle satisfaisant à cette condition en prenant pour rayon 
la distance du point a au point singulier de f(3)le plus rapproché 
de a. C’est aussi le cercle de convergence de la série qui est au 
second membre (!). 

Cet important théorème met en évidence l'identité des deux 
définitions que nous avons données pour les fonctions analytiques 
(n° 491 et 261). En effet, toute série entière représente une fonc- 
lion holomorphe dans son cercle de convergence (n° 266), et 
inversement nous venons de voir que toute fonction holomorphe 
dans un cercle de centre a peut être développée en série entière 
ordonnée suivant les puissances de x — a, et convergente dans ce 
cercle. Remarquons aussi qu’un certain nombre de résultats éta- 
blis antérieurement deviennent presque intuitifs; par exemple, en 
appliquant le théorème aux fonctions Log(1 + 3) et (1 + 3)", qui 
sont holomorphes dans le cercle de rayon un ayant pour centre 


(') Cette dernière conclusion exige, sur la nature des points singuliers, quelques 
explications qui seront données dans le Chapitre consacré au prolongement ana- 
lytique. 

GNT, 
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l’origine, on retrouve les formules des n” 274 et 275. Considérons 


> p -3 (x 
encore le quotient de deux séries entières de), convergentes l’une 


o(x) 


et l’autre dans un cercle de rayon R; si la série o (x) n’est pas nulle 
pour z = 0, comme elle est continue, on peut décrire un cercle 
de rayon r SR, à l’intérieur duquel elle ne s’annule pas. La fonc- 


lion nz AR est alors holomorphe dans le cercle de rayon r et par 


a hs être développée en série entière dans le voisinage de 
l’origine (I, n° 183). On pourra vérifier de même le théorème 
relatif à la substitution d’une série dans une autre série, etc. 


Remarque. — Soit f(z) une fonction holomorphe à l’intérieur 
d’un cercle C de centre a et de rayon r, et continue sur ce cercle 
lui-même. Le module | f(z)| de la fonction sur le cercle C est 
une fonction continue, dont nous désignerons la valeur maximum 
par M(r). D'autre part le coefficient a, de (x — a)? dans le 


développement de f(z) est égal à f” (a), c’est-à-dire à 


I _f(z)ds. ) dz 
Me 
on a donc 
À 1 Jr) Mr) 
(25) Ant fe) Sr Re ET , 


de sorte que M (r) est supérieur à tous les produits Apr” ('). 
On pourra prendre M (r) à la place de M dans l'expression de la 
fonction majorante (I, n° 181). 


295. Théorème de Liouville. — Si la fonction f(x) est holo- 
morphe pour toute valeur finie de x, le développement par la for- 
mule de Taylor est valable, quel que soit a, dans toute l'étendue 
du plan, et la fonction considérée est une fonction entière. Des 


(') Les inégalités (17) sont intéressantes, surtout parce qu’elles établissent une 
relation entre l’ordre de grandeur des coefficients d’une série entière et l’ordre de 
grandeur de la fonction ; JC (r) n’est pas d’ailleurs en général le plus petit nombre 
qui satisfait à ces inégalités, comme on le voit immédiatement lorsque tous les 
coefficients a, sont réels et positifs. Ces inégalités (17) peuvent être établies sans 
recourir à l'intégrale de Cauchy (MÉRayY, Leçons nouvelles sur l analyse infini- 
tésimale, t. I, p. 99). 
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expressions obtenues pour les coefficients on conclut aisément la 
proposilion suivante, due à Liouville : 


Toute fonction entière, dont le module reste inférieur à un 
nombre fixe M, se réduit à une constante. 


Supposons en effet que l’on développe f(x) suivant les puis- 
sances de x — a, et soit &, le coefficient de (æ— a)". Il est clair 
que M(r) est inférieur à M, quel que soit le rayon r, et par 


3 M A F k 
suite |an| est < à Mais le rayon r peut être pris aussi grand 


qu'on le veut; on a donc an= 0, si nZ1, et f(x) se réduit à une 
constante f(a). 


Plus généralement, soit f(x) une fonction entière telle que le 


(æ > E ` 
module de at reste inférieur à un nombre fixe M, pour les valeurs 


de x de module supérieur à un nombre positif R; la fonction f(x) 
se réduit à un polynome, de degré m au plus. Imaginons en 
effet que l’on développe f(x) suivant les puissances de x, et 
soit 4, le coefficient de x”. Si le rayon r du cercle C est supé- 
rieur à R,onadt(r) < Mr”, et parsuite|a,| < Mr”, Sin> m, 
on a donc a, = 0, puisque M7" peut être rendu plus petit que 
tout nombre donné, en choisissant assez grand. 


296. Série de Laurent. — Le raisonnement par lequel Cauchy 
démontre la formule de Taylor est susceptible de généralisations 
étendues. Ainsi, soit f(z) une fonction holomorphe dans une 
couronne circulaire comprise entre deux cercles concentriques C, 
C’, ayant pour centre le point a; nous allons montrer que la 
valeur f(x) de la fonction en un point quelconque x pris dans 
cette région est égale à la somme de deux séries convergentes, 
l’une ordonnée suivant les puissances positives de x — a, l’autre 


. . Pai 1 
suivant les puissances positives de + 12 
e a 


Nous pouvons supposer, comme tout à l’heure, que la fonc- 
tion f(z) est holomorphe sur les cercles C, C/ eux-mêmes. Soient 
R, R’ les rayons de ces cercles et r le module de x — a; si C'est 


(") Comptes rendus de l’Académie des Sciences, tome XVII. -- Voir Œuvres 
de Cauchy, 1™ série, tome VILI; p. 115. 
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le cercle intérieur, on a R'< r< R. Du point x comme centre 
décrivons un petit cercle y, situé tout entier entre C et C’. Nous 
avons l'égalité 


pea N )dz . ts) ds 


+ 
E i 


/(C) (C) (y) 
les intégrales étant prises dans un sens convenable; la dernière 
intégrale, prise le long de y, est égale à 2r4f(æx), et nous pouvons 
encore écrire la relation précédente 


z) dz z)'dz 
(18) f(x) = m Jia, 7. Li sE 
ITiS y PEET 27 Je, © — 2 


les intégrales étant toujours prises dans le même sens. 
Nous trouvons encore, en reprenant les raisonnements du n°294, 
que l'on a 


(19) adi ELE AA NE ra .+J,(x —a)t+.. 


les coefficients Jos Jas ..., J,, ..., étant donnés par les for- 
mules (16). Pour développer en série la seconde intégrale, obser- 
vons que l'on a 


I | 1 À I 3 — 4 
g —3 æ—a 3— 4€ T—a (x — a }? 
I — 
T—a 
(3—a)r-1 (z— a)" 
+ 3 
(æ — a )! (æ—z)(xz — a)" 


et que l’intégrale du terme complémentaire 


tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. En effet, si M' est 
le module maximum de f(z) le long de C', le module de cette inté- 
grale est inférieur à 


r RAe M pe MR /R'\" 
(Tr) FRE =; (2 $ 


4 


R sie ; A 
et le facteur = est inférieur à un. Nous avons donc aussi 


: z) ds K K K 
271 (C') T —-3 T 


—a (x— a} (x — a) 


GABIN ET 
Tow” í à 
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le coefficient K, étant égal à l'intégrale définie 


(21) K= — f (a—ayifiz)ds. 
BE Aii 
Il suffit maintenant d'ajouter les deux développements (19) et (20) 
pour avoir le développement de f(x). 
Dans les formules (16) et (21) qui donnent les coefficients J, 
et K,,on peut prendre les intégrales le long d’un cercle quel- 
conque F compris entre C et C’, ayant pour centre le point &, car 


. . . 
les fonctions sous le signe f sont holomorphes dans la couronne. 


Si l’on convient de faire varier l'indice n de — œ à +, on peut 
alors écrire le développement de f(x) 


(22) f(a) = X lale — a), 


n= — 0o 


le coefficient Ja ayant pour expression, quel que soit le 


signe de n, 


(23) J= I f f(z) dz 


274, Jp, (3 = aen 


Exemple. — Une même fonction f(x) peut admettre des développe- 
ments tout à fait différents, suivant la région considérée. Prenons par 
exemple une fraction rationnelle f(æ), dont le dénominateur n’a que des 
racines simples de modules différents; soient æ, b, c, ..., l ces racines 
rangées par ordre de modules croissants. En faisant abstraction de la 
partie entière, qui n'intervient pas ici, On a 

A B Q L 


+ + — +... + 
T—a æ— ob æT—cC æ—l 


f(x) = 


Dans le’ cercle de ravon |a], ayant pour centre l’origine, chacune des 
fractions simples peut être développée suivant les puissances positives 
de x, et le développement de f(x) est identique à celui que donne la for- 
mule de Maclaurin 


A $; A L A L n 
Ja)=—($+...+7)- ERA l E AERE a gr —, 


Dans la couronne comprise entre les deux cercles de rayons |a] et |b], les 


I 
, D RS | 
r—b x—c w —— i 


fractions peuvent être développées suivant les 


ZNÝ 
skiego 
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puissances positives de v, mais doit être développée suivant les 


; ile I 
puissances positives de —, et lon a 
æ 


B JR. L B Bear. 
Je=-(5 + +7 — + nt T—...— 4" =" RES — Int an — ,,., 


A Aa A an—1 
RH + © +... 
£ x? grh 


Dans la couronne suivante, on aura un développement analogue, et ainsi 
de suite. Enfin, à l'extérieur du cercle de rayon |/|, on maura que des 


; I 
puissances de A 


A+... +L Aas+... +LI Aan-1+...+ L” 


297. Séries diverses. — Les démonstrations de la série de Taylor et de 
la série de Laurent reposent en définitive sur un développement particu- 


i + e 1 . kT LL gl 
lier de la fraction simple =a lorsque le point x reste à l’intérieur ou 


Z 
à l'extérieur d’un cercle fixe. M. Appell a montré qu'on pouvait encore 
généraliser ces formules, en considérant une fonction f(æ) holomorphe à 


l'intérieur d’une aire A limitée par un nombre quelconque d’ares de cercle 
ou de circonférences entières (1). Considérons par exemple une fonc- 
tion f(x) holomorphe dans le triangle curviligne PQR ( fig. 68) formé 
par les trois arcs de cercle PQ, QR, RP appartenant respectivement aux 
trois circonférences C, C', C”. Nous avons, x désignant un point quelconque 


(1) Acta Mathematica, tome I, page 145. 
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` ,. le ° ili 
à l'intérieur de ce triangle curviligne, 


LUE NOR LOS + El f{s)ds 1 KOLA 


2Ti 3—7 INL — ; — 
2T Jpg * 2Ti Jorn Z7 2TL JRp 2—7 


Le long de l’arc PQ, on peut écrire, a étant le centre de C, 


bd 


I I T— a (æ— ar I æ—a\n+i 
ne Re OR PE 
3 —x 3— 4 (3— a) (3— a)t+1 3—x\3z—a 


K — 4 


mais quand z décrit l'arc PQ, le module de est inférieur à un, et, 


par suite, le module de l'intégrale 


1 f(z) [r-a 
mi : = (S) ds 


eas 


tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment. On a donc 
=J,+Ji(r—-a)+...+J,(x—- a+... 


les coefficients Jo, J4, ... étant des constantes dont il serait facile d’avoir 
l'expression. Le long de l’arc QR, on peut écrire de même, b étant le 
centre de C, 


I 1 z— b (z— b)n I =)": 


es ut eut 00 (x— b)" r mb) 


= 


\n 
comme le module de ( 5) tend vers zéro lorsque n augmente indé- 
finiment, on en déduit, pour la seconde intégrale, un développement de la 


forme 


CT J(z)dz _ Kı EN: FANPA JL ALIM. 
2TL ton, 2 Feb 7 lie F ÉD 7 


Q 
(B) 
On trouve de même, € étant le centre du cercle C”, 


Le AEDE: La Ls Lin 


(+) ami Jun 22 ce EN NOR +... 
En ajoutant les trois formules (x), (8), (y), nous obtenons pour f(x) la 


somme de trois séries ordonnées respectivement suivant les puissances 


et de 
æ— b g— c 


former cette somme en une série dont tous les termes sont des fonctions 
rationnelles de v, par exemple en réunissant les termes de même degré 
I I 
SP À 
D—0 z—c 
soit le nombre des arcs de cercle. 


positives de z — a, de - Jl est clair que l’on peut trans- 


enr— a, - Le raisonnement qui précède s'applique quel que 
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On peut remarquer sur lexemple précédent que les trois séries (a), 
(B), (y) sont encore convergentes lorsque le point v est à l’intérieur du 
triangle P'Q'R", et la somme de ces trois séries est encore égale à l'inté- 

~= 3 . . 
grale f DS, prise le long du contour du triangle PQR dans le sens 
3—7% 
~ 
i : x à f(3) 
direct. Or, lorsque le point v est dans le triangle P'Q'R', la fonction = 


5 —T 


est holomorphe à l’intérieur du triangle PQR et, par suite, l'intégrale pré- 
cédente est nulle. Nous obtenons donc de cette façon une série de frac- 
tions rationnelles qui est convergente lorsque x est à l’intérieur de l’un 
des deux triangles PQR, P'Q'R', et dont la somme est égale à f(x) ou 
à zéro, suivant que le point x est dans le triangle PQR ou dans le 
triangle P'Q'R'. 

En restant dans le même ordre d'idées, M. Painlevé a obtenu des résultats 
plus généraux (1). Considérons, pour rester dans un cas très simple, une 
courbe fermée convexe F, admettant une tangente qui se déplace d’une 
manière continue, et dont le rayon de courbure reste inférieur à une cer- 
taine limite. On peut alors, comme il est bien aisé de le voir, faire corres- 
pondre à chaque point M de T un cercle C tangent en ce point à T et ren- 
fermant cette courbe tout entière à l’intérieur, et cela de telle façon que 
le centre de ce cercle se déplace d’une manière continue avec M. Soit f(z) 
une fonction holomorphe à l'intérieur du contour T et continue sur ce 
contour lui-même; dans la formule fondamentale 


1 ff) 


2TL (D) N E A 


f(s) = 
où æ est un point intérieur à T, nous pouvons encore écrire 


= ——— + +, + 
= i 


I I T—a (æ— a)" I T— a\n+1 
32—x Zz—a (3 — a) (3—ajt+r! 3—T : 


a désignant le centre du cercle C qui correspond au point z du contour; 
a n'est plus constant, comme dans les cas déjà examinés, mais c’est une 
fonction continue de 3, lorsque le point M décrit la courbe T. Malgré cela, 
le module de s, qui est une fonction continue de z, reste inférieur à 
rs 

un nombre fixe pọ plus petit que un, puisqu'il ne peut atteindre la valeur un, 
et, par suite, l'intégrale du terme complémentaire tend vers zéro lorsque z 
augmente indéfiniment, Nous avons donc encore 


(25) f(z) = a T i Ln Fada, 


a JEPl . 


et il est clair que le terme sue de cette série est un polynome 


(') Sur les lignes singulières des fonctions analytiques (Annales de la 
Faculté de Toulouse, 1888). 
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entier P,(æx), de degré n au plus. La fonction f(x) est donc dévelop- 
pable en une série de polynomes à l’intérieur du contour T. 

La théorie des transformations conformes permet d'obtenir, pour le 
développement des fonctions holomorphes, des séries d’une autre espèce. 
Soit f(z) une fonction holomorphe à l’intérieur d’une aire A pouvant 
s'étendre jusqu’à l'infini. Supposons que l'on sache effectuer la représen- 
tation conforme de l'aire A sur l'aire d'un cercle C, de telle façon qu'à 
un point de l'aire A corresponde un point du cercle et un seul, et inver- 
sement; soit u =®%(z) la fonction analytique qui fait correspondre à 
l'aire A un cercle C ayant pour centre le point u = o dans le plan des u. 
Lorsque la variable u décrit ce cercle, la valeur correspondante de z est 
une fonction holomorphe de u. Il en est de même de f(z) qui peut par 
conséquent être développée en série convergente ordonnée suivant les 
puissances de u, ou de (z), lorsque la variable z reste à l’intérieur de A. 

Supposons, par exemple, que Paire A soit la bande indéfinie comprise 


entre les deux parallèles y = + a à l'axe réel. On a vu (n° 279) qu’en 
Ts 
eme 

posant u = — » on fait correspondre à cette bande un cercle de 
euei 


rayon un ayant pour centre le point u = o0. Toute fonction f(z) holo- 
morphe dans la bande indéfinie considérée peut donc être développée 
dans cette bande en série convergente de la forme 


Ts n 


-+ œ miad 
A et} 
PORTÉE 
n=0 eat) 


298. Série de fonctions holomorphes. — La somme d’une série 
uniformément convergente, dont les termes sont des fonctions 
holomorphes de 3, est une fonction continue de 3, mais on ne 
pourrait pas affirmer sans autre preuve que cette somme est aussi 
une fonction holomorphe. Il faut encore démontrer qu’elle admet 
en chaque point une dérivée unique; c’est ce qu'il est aisé de 
faire, au moyen de l'intégrale de Cauchy. 

Observons d'abord qu’une série uniformément convergente, 
dont les termes sont des fonctions continues d’une variable com- 
plexe z, peut être intégrée terme à terme comme dans le cas d’une 
variable réelle. Soit 


F(3)= fo(3)+fi(s) +. + fna(s) +... 


une série uniformément convergente le long d'une courbe AMB, 
les fonctions /;(3) étant des fonctions continues de z le long 
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de AMB. Choisissons un nombre entier N assez grand pour que 
l’on ait, pour toute valeur de n2 N, 


|R; | = fat) + fn+1(3) +... <E; 


e étant un nombre positif pris arbitrairement. Le module de la 
différence 


Drs F(z)dz — fotz) dz —...— În—1(3) dz = f R,(2) dz, 
(AMB) (AMB) Y (AMB) “Y (AMB) 
est plus petit que eL, L étant la longueur de AMB, pourvu que n 
soit Z N. Le nombre e pouvant être pris aussi petit qu'on le veut, 
cette différence D, tend vers zéro lorsque n augmente indéfini- 
ment, et l’on peut écrire 


f F(s jdi = A folz) dz + f fitæ)di+..+ | Jfn(z)dz + 


“Y (AMB) Y (AMB) Y (AMB) Y (AMB) 


Cela posé, soit 
(26) Pis) = fus) te) anaE 


une série, dont tous les termes sont des fonctions holomorphes 
dans une aire À, et qui est uniformément convergente dans cette 
aire. Prenons un point quelconque x dans À, et entourons ce 
point d’une courbe fermée C, située tout entière dans cette aire. 
Nous avons, en appliquant la formule de Cauchy à chacune des 


fonctions f(z), 


—+ © 
f = x flz)dz 
(27) F(2)= D f(x) = EM Le =? ) 
v=0 v=0 


mais la série obtenue en divisant chacun des termes de la série (26) 


par 3—zx est elle-même uniformément convergente le long 


de C, car le module de reste inférieur à une certaine limite 


2 — 
lorsque 5 décrit la courbe C. 

On peut donc appliquer à cette série le théorème général sur 
l’intégration des séries uniformément convergentes, ce qui nous 
donne la relation 


De 
PONS pe HE STE 
LTU Š =g 2HL, 3—% 


(C) 
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Le raisonnement employé plus haut (n° 293) s'applique ici sans 

F(r+Ar)—F(x) 
Ax 

une limite F'(x) lorsque le module de Ax tend vers zéro, limite 


modification, et prouve que le rapport tend vers 


qui est représentée par la formule 


La fonction F(x) est donc holomorphe, et l’on verrait de même 
que la dérivée d'ordre n, F™®@ (x), a pour expression 


F (w) = n f F(z) dz 


v (©) (z tba r es ` 


La dérivée d'ordre n est égale à la somme de la série obtenue 
en différentiant n fois terme à terme la série proposée. Démon- 
trons-le, par exemple, pour F'(æ). La formule (28) peut s'écrire 


w 


+ 
s} ER - Na) dz 
fee ER 
ki 


e (C) 
=0 (C) 


car la série obtenue en divisant chaque terme de la série (26) 
par (z — x)? est uniformément convergente le long de C. Le 
terme général de la série qui représente F’(x) mest autre que 
f(x), de sorte que l’on a bien 


F'(x)=fi(r)+fi(r)+...+fa(x) +.. 


En résumé, toute série uniformément convergente dans une 
région À du plan, et dont tous les termes sont des fonctions 
holomorphes dans À, représente une fonction F(z) holomorphe 
dans la même région. La dérivée pit" de F(z) est égale à la 
somme de la série obtenue en différentiant p fois chaque 
terme de la série qui représente K(3). 


299. Pôles. Fonctions méromorphes. — Toute fonction holo- 
morphe dans un cercle de centre a est égale, à l’intérieur de ce 
cercle, à la somme d’une série entière 


(29) f(z) = Ao+Ai(3—a)+...+An(s—a)n+.... 
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Nous dirons, pour abréger, que la fonction est régulière au 
pointa, qui est pour la fonction un point ordinaire; nous appel- 
lerons domaine du point a l’intérieur d'un cercle C de rayon p, 
décrit du point a comme centre, où la formule (29) est appli- 
cable, Il n’est pas nécessaire, d’ailleurs, que ce soit le plus grand 
cercle à l’intérieur duquel la formule (29) a lieu; le rayon 5 du 
domaine sera souvent précisé par quelque autre propriété parti- 
culière. 

Si le premier coefficient A, est nul, on a f(a) = o, et le point a 
est un zéro de la fonction f(z). L'ordre du zéro se définit comme 
pour les polynomes; si le développement de f(3) commence par 
un terme de degré m en 3 — a, 


f(z)= An(3 — a)” + Amy(3 — a)" 4... m > 0, 
où À» n’est pas nul, on a 
f(a)=0, f'(a)=0, ….s Jaota) =; Ja) o, 


et le point & est dit un zéro d'ordre m. On peut encore écrire la 
formule précédente 
f(z) = (3 — a)” (3), 

(z) étant une série entière qui ne s’annule pas pour z = 4&. Cette 
série étant une fonction continue de z, on peut choisir le rayon p 
du domaine assez petit pour que (3) ne s’annule pas dans ce 
domaine, et l’on voit que la fonction f(z) n’aura pas d’autre zéro 
que le point a à l'intérieur de ce domaine. Les zéros d’une fonc- 
tion holomorphe sont donc des points isolés. 

Tout point non ordinaire d’une fonction uniforme f(z) est dit 
un point singulier. Un point singulier a d’une fonction Av esl 


un pôle, si ce point est un point ordinaire pour l'inverse #5 
z) 
Le développement de -— Les 5 suivant les puissances de z — a ne peut 


renfermer de terme constant, car le point æ serait alors un point 
ordinaire pour f(z). Supposons que le développement commence 
par un terme de degré m en 3 — a, 


(30) se Era ), 


75 


(z) désignant une fonction régulière dans le domaine du point a, 
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qui n’est pas nulle pour 3 = a. On en déduit inversement 


i ) l T 4e UE) 
«30 F8) api ge) Ga)" 


Y(3) désignant encore une fonction régulière dans le domaine du 
point æ, qui n’est pas nulle pour z = a. Cette formule peut s’écrire 
sous la forme équivalente 

| B Boz B, 
(31 bis) (5) = sie = +... + 


(3 — a)" (3—a)"-1 3—a 


+ P(z—a), 


en désignant par P(3— a), comme nous le ferons souvent par la 
suite, une fonction régulière pour 3 = 4, et Bm; Baci; ..., Bi 
étant des constantes. Quelques-uns des coefficients B,,B,,...,B,_, 
peuvent être nuls, mais le coefficient B,, est certainement diffé- 
rent de zéro; le nombre entier m est dit l’ordre du pôle. On voit 


qu'un pôle d'ordre m de f(z) est un zéro d'ordre m pour zy et 


inversement. 
Dans le domaine d'un pôle a, le développement de f(z) se 
compose d’une partie régulière P(z — a), et d’un polynome entier 


en = = z; ce polynome est appelé la partie principale de f(z) dans 
le domaine du pôle. Lorsque le module de z — a tend vers zéro, 
le module de f(z) augmente indéfiniment, de quelque façon 
que le point z se rapproche du pôle. En effet, la fonction Ÿ(3) 
n'étant pas nulle pour 3 = 4, supposons le rayon du domaine assez 
petit pour que, dans ce domaine, le module de (3) reste supérieur 


à un ce S aea M. En désignant par r le module de 5 — 4, on 
H : 4 GA : Li » 
al f(z) > + et par suite | f(z)| augmente indéfiniment lorsque 7 


tend vers zéro. La fonction (2) étant régulière pour z = 4, soit C 
un cercle de centre a à l’intérieur duquel Ÿ(3) est holomorphe. 
(z) 
(z— a)" 
points de ce cercle, sauf pour le point a lui-même. Dans le do- 


Le quotient est une fonction holomorphe pour tous les 


maine æ d’un pôle, la fonction f(z) n’admet donc pas d'autre 
point singulier que le pôle lui-même; en d’autres termes, les pôles 
sont des points singuliers isolés. 
Toute fonction uniforme qui, dans une région A, n’admet pas 
d’autres points singuliers que des pôles, est dite une fonction 
? 


WwWw.rcin.org.pl 


110 CHAPITRE XIV. — FONCTIONS ANALYTIQUES D'APRÈS CAUCHY. 


méromorphe dans cette région. Une fonction méromorphe dans 
tout le plan peut avoir une infinité de pôles, mais elle ne peut en 
avoir qu'un nombre fini dans une région située tout entière à 
distance finie. La démonstration repose sur un théorème général, 
que nous aurons encore à invoquer : Si dans une région À, située 
tout entière à distance finie, il existe une infinité de points 
jouissant d’une propriété particulière, il existe au moins un 
point limite dans la région À, ou sur son contour.(Nous enten- 
dons par point limite tout point dans le voisinage duquel il existe 
une infinité de points jouissant de la propriété en question). On 
établit cette proposition par le procédé bien souvent employé des 
subdivisions successives. Désignons, pour abréger, par (E) len- 
semble des points considérés, et imaginons iju’on divise la région A 
en carrés, ou portions de carrés, par des parallèles aux axes oz, 
oy; il y aura au moins une région À, renfermant une infinité de 
points de l’ensemble (E). En subdivisant de même A,, et ainsi de 
suite, on formera une suite indéfinie de régions À,, As, ..., An, ... 
de plus en plus petites, dont chacune est contenue dans la précé- 
dente, et renferme une infinité de points de l’ensemble. Tous les 
points de A, tendent vers un point limite Z, situé à l’intérieur ou 
sur le contour de A. Ce point Z est nécessairement un point limite 
de (E), puisque, à l’intérieur d’un cercle ayant Z pour centre, il y a 
toujours une infinité de points de (E), aussi petit que soit le rayon 
de ce cercle. 

Cela posé, supposons que la fonction f(3) soit méromorphe à 
l’intérieur d’une aire À à distance finie, ainsi que sur le contour F 
de cette aire. Si elle admettait une infinité de pôles dans cette 
région, il y aurait, d’après le théorème précédent, un point Z au 
moins, situé dans À ou sur I, dans le voisinage duquel il y aurait 
une infinité de pôles. Ce point Z ne pourrait être ni un pôle, ni 
un point ordinaire. On voit de même que la fonction f(z:) ne peut 
admettre qu’un nombre fini de zéros dans la même région. Nous 
pouvons donc énoncer la proposition suivante : 


Toute fonction méromorphe dans une aire À, tout entière 
à distance finie, et sur son contour, n'admet dans cette aire 
qu'un nombre fini de séros et qu’un nombre fini de pôles. 


Dans le voisinage d’un point quelconque 4a, une fonction méro- 
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morphe f(z) peut se mettre sous la forme 
(32) f(z)=(z—-a)o(z), 


2(3) étant une fonction régulière qui n’est pas nulle pour z = a. 
l’exposant p. est appelé l’ordre de f(z) au point a. Cet ordre 
est nul, si le point & n’est ni un pôle ni un zéro pour f(z); il est 
égal à m, si le point a est un zéro d'ordre m de f(z), et à — n, 
si a est un pôle d'ordre n pour f(z). 


300. Points singuliers essentiels. — Tout point singulier d’une 
fonction uniforme, qui n’est pas un pôle, est un point singulier 
essentiel. Un point singulier essentiel a estisolé, s’il est possible 
de décrire un cercle C de centre a, à l’intérieur duquel la fonc- 
tion f(z) wait pas d’autre point singulier que le point a lui- 
même; nous nous bornerons pour le moment à ceux-là. 

Le théorème de Laurent fournit immédiatement un développe- 
ment de la fonction f(z) valable dans le voisinage d’un point sin- 
gulier essentiel isolé. Soit C un cercle de centre a, à l’intérieur 
duquel la fonction f(z) n'a pas d'autre point singulier que a; 
soit d'autre part c un cercle concentrique et intérieur à C. Dans 
la couronne circulaire comprise entre les deux cercles C et c, la 
fonction f(z) est holomorphe, et par suite elle est égale à la 
somme d’une série ordonnée suivant les puissances, positives et 
négatives, de 3 — &, 


I 
M: 


(35) 


Ami — a)". 


m= o 


Ce développement est valable pour tous les points intérieurs au 


cercle C, sauf pour le point æ, car on peut toujours prendre le 
rayon du cercle c inférieur à 


z— a|, quel que soit le point z 
différent de a, pris dans C, et les coefficients Am ne dépendent 
pas non plus de ce rayon (n° 296). Le développement (33) con- 
tient d’abord une partie régulière au point a, soit P(3— a), 
formée par les termes à exposants positifs, d'autre part une série 


r Q . l 
ordonnée suivant les puissances de —, 


4 


(34) < AAEE. NPE. 
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c'est la partie principale de f(z) dans le domaine du point sin- 
gulier. Cette partie principale ne se réduit pas à un polynome, 
car le point 3 = a serait alors un pôle, contrairement à l'hypo- 
I 


thèse ('). C'est une fonction entière de + En effet, soit z un 


* T 
point quelconque intérieur au cercle C, à une distance r du 
point a; la série (34) étant convergente lorsque le module 


de 


S 
est égal à z» elle est convergente lorsque le module 


3 — 


I . Pk Aa: . 
de est inférieur à zel, comme on peut supposer r aussi 


D" @ 


jetit que l’on veut, elle est convergente, quel que soit le module 
Į q ; 5 » q q 


de 


+ Nous pouvons donc écrire, dans le domaine du point a, 


&— a 


* e E 


(35) Je) = P(s— a) +6) 


[A ® ’ . y I \ 
P(3— a) étant une fonction régulière au point q, et G( ) 
8 — € 


3 ~ I 
une fonction entière (?) de — Fe 
Æ mm E 


Lorsque le module de 3 — a diminue indéfiniment, la valeur 
de f(z) ne tend vers aucune limite déterminée. D'une façon plus 
précise, st du point a comme centre on décrit un cercle C, avec 
un rayon p arbitraire, il existe toujours à l’intérieur de ce 
cercle des points z pour lesquels f(z) diffère d'aussi peu qu'on 
le veut de tout nombre À donné à l'avance. (WrrErsrTrass.) 

Démontrons d’abord que, quelque petit que soit p, il existe des 
valeurs de z, pour lesquelles on a en même temps |z — a| < p, 
If(2)| >M, le nombre positif M étant arbitraire. Soit, en effet, 
u la valeur maximum du module de la partie régulière P(3 — a) 
dans le cercle de rayon 3. Il existe des valeurs de z telles que l’on 


=) 


(') Pour n'’oublier aucune hypothèse, il faudrait aussi examiner le cas où le 
développement de f(z) à l’intérieur de C ne renferme que des puissances posi- 
tives de z — a, la valeur f(a) de la fonction au point a étant différente du terme 
indépendant de z — a dans la série. Le point z = a serait pour f(z) un point 
de discontinuité. Nous écarterons cette singularité, d’un caractère tout à fait 
artificiel (voir plus loin, Chap. XVI). 

(°) Nous désignerons souvent par G(x) une fonction entière de 7. 


ait à la fois |5 — a| < p, et 


>M + y; autrement le 
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module de la fonction entière G(x) resterait toujours inférieur à 
une certaine limite, qui serait égale à M + u, ou au maximum du 


1 ` 3 nr + 
module de G{- ) à l'extérieur du cercle C de rayon p, et, 
T 


d’après le théorème de Liouville, cette fonction entière se réduirait 
à une constante. Pour les valeurs de 3 qui satisfont aux deux con- 
ditions précédentes, le module de f(z) est certainement supérieur 
à M+p—u, c'est-à-dire à M. 

Considérons maintenant une valeur quelconque A. Si l’équa- 
tion f(z) 


petit que soit le rayon ọ, le théorème est établi. Si l’équa- 


A admet des racines à l’intérieur du cercle C, aussi 


tion f(z) = A n'admet pas une infinité de racines dans le voisi- 

re ~ > ps r s LE 
nage du point &, on peut prendre le rayon © assez pelit pour qu à 
l'intérieur du cercle C de rayon 9, ayant pour centre &, cette équa- 


Lion n'ait aucune racine. La fonction 2)= x est alors 
holomorphe pour tout point 3 intérieur à C, sauf pour le point «; 
ce point q ne peut être qu'un point singulier essentiel pour (2), 
car, dans le cas contraire, ce point a serait un pôle ou un point 
ordinaire pour f(:). Donc, d’après ce qu’on vient de démontrer, 
il existe des valeurs de zà l'intérieur du cercle C pour lesquelles 
on a 


lels) > : ou If(=)— A| <e, 


aussi petit que soit le nombre positif e. 

Cette propriété distingue nettement les pôles des points singu- 
liers essentiels. Tandis que, dans le voisinage d’un pôle, le module 
de la fonction f(s) augmente indéfiniment, la valeur de f(z) est 
complètement indéterminée pour un point singulier essentiel. 
M. Picard (!) a obtenu une proposition plus précise en montrant 
que toute équation f(z) — À admet une infinité de racines dans 
le voisinage d’un point singulier essentiel, une exception ne 
pouvant se produire que pour une valeur particulière de A. 


Exemple. — Le point 3 =0 est un point singulier essentiel pour la 
fonction 
1 1 US 1 I 
A E ee — a a — +... 
3 1:2 g7 1.2,:.70 3" 


(') Annales de l’École Normale Supérieure, 1880. 
GA. 8 
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L 
il est facile de vérifier que l'équation e° = A admet une infinité de racines 
de module inférieur à p, aussi petit que soit p, pourvu que A ne soil pas 
nul. Soit A = r(cos0 + d sin), on tire de l'équation précédente 


= logr +i(0+ kr); 


hi 


pour que |z] soit < 9, il suffira que l’on ait 


I 


(logr)}+(90+2kr) 2 —. 


pA 


-0 


Il y a évidemment une infinité de valeurs du nombre entier qui satis- 
font à cette condition. Dans cet exemple, il y a une valeur exceptionnelle 
de A, à savoir A = o. Mais il peut aussi arriver qu'il n’y ait aucune valeur 


: i ; M 
exceptionnelle; tel est le cas, par exemple, de la fonction sin -- 


~ 


301. Résidus. — Soit a un pôle ou un point singulier essentiel 
isolé d’une fonction f(z). Proposons-nous de calculer linté- 
grale | f(z)dz le long d'un cercle C de centre a, tracé dans le 

(©) 
domaine du point a. Nous avons la partie régulière P(3— 4), 


5 
à 


qui donne zéro dans cette intégrale. Quant à la partie princi- 


TR D : ; É 
pale G(s) » on peut l'intégrer terme à terme; en effet, si le 
point a est un point singulier essentiel, on a une série entière qui 
est uniformément convergente. L'intégrale du terme général 


z— a)" 
Yolma) 


est nulle, si Pexposant m est plus grand que un, car la fonction 
Am 

(m—1)(3—a)"-1 

la variable a décrit un chemin fermé. Au contraire, si m =1, 


l'intégrale définie A, f 


prouve le calcul déjà fait au n° 293. On a donc la formule 


primitive — reprend Ja même valeur après que 


dz . 
z à pour valeur 2r£A,, comme le 


~ 


art A = IMOLZ 
“ (C) 
qui n’est au fond qu’un cas particulier de la formule (23), don- 
nant les coefficients de la série de Laurent. Le coefficient A, est 
appelé le résidu de la fonction f(z) relatif au point singulier a. 
Considérons maintenant une fonction f(z), continue sur un 
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contour fermé T, et n'ayant à l’intérieur de ce contour F qu'un 
nombre fini de points singuliers &, b; G, ..., L Soient A, B, 
C, ..., L les résidus correspondants; si on entoure chacun de 


ces points singuliers d’un cercle de rayon infiniment peut, l'inté- 
grale f f(s) dz, prise le long de F dans le sens direct, est égale à 


la somme des intégrales prises le long des petits cercles, dans le 


même sens, et nous avons la formule très importante 


(36) J Jf{(sz)dz=2ri(A+B+C-+...+L), 
Yir) 


NT à RE RTE 14 i s$ EE A ; 
qui exprime que l'intégrale fF) dz, prise le long de TY dans 


le sens direct, est égale au produit de 27i par la somme des 
résidus relatijs aux points singuliers de f(z) intérieurs à ce 
contour. 

Il est clair que le théorème s'applique aussi aux contours T 
formés par plusieurs courbes fermées distinctes. 

On voit, d’après cela, le rôle important des résidus : il est utile 
de savoir les calculer rapidement. Si un point & est un pôle 
d'ordre m pour f(z), le produit (3 — a)” f(z) est régulier au 
point a, et le résidu de f(z) est évidemment le coefficient de 
(z — a)"-1 dans le développement de ce produit. La règle se sim- 
plilie dans le cas d’un pôle simple; le résidu est alors égal à la 
limite du produit (3 — «)f(3) pour 3 =a. Le plus souvent, la 
fonction f(z) se présente sous la forme 
BCE) 

Qis) 


kd 


f) = 


a] 


les fonctions P (3) et Q(z) étant régulières pour 3 = a, et P (a) 
n'élanl pas nul, tandis que & est un zéro simple pour Q(z). Soit 


> x a oai E . P(a) 
Q(z)=(s— a)R(2); le résidu est égal au quotient Ra)” °U 
CENT Lei , Pa) 
encore, comme on le vérifie immédiatement, à Dal 
\ 


III. — APPLICATIONS DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 


Les applications du dernier théorème sont innombrables. Nous 
allons en donner quelques-unes, se rapportant principalement au 
calcul des intégrales définies et à la théorie des équations. 
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302. Remarques diverses. — Soit f(z) une fonction telle que le 
produit (z — «)f(z)tende vers zéro, en même temps que |z — a!l. 
L'intégrale de cette fonction le long d'un cercle y, de centre a et 
de rayon p, tend vers zéro avec le ravon de ce cercle. On peut 
écrire en effet 


; ? lz 
f fix) ds = f(&—a)ftz) > 


D — "(1 


si nestle maximum du module de (3 — a) f( 3) le long du cercle, 
le module de l'intégrale est inférieur à 271, el par conséquent 
tend vers zéro, puisque # est lui-même infiniment petit avec 9. On 
verrait de même que, lorsque le produit (s — a) f(z) tend vers 
zéro lorsque le module de s — a augmente indéfiniment, linté- 
grale OL prise le long d’un cercle C de centre q, tend vers 
(0) 

zéro lorsque le rayon du cercle augmente indéfiniment. Ces re- 
marques subsistent, si, au lieu d'intégrer le long de la circonfé- 
rence entière, on intègre seulement le long d’une partie, pourvu 
que le produit considéré tende vers zéro le long de cette partie. 

On a souvent à chercher la limite supérieure du module d’une 


b 
intégrale définie de la forme À f(x)dx, prise le long de l'axe 
Pal 


réel. Supposons, pour fixer les idées, a < b. Si M est le maximum 
du module de f(x) le long de ce chemin, le module de l'intégrale 
est certainement inférieur à M(b— a); mais on a encore une 
limite, qui est quelquefois plus commode, en prenant la nouvelle 
b 
intégrale f |f(x)| dæ. Il est clair, en effet, qu'un élément quel- 
a 
conque de l'intégrale proposée a pour module Pélément corres- 
pondant de la seconde intégrale (n° 289). 


303. Calcul d’intégrales définies élémentaires. — [L'intégrale 
+ © 
définie f F(x) dr, où F(x)est une fonction rationnelle, prise 


le long de l’axe réel, a un sens, pourvu que le dénominateur ne 
s’annule pour aucune valeur réelle de x et que le degré du numé- 
rateur soit inférieur au degré du dénominateur d'au moins deux 
unités. De l’origine comme centre, décrivons un cercle G de 
rayon R assez grand pour que toutes les racines du dénominateur 
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de F(x) soient à l’intérieur de ce cercle, et considérons un con- 
tour d'intégration formé du diamètre BA, tracé suivant laxe réel, 
et de la demi-circonférence C' située au-dessus de l’axe réel. Les 
seuls points singuliers de F(z) situés à l’intérieur de ce contour 
sont des pôles, qui proviennent des racines du dénominateur 
de F(z) pour lesquelles le coefficient de ë est positif. En dési- 
gnant par IR, la somme des résidus relatifs à ces pôles, on peut 
donc écrire 
+R a 

| F(z) dz- | F(z)dz = 2t Rk; 

J_R ic) 
lorsque le rayon R augmente indéfiniment, l'intégrale le long de C' 
tend vers zéro, puisque le produit 3F (2) est nul pour 5s infini, et 


il vient à la limite 


, + © 
f F(z)dr = 2ni S Ry 


© — © 
On ramène facilement aux précédentes les intégrales définies 


sS 
F (sing, cosx) dr, 
“0 
où F est une fonction rationnelle de sing et de cosx, ne devenant 
infinie pour aucune valeur réelle de æ, et l'intégrale étant prise 
le long de l’axe réel. Observons d’abord que l’on ne change pas 
la valeur de cette intégrale en prenant pour limites £o et £o + 27, 
Xo étant un nombre réel quelconque; on peut donc prendre pour 
limites — 7z et +7 par exemple. Or le changement de variable 


, 
> 


bd æ ` Tr La e LA LA ` | Bed 
classique tang? — t ramène l'intégrale considérée à l'intégrale 


Le) 
d'une fonction rationnelle de ż, prise entre les limites — et 


` 


r A ` A 
-+ æ, car lang= croît de — æ à + œ lorsque x croît de =z à HR. 
2 


On peut encore opérer autrement. En posant e*= z, on a 


äs 


dr = ==, et les formules d’'Euler donnent 
i3 
3?+ 1 P 3?— 1 
COST = , SInT = J ; 
23 2i3 


ct l'intégrale proposée se change en une intégrale 


PF, ait" EY-ENN dE 
EE 223 13 
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Quant au nouveau chemin d'intégration, lorsque x croît de oà 27, 
la variable s décrit dans le sens direct le cercle de rayon un ayant 
pour centre l’origine. Il suffira donc de calculer les ET 1e de la 
nouvelle fonction rationnelle de 3, relatifs aax pôles dont le mo- 
dule est inférieur à un. 


2 
Prenons par exemple l'intégrale f col 
a | 
une valeur finie, pourvu que b ne soit pas nul. Nous avons 


( T S e “) dz, qui a 


(=) | =: un 
gz — a — bi Ni 2 Ps AE Y 2 j 
COL | —— 


2 = OS ee 
2X EERE EA TR: À 
ou encore 
gx — a — bi \ eit 4- e—b+ai 
cot e a ur ah NA 
x e- brui 


Le changement de variable er s conduit donc à l'intégrale 


f g + g brai dz 
PS TEON S 

La fonciion à intégrer admet les deux pôles simples z= o0, 
z — e7btai, et les résidus correspoudants sont — 1 et +3. Si b 
cst posiuf, ces deux pôles sont à l’intérieur du contour d'intégra- 
lon, et l'intégrale est égale à 274; si b est négatif, le pôle z = o 
est seul à l’intérieur du contour, et l'intégrale est égale à — 27i. 
L'intégrale proposée est donc égale à Æ 27i, suivant que b 
est positif ou négatif. Nous allons donner maintenant quelques 
exemples moins ons 


3 F r eimz 
304. Intégrales définies diverses. — 1° La fonction — admet les 
1 +28" 
$ A i ent e’ 
deux pôles + č et — í, avec les résidus et — —- Supposons, pour 
24t ai 


fixer les idées, m positif, et considérons le contour formé d'une demi- 
circonférence de rayon très grand R, ayant l’origine pour centre et située 
au-dessus de l’axe réel, et du diamètre qui coïncide avec l’axe réel. A l'in- 
A à emiz . : i 
térieur de ce contour, la fonction —— admet le seul pôle 3 = 5, et l'in- 
rigt 
tégrale prise le long du contour total est égale à re-”. Or l'intégrale le 
long de la demi-circonférence tend vers zéro lorsque le rayon R augmente 


indéfiniment, car le module du produit CE T eimz le long de cette 
1+ 3 
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courbe tend vers zéro, En effet, si l’on remplace z par R(cos0 + sin), 


on à 
emiz — p—mRsin)+imReosd 


et le module e-”8sin) reste inférieur à l'unité quand 0 varie de o à z. 


Quant au module du facteur > il est nul pour z infini. On a donc à 


1 + 3? 
la limite 
SF emix 
-dy = pe "3 
Vety i+ T° 


si l’on remplace eix par cosmx + isinmzæ, le coefficient de £ dans le 
premier membre est évidemment nul, car les éléments de l'intégrale se 
détruisent deux à deux. Comme on a de plus cos(— mx) = cosmæ, on 
peut écrire la formule précédente 


He COSME T 
( 37) f SeA — dx = ks- e=", 
Jo 12% 2 


v gs TRUE 
2° La fonction — est holomorphe à l’intérieur du contour ABMB'A'NA 


eo 


(fig. 69) formé des deux demi-circonférences BMB’, A'NA, décrites de 


Fig. Go. 


l'origine pour centre avec les rayons R et r, et des lignes droites AB, B'A’. 
On a donc la relation 


r 


R eix eiz à eix eiz 
— dz + — dz + — dr + — dz =0; 
SR | 3 æ durs 


/ (BMB') “—R TENA) 


que nous pouvons aussi écrire 


Lorsque r tend vers zéro, la dernière intégrale tend vers — ré; nous avons 
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en effet, 


eiz I 


-= =+ P(3), 


- ~ 


P(3) étant une fonction régulière à l’origine, 
eiz | dz 
ry er dz = f P( 3) dz +- [ TE ° 
(ANA) © Y (A'NA) ©’(A'NA) | 


L'intégrale de la partie régulière P(3) devient infiniment petite avec la 
longueur du chemin d'intégration; quant à la dernière intégrale, elle est 
égale à la variation de Log(z) le long de A'NA, c’est-à-dire à — T i. 

L'intégrale le long de BMB’ tend vers zéro lorsque R augmente indé- 
finiment. Si l’on pose, en effet, s = R(cos0 + zsin0), il vient 


iz T 
t3 
f = dz =i f: e—Bsinĝ+Rcosh dì, 


Y (BMB') ° “o 


et le module de cette intégrale est inférieur à 


T a 
i e—Rsin) db = » | e-Rsinbð 40. 
e 0 “op 
Soit 4 un angle positif inférieur à —; on peut encore écrire 
2 
T 


i 3 
i e-Rsin0 46 = à e—Rsin) 40 [ e-tn db. 


A0 219 ad: 


|A 


La première intégrale est inférieure à z; lorsque 0 varie de « à si 


e—Bsinð reste inférieur à e—Rsin, et la dernière intégrale est inférieure 


à -e Rsinx, Le module de l'intégrale en question est donc inférieur 


CRE 


à 2a + re- Bsinx, Supposons qu'on ait pris o< 4<-; on peut ensuite 


= m 


N] 


trouver un nombre R; assez grand pour que l’on ait aussi mersine < 


R étant pris supérieur à R4, le module de l'intégrale sera inférieur à £, ce 
qui démontre la proposition. 
En passant à la limite, on a donc (voir I, n° 176) 


ds gt — er ix ` 
— dr = Ti, 


LA 0 T 
ou 
* sing -= 
i = due = 
7 x > 
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3° L'intégrale de la fonction entière e—%* le long du contour OABO 
formé des deux rayons OA et OB, faisant un angle de 45°, et de Parc de 
cercle AB ( fig. 70), est égale à zéro, ce qu’on peut écrire 


d ede | es dz =f e- dz. 


wg “Y (AB) Y (0B) 


R 


Lorsque le rayon R de la circonférence à laquelle appartient l'arc AB 
q J 


Fig. 50. 


augmente indéfiniment, l'intégrale le long de larc AB tend vers zéro. En 


f : 2 IOM. Sa F 
effet, si nous posons 3 = R (cos + sin 2), cette intégrale devient 
j 2 


i2 
e—R?icos9 +isin2) e z ds, 


w|A 


a 
T 
» œ 


NE TRE R 2 
et son module est inférieur à l'intégrale — l elcos? do, que l’on peut 
2 


so 
séparer en deux 
z z 
n4 2 
R | e R?cos9 Jo de R l e~ Recos} do. 
2 2 ad A 
vo /1 


à Te ns ‘AR. A 
Lorsque ọ varie de o à ~> coso est supérieur à —= et e—R*cos? est plus 
4 2 
R° R? 
. s “4 PNE. TRE. AJE 
petit que e yz. La première intégrale est donc inférieure à E aki v2 et, 
par suite, tend vers zéro lorsque R croit indéfiniment. Lorsque % varie 


wi Ša ni \ 
de r àz ona V2 sino > 1, et la seconde intégrale est plus petite que 


T 
= T f 2\ 
R ma I à A I L 
+ [ sino e—Rĉcos? do = ——— (e—R*eosp)? — -= AR a), 
2 JR R y2 + Ry2 
4 
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expression qui tend encore vers zéro lorsque R augmente indéfiniment. 


T MET AE . 
Le long du rayon OB, on peut poser 3 = a (cos? + isinẸ), ce qui 
donne e—-*— ef, et en faisant croître R indéfiniment, il vient à la 


limite (voir I, n° 134) 


e 


+. | 


-+ © =. A +o Vz 
ic? ke + D LE +. l REA 1. 
CTE? | COST rUSIR— ap = e AT = — y 
j t 2 


0 4 0 


ou encore 


+ æ — } z M 
. Lei LE . . ix 

emtpido = Vr ( cos- —1 sin? ). 
0 2 UX 4 4 


En égalant les parties réelles et les coefficients de č, on obtient la valeur 
des intégrales de Fresnel 


+o 
(38) r; cost de = 11/7, 
À 2 2 


305. Calcul de r'(p}T(1— p). — L'intégrale définie f TE ù 
i 0 1+T 


la variable x et l'exposant p sont réels, a une valeur finie pourvu que p 
soit positif et inférieur à un; elle est égale au produit F(p)}F(1—p}(t). 


IA 

E 

iE 

8 

LE 
> 
© 
a 
Ea 
Il 

D | = 

Sa 
NIA 


“0 


id, q4 ds AR : 
Pour évaluer cette intégrale, considérons la fonction » qui admet un 
“v 
pôle, le point 3 = — 1, et un point de ramification, le point 3 = o. Con- 


sidérons le contour abmb'a'na (fig. 71) formé par deux circonfé- 
rences C et C', décrites de l’origine avec les rayons r et o respectivement, 
et les deux droites ab et a'b', infiniment voisines, situées de part et d'autre 


gP—1 


d'une coupure tracée suivant o z. La fonction est uniforme à l'inté- 


~ 
rieur de ce contour qui ne renferme qu’un point singulier, le pôle 3 = — 1; 
pour achever de la déterminer, nous conviendrons de prendre pour argu- 
ment de z, celui qui est compris entre o et 27. En appelant R le résidu 


relatif au pôle 3 = — 1, nous avons donc 
zp—1 zh-—1 dz zP- SPA dz . 
dz + ami apa — dz + GRT Satt R. 
Ja TE 4C) raa e bar MT vC’) lea 


Les intégrales, le long des circonférences C et C', tendent vers zéro 
lorsque r croit indéfiniment et que p diminue indéfiniment, car il en est 
zp 
~ 


ainsi du produit » puisque lona o <p <1. 


(') I suffit de remplacer £ par dans la formule du bas de la page 315 


1+ x 
(t. I). La formule (39), démontrée en supposant p réel, est exacte, pourvu que 
la partie réelle de p soit comprise entre o et 1. 
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Le long de ab, z est réel; pour plus de clarté, représentons-le par v. 
L'argument de 3 étant nul, zP-! est égal à la valeur arithmétique vr-1, 
Le long de a'b', z est encore réel, mais son argument étant 27, on a 


zP—1 — etp—-1llogx+2mi) — e?nilp—1) yPp—1, 


La somme des deux intégrales le long de ab et le long de b'a' a donc 
pour limite 
n+e 
| le e?Tilp—1) ] / 


FR 


Le résidu R est égal à (—1)?-1, en supposant l'argument de — 1 égal 


à z, c'est-à-dire à e(-—Uri, On a donc 


TF gpi ar ielP—i)Ti ané —T 
E CAS SE RE re 

9 1+ TL 1 — e?mt(p-1 e~ P- Ri — eP- ni sin( p —1)r" 

ou enfin 
+o 

> TP F 

(39) {i — dr = ——-.- 
RA 1T Sin pr 
306. Application aux fonctions méromorphes. — Etant don- 


nées deux fonctions fi =), (=), dont l’une f(z) est méromorphe 
à l’intérieur d’un contour fermé C, et l’autre ¢ (3) holomorphe à 
l’intérieur du mème contour (les trois fonctions f(3), f'(z), ẹ9(2) 
étant continues sur le contour C), cherchons les points singuliers 

‘ E + PPT “tiges : r ; 
de la fonction (3) =) intérieurs à C. Un point a qui n’est ni 
<% 


un pôle ni un zéro pour f(z) est évidemment un point ordinaire 
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our la fotetinn AT oi ar suite, pour o (3 C Si un pointa 
| As) | P : TG) l 


est un pôle ou un zéro de f(z), on peut écrire, dans le domaine 


de ce point, 

f(s)=(3—-a)}MY(s), 
u désignant un nombre entier, positif ou négatif, qui est égal à 
l’ordre de la fonction en ce point (n° 299), et Ÿ(z) étant une 
fonction régulière qui n’est pas nulle pour s = a. On en déduit, 


en prenant les dérivées logarithmiques, 


Comme, d’autre part, on a, dans le domaine du point 4, 


o(3)=e(a)+(3—a)9'(a) +..., 
1 
: F : : (3) 
le point a est un pôle du premier ordre pour le produit (3) Ae , 
"he r ` Vs Ra A M 5 k . ri 
et le résidu est égal à u2(a); c'est-à-dire à my(a), si le point « 
est un zéro d'ordre m de f(z), et à -- no(a), si le point a est un 
pôle d'ordre n de f(z). Nous avons donc, d’après le théorème 
me É a ye ? ES " à æ 
général des résidus, en supposant qu'il n’y ait pas de racine de f(:) 
sur le contour C, 
l dj (3) E À 
(40) —, slaid + dz = ZSo(a)— So(b), 
a étant l’un quelconque des zéros de f(z) intérieurs à C, b lun 
quelconque des pôles de f(=) intérieurs à C, et chacun des pôles 
et des zéros étant compté autant de fois que l'exige son degré de 
multiplicité. La formule (40) fournit une infinité de relations dis- 
Linctes, puisqu'il suffit de prendre pour (3) une fonction holo- 


morphe. 
Faisons en particulier (3) = 1; la formule précédente devient 
1 Ro CE 
(41) N—P— Née, 
LTL, (C) f(z) 


N et P désignant respectivement le nombre des zéros et le nombre 
des pôles de f(z) à l'intérieur du contour C. Cette formule conduit 


à un théorème important. En effet, E est la dérivée de Log. f(z)]; 
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pour calculer l'intégrale définie du second membre de la for- 
mule (41), il suffit donc de connaître la variation de 

. . . 
log|f(z)| + iarg. f(z) 
lorsque la variable x décrit le contour C dans le sens direct. 
Mais |[f(z)| revient à sa valeur initiale, tandis que l'argument 
de f(z) augmente de > K7, K étant un nombre entier positif ou né- 
gatif. On a donc 


(42) N—P= — 


c'est-à-dire que la différence N — P est égale au quotient par 27 
de la variation de l'argument de f(z), lorsque la variable z 
décrit le contour C dans le sens direct. 

Séparons dans f(z) la partie réelle et le coefficient de č 


J{z)=X+Yc; 


lorsque le point 3 = x + y i décrit le contour C dans le sens direct, 
le point dont les coordonnées sont X, Y, par rapport à un système 
d’axes rectangulaires de même disposition que les premiers, décrit 
aussi une courbe fermée C;, et il suffirait d’avoir tracé approxi- 
malivement cette courbe C,, pour en déduire aussitôt, à la seule 
inspection, le nombre entier K. Il n’y aurait en effet qu’à compter 
le nombre de crreonférences dont a tourné, dans un sens ou dans 
l’autre, le rayon vecteur joignant au point (X, Y) l’origine des 
axes. On peut encore écrire la formule (42) 


13 ‘RL TL RER AT ES Mi: 1 DAUNA, 
(43) N—I Me faaretang(x)= 35 S apy? 


v: (C) 


? Y 4 4 ROLE 
comme la fonction F reprend la même valeur après que 3 à décrit 


le contour fermé C, l'intégrale définie 


f X dY — X dX 


e (C) est 


z LA à à , , ` > Le $ Y 
est égale à 71 (x) » le nombre I étant égal à l'indice du quotient ÿ 


le long du contour C, c'est-à-dire à l'excès du nombre de fois où 
ce quotient devient infini en passant de + æ% à — œ% sur le nombre 
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de fois où il devient infini en passant de — & à + œ ( 1, n°77, 154). 
Nous pouvons donc encore écrire la formule (45) sous la forme 
équivalente 


LA" J > 1 Y 
(44) N-P=i1(3) 


307. Application àla théorie des équations. — Lorsque la fonc- 
tion f(z) est elle-même holomorphe à l’intérieur du contour C, 
et n'admet ni pôle ni zéro sur ce contour, les formules précédentes 
ne renferment que les racines de léquation f(3)= o0, qui sont 
situées à l’intérieur de C. Les formules (42), (43) et (44) font 
connaître le nombre N de ces racines au moyen de la variation de 
l'argument de f(z) le long du contour C, ou au moyen de l'in- 


: dé . s 
dice de x Lorsque la fonction f(z) est un polynome entier en 5, 


à coefficients quelconques, ct que le contour C se compose d'un 
nombre fini de segments de courbes unicursales, on peut calculer 
cet indice par des opérations élémentaires, c’est-à-dire des multi- 
plications et divisions de polynomes. Soit en effet AB un arc du 
contour que l’on peul représenter par les formules 


x= %Ņ(t), F = Ult); 


(t) et Y(t) désignant des fonctions rationnelles d’un paramètre £, 
qu'il faudra faire varier de g à 5 pour que le point (x, y) décrive 
larc AB dans le sens direct. En remplaçant z par &(4) + it(t) 
dans le polynome f(z), il vient 

J{z)=R(t) +éR,(t) 
R(t)et R,(4) étant des fonctions rationnelles de t à coefficients 


f Ver: Y r AS: e 
réels. L'indice de x le long de l'arc AB est donc égal à l'indice de 


s 5 R = ; me 
la fonction rationnelle T lorsque ¿ varie de 4 à 8, indice que nous 


avons appris à calculer. Si le contour C est formé de segments 
de courbes unicursales, il suffira donc de calculer l'indice pour 
chacun de ces segments, et de prendre leur demi-somme, pour 
avoir le nombre des racines de f(3)= o intérieures au contour C. 


Remarque. — Le théorème de d’Alembert se déduit aisément 
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des résultats précédents. Démontrons d’abord un lemme, dont 
on se servira plusieurs fois. Soient F(z), D(z) deux fonctions 
holomorphes à lintérieur d’une courbe fermée C, continues 
sur la courbe elle-même, et telles que, tout le long de C, on 


ait |®(z)| < 


F(z)|: dans ces conditions, les deux équations 


Fiz) 0, F(z3)+æ(z)=0o 


ont le même nombre de racines à l’intérieur de C. On peut 


écrire en elfet 


Fa) +8) = F(s)| 14 sui 
F(2)1 

lorsque le point z décrit le contour C, le point Z = 1 + Fe décrit 
une courbe fermée située tout entière à l’intérieur du cercle de 
rayon un décrit du point Z—1 comme centre, puisque l’on a 
|Z —1ı|<ı tout le long de C. L’argument de ce facteur revient 
donc à sa valeur initiale après que la variable z a décrit le con- 
tour C, et la variation de l'argument de F(2) + ®(z) est égale à 
la variation de lPargument de F(s); les deux équations ont par 
conséquent le même nombre de racines à l’intérieur de C. 

Cela posé, soit f(z) un polynome de degré m à coefficients 


quelconques ; nous poserons 
F(3)= A9 23, P(sz)= A zni e. a F Åm, Jf(s)=F(z)+b(:). 
Choisissons un nombre positf R assez grand pour que l’on ail 


A: 


ex << 
A, | Ra 


I Ae | À; I 
Ro [Ao Ra Tr a: 


1 
tout le long d’un cercle C de rayon supérieur à R, décrit de l’origine 
p : r 

a <1. L'équation f(2)=0 


a donc le même nombre de racines à l’intérieur du cercle C que 


comme centre, on aura évidemment 


l'équation F(:) = 0, c'est-à-dire m. 


308. Formule de M. Jensen. — Soit f(z) une fonction méromorphe 
dans un cercle C de rayon r ayant pour centre l’origine, holomorphe et 
n'ayant pas de zéros sur C. Soient ai, a2, ..., a, les zéros et bi, bs,...,b,, 
les pôles de f(z) à l'intérieur de ce cercle, chacun d’eux étant compté 
avec son degré de multiplicité; nous supposerons de plus que l’origine n’est 
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ni un pôle ni un zéro pour f(z). Nous nous proposons de calculer l'inté- 
srale définie 


(45) I= f Log[ f(z) pea 


prise le long de C dans le sens direct; nous supposerons, par exemple, 
que la variable z part du point 3 = r sur l'axe réel, l'argument de f(3) 
ayant une valeur choisie à l'avance. En intégrant par parties, nous avons 


(46) = f Log (z) Log[ (=) Lo — f Logis) 


la première partie du second membre désignant l'accroissement du pro- 
duit Log(z) Log[f(z)] lorsque la variable z décrit le cercle C. Si nous 
prenons zéro pour valeur initiale de l'argument de z, cet accroissement 
est égal à 


(logr + 2ri i) Í Log s [f(r)] + 27zi(n— m)i — logr Log[f(r)] 
= 2T i Log[ f(r)] + 27ri(n—m)logr—4(n — m)r?. 


Pour calculer la nouvelle intégrale définie, considérons le contour 
fermé T, formé de la circonférence C, de la circonférence c décrite de 
l'origine avec un rayon infiniment petit p, et des deux bords infiniment 
voisins ab, a'b' d'une coupure tracée suivant l'axe réel du point z = ọ 
au point 3 = r (fig. 71). [Nous admettrons, pour fixer les idées, que (3) 
n’a ni pôle ni zéro sur cette portion de laxe réel; dans le cas contraire, 
il suffirait de tracer une coupure faisant un angle infiniment petit avec 
l'axe réel]. La fonction Log 3 est holomorphe à l’intérieur de T et, d'après 
la formule générale (40), nous avons la relation 


JE) Li 1 f'(z) f\s) 
Log -+ Log(s) S= da + Comte) ee ds 
a og (2) fs) os Pl E12) E ý Je 98 J i 


he di lo... An 
+ f tost aR dz - 27i Log (pee). 


L'intégrale le long du cercle c tend vers zéro avec p, car le pro- 
duit s Logz est infiniment petit avec p. D'autre part, si l'argument de z 
est nul le long de ab, il est égal à 27i le long de a'b', et la somme des 
deux intégrales correspondantes a pour limite 


pr ari EÐ ds =— azi Lo g[f(r)]+2riLog[/(o)]. 
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et la formule (46) devient 


I = 27i(n — m)logr 
. P . AA.. A 
+ oriLog[ f(o)]—2riLog( -2 2 
i bib... bm 


) — (n= m)r?. 


Pour intégrer le long du cercle C, on peut poser 3 = ref? et faire varier 


f . dz s S y i r 
o de o à 27. On tire de là — = i do; soit f(3) = Rei, R et p étant des 


~ 


fonctions continues de © le long de C. En égalant les coefficients de č 
dans la formule précédente, nous obtenons la formule de M. Jensen (1) 


(ae hf baiia, 


2e à Aaz... An] 


Ir 


j | 
log R de = log | f(0)| + log pm 


où ne figurent plus que des logarithmes népériens ordinaires. 

Lorsque la fonction f(s) est holomorphe à l’intérieur de C, il est clair 
que l’on doit remplacer le produit b,b,...b,, par l'unité, et la formule 
devient 


nan 

l r ne 
(48) — | log R de = log] f(0)| + log|—"—|. 
TJ, Vit Aa ae y 


Cette relation offre cela d'intéressant qu'elle ne renferme que les modules 
des racines de f(z) intérieures au cercle C, et le module de f(z) le long 
Je ce cercle et pour le centre de ce cercle, 


309. Formule de Lagrange. — La formule de Lagrange, que 
nous avons établie déjà par la méthode de Laplace (I, n° 189), peut 
aussi se démontrer très aisément au moyen des théorèmes géné- 
raux de Cauchy. La marche que nous allons suivre est due à 
M. Hermite. 

Soit f(z) une fonction holomorphe dans un certain domaine D 
renfermant le point a. L'équation 


(49) F(3)=3-—-a—af(z)=0, 


où gest un paramètre variable, admet la racine s = à, pour 4 = o. 
Suoposons “0; soit C un cercle de centre & et de rayon v 
situé dans le domaine D, et tel que l’on ait, tout le long de ce 
cercle, |2f(3)| < |z— al; l'équation F(3)= 0 aura, d’après un 
lemme établi plus haut (n° 307), le même nombre de racines à 
l’intérieur du contour C que l'équation 3 — a = 0, c'est-à-dire 


(') Acta Mathematica, t. XXII. 
G;, M 9 
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unc seule racine. Appelons Ọ cette racine, et soit H(z) une fonc- 
tion holomorphe dans le cercle C. 


: J 
La fonction PS admet un seul pôle à lintérieur de C, le 
. 2 I (EC 
point z—%, et le résidu correspondant est pee On a donc, 


d’après le théorème général, 

WC) I RES I f N(z)dz 
né Der EE ee RCE SA 
l (0) 27 Pie F(z) LPRL aa a afiz) 


Pour développer l'intégrale qui est au second membre suivant les 


puissances de g, nous procéderons exactement comme pour dé- 
montrer la formule de Taylor, et nous écrirons 


] Diky afis) 
z—a—af(z) z—a (s— a)? 
[a f(z Laf(a)}e # I af(s) n+l 
e (E E a a a A L IA. > 
en portant cette valeur dans l'intégrale, il vient 
U(E) s 
PTE = ee aie OR Rire 
où 
í Ii (z) dz I [f(3)]" 03) 73 
nt 0 de per US re D T 
27 v (C) ss — Q LT © (C) l 
I > ilea (2) n+l 
Rai = aR J ioli af dz. 
DTi JE — 4 — af) —a 


Soit m la valeur maximum du module de a f(z) tout le long du 
cercle C : m est, par hypothèse, inférieur à r. M étant la valeur 
maximum du module de H(3) le long de C, nous avons 


m\a+lorrM 
r =) FR 
ce qui montre que R,,, tend vers zéro lorsque z croît indéfini- 


ment. On a d’ailleurs, d'après les expressions mêmes des coefti- 
cients Jo, Ji, ..., J,, ..., et les formules (14), 


|R 


1 d |, 
J=U(a) ee, Ju pe S /(a)'U(a)!, 
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et nous obtenons le développement en série suivant 


(Y E gn d" 
(50) F4) = Te 2 inaf fia}. 


Ail 


On peut encore écrire ceite formule sous une forme un peu diffé- 
rente. Posons H(z) = ®D(z)[1 — af'(z)], (z) étant une fonction 
holomorphe dans la même région; le premier membre de la for- 
mule (50) ne renfermera plus æ et se réduira à (Ç). Quant au 
second membre, remarquons qu’il renfermera deux termes de 
degré n en g, dont la somme sera 


a d" : a d'-1 E NET À 
AUD OR, = nr IN LATE" AE) 
n n—1 
= = besu) , P'(a)[ f(a)]" + n ba) f'(a)[ f(a)]-1— nHb(a)f'(a)[ f(a)}"-" 
an dn- 


zi n! dan-1 = Ioa) fia), 


et nous retrouvons la formule de Lagrange sous sa forme habi- 
tuelle (voir I, n° 189, formule 52) 


an d'-1 


À 7. VE TER } 
(51) P(É)= P(a)+ a p'(a)fla)+...+ Aie 1? (a)[ f(a)]"\ + 


Nous avons supposé que, le long du cercle C,ona{axf(z)| < r, 
ce qui aura lieu si |z| est assez petit. Pour trouver la valeur maxi- 
mum de |a|, bornons-nous au cas où f(z) est un polynome ou une 
fonction entière. Soit M (7°) la valeur maximum de | f(z)|le long 
du cercle C de rayon r décrit du point æ pour centre; la démon- 
stration s’appliquera à ce cercle, pourvu que l’on ait [a| It (r) < r. 
Nous sommes ainsi conduits à chercher la valeur maximum du 


rapport rt lorsque r varie de o à + x. Ce rapport est nul 


Dire T 
pour = 0, car si M (7) tendait vers zéro avec r, le point z =a 
serait un zéro de f(z), et F(z) serait divisible par le facteur 3 — à; 
ce même rapport est nul aussi pour r = œ, car autrement f(z) 


. . u . ge 
serait un polynome du premier degré (n° 295). Il s'ensuit que = 
pol P gré (n° 295) pe 
passe par une valeur maximum y, pour une valeur r, de r. Le 
raisonnement prouve que l'équation (49) admet une racine et une 


seule de module inférieur à r,, pourvu que l'on ait |a] < u; les 
1) P q Ru) 
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développements (50) et (51) sont donc applicables tant que [z!ne 
dépasse pas u, pourvu que les fonctions H(z) et (2) soient elles- 
mêmes holomorphes dans le cercle C, de rayon vi. 


Exemple. — Soit f(z) = - ; l'équation (49) admet la racine 


I— y1 — 244 + 4? 


Jx 


x 


qui tend vers a lorsque a tend vers zéro. Prenons I (2) = 1; la formule (50) 
devient 


toe 


I ar dr |(a?— i)" 
(52) -= + DE n! da [a DL a. =1+ $ "Xa (a), 
E 1 


y 1ı— 24a + au? 


Xn étant le n°® polynome de Legendre (voir 1, n° 88, 184). Pour savoir 
entre quelles limites la formule est applicable, supposons a réel et supérieur 


j z ap- fa (a+r — i 
à un. Sur le cercle de rayon r, on a évidemment D (r) = ————— ; 
2 
; AN: s 2r 
et l’on est conduit à chercher la valeur maximum de PRES LE er ia lorsque 7 
a+r)—1 


croît de o à + +. Ce maximum a lieu pour r = Va?—1, el il est égal à 


a — ya?— 1. De mème, si a est compris entre — 1 et +1, on trouve, par 
2LI— 


22 
. Le maximum 


un calcul élémentaire bien simple, que 9K (r) = 


ar ar Vi— a? a? — 
d — a lieu pour r = y1 — aè, et il est égal à un. 

"Pg ri+i—at 

Il est facile de vérifier ces résultats. En effet, le radical y ı — 24 a + 4°, 
considéré comme fonction de g, admet les deux points critiques a & y a? — 1. 
Si l’on a a >1, le point critique le plus rapproché de l’origine est 


2 Vi—a? 


a— ya?—ı. Lorsque a est compris entre — 1 et +1, les deux points cri- 
tiques a + i y ı— a? ont pour module l'unité. 

On trouvera dans le Cours lithographié de M. Hermite (4° édition, p. 185 ) 
une discussion très complète de l'équation de Képler 3 — a = a sinz par 
cette méthode, On est conduit à calculer la racine de l'équation transcen- 
dante e(r —1)= e-"(r +31) qui est comprise entre 1 et 2. M. Stieltjes a 
obtenu les valeurs 


í 


ri =i; 1996078640257744; u = 0,66274 34193 492. 


310. Étude d'une fonction pour les valeurs infiniment grandes 


de la variable. — Pour étudier une fonction f(z) pour les valeurs 
de la variable dont le module augmente indéfiniment, on peut 
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poser 3 — Z> et étudier la fonction (=) dans le voisinage de 
l’origine. Mais il est facile de supprimer cette transformation 
intermédiaire. Nous supposerons d’abord que lon peut trouver 
un nombre positif R tel que toute valeur finie de z, de module 
supérieur à R, soit un point ordinaire pour f(z). Si, de l’origine 
comme centre, avec un rayon égal à R, on décrit un cercle C, la 
fonction f(z) sera régulière en tout point z, à distance finie, situé 
à l'extérieur de C. Nous appellerons domaine du point à linfini 
la région du plan extérieure à C. 

Considérons, en même temps que le cercle C, un cercle concen- 
trique C’, de rayon R’ œR. La fonction f(z), étant holomorphe 
dans la couronne circulaire comprise entre C et C’, est égale, 
d'après le théorème de Laurent, à la somme d’une série ordonnée 
suivant les puissances entières, positives et négatives de 3, 

+ 
(53) fs) = > Anpan: 
med 

les coefficients A_m de cette série sont indépendants du rayon R’, 
el, comme ce rayon peut être pris aussi grand qu’on le veut, il 
s'ensuit que la formule (53) s'applique à tout le domaine du point 
à linfini, c’est-à-dire à toute la région extérieure à C. Cela posé, 
nous avons plusieurs cas à distinguer : 

1° Lorsque le développement de f(z) ne renferme que des 
puissances négatives de 3, 


(54) f(3) = Ao+ Ai Lip PARAPENTE ME OS 


7 
Z* gm 


la fonction f(z) tend vers A, lorsque |z| augmente indéfiniment ; 
on dit que la fonction f(z) est régulière au point à linfini, ou 
encore que le point à l'infini est un point ordinaire de f(z). 
Si les coefficients A5, A1, Amı sont nuls, Am n'étant pas nul, 
le point à l'infini est un zéro d'ordre m de f(z); 

2° Lorsque le développement de f(z) contient un nombre fini 
de puissances positives de z, 


Pas I 
(55) f(2) = Bm" + Bm3! +... + Biz + Ao+ A; - + As 


~ 


le premier coefficient B,, n'étant pas nul, le point à linfini est 
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un pôle d'ordre m de f(z), et le polynome Banz” +...+ Bız 
est la partie principale relative à ce pôle. Lorsque 


z| augmente 
indéfiniment, il en est de même de 


f(3)|, de quelque façon que 
la variable z se déplace; 

3° Enfin, lorsque le développement de f(z) contient une infi- 
nité de puissances positives de z, le point à l'infini est un point 
singulier essentiel de f(z). La série formée par les puissances 
positives de z représente une fonction entière G(z), qui est la 
partie principale, dans le domaine du point à linfini. Nous 
voyons en particulier qu’une fonction entière admet le point à 
l'infini comme point singulier essentiel. 

Les définitions précédentes étaient en quelque sorte imposées 
par celles qui avaient déjà été adoptées pour un point à distance 


ş fs . I è 
finie. Si l’on pose en effet z = =>; la fonction f(z) se change en 
$ z S 


une fonction de 3’, o(3') = (5) » et l’on voit immédiatement que 
nous n'avons fait que transporter au point à linfini les dénomi- 
nations adoptées pour le point 3!—0, relativement à la fonc- 
tion #(3/). En raisonnant par analogie, on serait tenté d’appeler 
résidu le coefficient A_, de z dans le développement (53), mais 
ce serait à tort. Pour conserver la propriété caractéristique, nous 


7 Le . . s . » . I 
appellerons résidu relatif au point à linfini le coefficient de - 


changé de signe, c’est-à-dire — A,. Ce nombre est encore égal à 


l'intégrale étant prise dans le sens direct le long du contour du 
domaine du point à linfini. Mais ici, le domaine du point à 
linfini étant la portion du plan extérieure à C, le sens direct 
correspondant est le sens opposé au sens habituel. Cette intégrale 
se réduit en effet à 


T A: dz A: 
>n = ©! (Logs}o, 
ITI € pa 2T | 


et, lorsque z décrit le cercle C dans le sens voulu, l’argument 
de z diminue de 27 : ce qui donne — A, pour l'intégrale. 


Il est essentiel de remarquer qu'une fonction peut fort bien 
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A La 24 ` gs e La e = 
ètre régulière à l'infini, sans que le résidu soit nul; par exemple, 
. b I 
la fonction 1 + >- 


Si le point à linfini est un pôle ou un zéro pour f(z), on peut 
écrire, dans le domaine de ce point, 


u étant un nombre entier, positif ou négatif, qui est égal à l’ordre 
de la fonction changé de signe, et #{3) étant une fonction régu- 
lière à l'infini, qui n’est pas nulle pour s = +. On en déduit 


! 
en ~- 
~ 


la fonction : est encore régulière au point à l'infini, mais son 


olz 
“ = 


° 1 , , 
développement commence par un terme en -;; ou de degré supé- 


rieur. Le résidu de fa 
f(z) 


de la fonction f(z) au point à linfini. L’énoncé est le mème que 


est donc égal à — u, c'est-à-dire à l’ordre 


pour un pôle ou un zéro à distance finie. 

Soit f(z) une fonction uniforme n’admettant qu’un nombre 
fini de points singuliers. La convention qui vient d’être faite pour 
le point à l'infini permet d'énoncer, sous une forme très simple, 


le théorème général suivant : 


La somme des résidus de la fonction f(z) dans tout le plan, 
y compris le point à linfini, est nulle. 


La démonstration est immédiate. Décrivons de l’origine comme 
centre un cercle C renfermant tous les points singuliers de f(z), 


(autres que le point à l'infini). L'intégrale JAOLE prise le 
long de ce cercle dans le sens ordinaire, est égale au produit 


gu- 


liers de f(z) à distance finie. D'autre part, la même intégrale, 


de 27i par la somme des résidus relatifs à tous les points sin 


prise le long du même cercle en sens inverse, est égale au produit 
de 27i par le résidu relatif au point à l'infini. La somme des deux 
intégrales étant nulle, il en est de même de la somme des résidus. 

Cauchy appelait résidu intégral d'une fonction f(z3) la somme 
des résidus de cette fonction pour tous les points singuliers à 
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distance finie. Lorsqu'il n’y a qu’un nombre fini de points singu- 
liers, nous voyons que le résidu intégral est égal au résidu relatif 


au point à l'infini changé de signe. 


Exemple. — Soit 
P(s) 
Ya) = Se 
VRC) 


P(z) et Q(z) étant deux polynomes, le premier de degré p, le 
second de degré pair 2q. A l'extérieur d’un cercle C, de rayon R 


supérieur aux modules des racines de Q(z), la fonction f(z) est 
uniforme, et lon peut l'écrire 


fs) = 2P-19(3), 


(z) étant une fonction régulière à linfini, qui n'est pas nulle 
pour 3 = æ. Le point à l'infini est un pôle pour f(z), si p >q, et 
un point ordinaire si p <q. Le résidu sera certainement nul si p 
est inférieur à q — 1. 


IV. — PÉRIODES DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


311. Périodes polaires. — L'étude des intégrales curvilignes 
nous a révélé l'existence de périodes pour ces intégrales, lorsque 
cerlaines circonstances se présentent. Toute intégrale d’une fonc- 
ion f(z) de la variable complexe z étant une somme d’inté- 
grales curvilignes, il est clair que cette intégrale pourra aussi 
posséder certaines périodes. Considérons d’abord une fonction 
analytique f(z) ne possédant à l’intérieur d’une courbe fermée C 
qu'un nombre fini de points singuliers isolés, pôles ou points 
singuliers essentiels. Ce cas est absolument analogue à celui que 
nous avons étudié pour les intégrales curvilignes (I, n° 153), et 
les raisonnements s’y appliquent sans modification. Tous les che- 
mins intérieurs au contour C que l’on peut tracer entre deux 
points 3%, Z de celte région, et ne passant par aucun des points 
singuliers de f(z), se ramènent à un chemin déterminé joignant 
ces deux points, précédé d'un nombre quelconque de lacets dé- 
crits, en partant de 35, autour des points singuliers a4, @3,..., Ltn 


de f(z). Soient A,, A:,..., A, les résidus correspondants de f(z); 
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l'intégrale MOLE prise le long du lacet entourant le point &,, 
cst égale à + 27iA,, et de même pour les autres. Les diverses 

LA 
valeurs de l'intégrale f f(jdz sont donc comprises dans la 
LE Ze 


formule 
Z 
(56) 4 f(z)dz = F(Z) +27zi(m ÅA, m, Ås +.. + MnAn), 


(Z) étant lune des valeurs de cette intégrale, qui correspond à 
un chemin déterminé, ct m,, m3, ... étant des nombres entiers 


arbitraires, positifs ou négatifs; les périodes sont 
DTA]: COTLAS, csi VOTA: 


Dans la plupart des cas, les points 4,, 43, ..., a, sont des pôles, 
et les périodes proviennent de circuits infiniment petits décrits 
autour de ces pôles, d’où le nom de périodes polaires qu'on leur 
donne ordinairement, pour les distinguer de périodes d’une autre 
espèce dont nous parlerons plus loin. 

Au lieu d’une région du plan intérieure à une courbe fermée, 
on peut considérer une portion du plan s'étendant à linfini; la 
fonction f(s) peut alors avoir une infinité de pôles, et l'intégrale 
une infinité de périodes. Si le résidu relatif à un point singulier & 
de f(z) est nul, la période correspondante est nulle et le point & 
est aussi un pôle ou un point singulier essentiel de l'intégrale. 
Mais, si ce résidu n’est pas nul, le point a est un point critique 
logarithmique pour l'intégrale. Si, par exemple, le point & est un 
pôle d'ordre m de f(z), on a, dans le domaine de ce point, 

bA M B, 


f(z)= (3— a)" cr (z3— a)" i es ete Le "+ Ao+Ai(s—a)+..., 


ct, par suite, 


z 
Mr i Bi | ue 
"E f{sz)d: = C — T se PIE +...+ Bi Log(s— a) 
(3 —a} 
+Ao(s—a)+ A EEE +... 


G étant une constante qui dépend de l'origine Zo et du chemin 
suivi par la variable, 
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En appliquant ces considérations générales aux fonctions ra- 
tionnelles, on rend intuitifs un certain nombre de résultats bien 
connus. Ainsi, pour que l'intégrale d’une fonction rationnelle 
soit elle-même une fonction rationnelle, il est nécessaire que cette 
intégrale mait pas de périodes, c’est-à-dire que tous les résidus 
soient nuls. Cette condition est d’ailleurs suffisante. L'intégrale 
définie 


admet un seul point critique z = 4, et la période correspondante 
est art; c'est donc dans le Calcul intégral que se trouve la véri- 
table origine des valeurs multiples de Log (z — a), comme on la 


dz a 
— (n° 292). Prenons de même 


déjà expliqué en détail pour r 
1 
l'intégrale définie 


aada 
Fe [x 
0 


elle admet les deux points critiques logarithmiques + č et — i, 
mais il n’y a qu’une seule période qui est 7. Quand on se borne 
aux valeurs réelles de la variable, les diverses déterminations 
de arc tangæ se présentent comme autant de fonctions distinctes 
de la variable x. Nous voyons au contraire comment la concep- 
tion de Cauchy nous conduit à les considérer comme autant de 
branches distinctes d’une même fonction analytique. 


Remarque. — Lorsqu'il y a plus de trois périodes, la valeur de l’inté- 
grale définie en un point quelconque z peut être tout à fait indéterminée. 
Rappelons d’abord ce résultat, emprunté à la théorie des fractions con- 
tinues (1!) : Étant donné un nombre réel incommensurable g, on peut 
toujours trouver deux nombres entiers p et g, positifs ou négatifs, tels 
que lon ait |p + qaj < =, e étant un nombre positif arbitraire. 

Les nombres p et q étant choisis de cette façon, imaginons que l’on 
forme la suite des multiples de p + qa. Tout nombre réel A est égal à l'un 
de ces multiples, ou compris entre deux multiples consécutifs. On pourra 
donc aussi trouver deux nombres entiers m et n tels que |m + na — A| 
soit plus petit que £. Cela posé, considérons la fonction 

1 I a l 13 
fs) = (2 M 2 Alpe +) 


Stz — à — c 3 —d 


(1) On en trouvera un peu plus loin une démonstration directe (n° 324), 
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a,b,c, d'étant quatre pôles différents, et q, 8 désignant des nombres réels 


incommensurables, L'intégrale f flz)dz admet les quatre périodes 1, 
Jg 

a, í, iB. Soient I(z) la valeur de l'intégrale prise suivant un chemin par- 

ticulier de z, en z, et M + Né un nombre complexe quelconque. On peut 

toujours trouver quatre nombres entiers m, n, m', n' tels que le module 


de la différence 


I(z)+m+na+im+n8s)—(M+Ni:) 


soit inférieur à un nombre positif z. Il suffira pour cela que l'on ait 


Im+na—A|< ~, |m =+ n'8— B| < `, 
2 


CRD 


en posant M + Ni—TI(3) = A + iB. Il est donc possible de faire décrire 
à la variable un chemin réunissant deux points donnés à l'avance, Zo, 3, 
tel que la valeur de l'intégrale fra prise le long de ce chemin dif- 


fère d'aussi peu qu'on le veut de tout nombre donné à l'avance. Nous 
voyons une fois de plus le rôle prépondérant du chemin suivi par la variable 
pour la valeur finale d’une fonction analytique. 


; SIAR Sias 
312. Étude de l'intégrale Í ———. — Le Calcul intégral 
RP 
0 
explique de même de la façon la plus simple les valeurs multiples 
de la fonction arcsinz; elles proviennent en effet des diverses 


déterminations de l'intégrale définie 
Ba. * dz 
(37) F(3)= [ =e 


suivant le chemin décrit par la variable. Pour fixer les idées, nous 
supposerons que l’on part de l’origine avec la valeur initiale + ı 
pour le radical, et nous désignerons par lla valeur de cette inté- 
grale, prise suivant un chemin déterminé (ou chemin direct), par 
exemple, suivant la ligne droite lorsque le point z n’est pas situé 
sur laxe réel et en dehors du segment compris entre — 1 et +1; 
lorsque z e$t réel et |z| œ> 1, nous prendrons pour chemin direct 
un chemin situé au-dessus de l’axe réel. 

Cela posé, les points 3 = +1, 3— — ı étant les seuls points 


» 
"187% 


critiques de v 


, tout chemin conduisant de l'origine au 
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point 3 peut être remplacé par une suite de lacets décrits autour 
des deux points critiques +1 et — 1, suivis du chemin direct. 
Nous sommes donc conduits à étudier la valeur de lintégrale 
le long d’un lacet. Considérons, par exemple, le lacet oamao, 
décrit autour du point z= +1; ce lacet se compose du seg- 
ment o4 allant de l'origine au point 1 — s, du cercle ama de 


kiapegi 


rayon € décrit de z = 1 comme centre et du segment ao. D’'inté- 
grale le long du lacet est donc égale à la somme des intégrales 


“p 


al > 
dr dz f: dr 
PRE aan TL RE SE , 
2 31 — gr? 
vı = Y (uma) vi ji V1—E vi 


l'intégrale le long du petit cercle tend vers zéro avec s, car le 
produit (z —1)f(z) tend aussi vers zéro. D'autre part, lorsque = 
a décrit ce petit cercle, le radical a changé de signe et, dans l'in- 
tégrale le long du segment ao, on doit prendre pour yı — x? la 
5 5 5 Ù l I V 
valeur négative. L'intégrale le long du lacet est donc égale à la 
d Le] d d 


1—€ 

"AI dx 

limite de 2 f aE 
+ Vi— r? 


Nous remarquerons que la valeur de cette intégrale ne dépend pas 
du sens dans lequel le lacet est décrit, mais on revient au point de 


lorsque £ tend vers zéro, c'est-à-dire à 7. 


départ avec la valeur — ı pour le radical. 

Si l’on décrivait le même lacet autour du point z = +1, le 
radical ayant la valeur initiale — 1, la valeur de l'intégrale le long 
du lacet serait égale à — z, et l’on reviendrait au point de départ 
avec la valeur +1 pour le radical. On voit de la même façon 
qu'un lacet décrit autour du point critique z= —1 donne — 7 
ou + 7 dans l'intégrale, suivant que l’on part de l’origine avec la 
valeur initiale + 1 ou — 1 pour le radical. 

Si nous faisons décrire à la variable deux lacets successifs, on 
reviendra à l’origine avec la valeur initiale + 1 pour le radical, 
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et la valeur de l'intégrale le long de ces deux lacets sera + 27, 0, 
ou — 27, suivant l’ordre dans lequel ces deux lacets sont par- 
courus. Un nombre pair de lacets donnera donc 2 m7r pour valeur 
de l'intégrale, et ramènera le radical à sa valeur initiale + 1. Un 
nombre impair de lacets donnera au contraire (2m + 1)7 pour 
valeur de l’intégrale, et la valeur finale du radical à l’origine 
sera — 1. İl s'ensuit que la valeur de l'intégrale F(z) sera de 
l’une des deux formes 


Pomr, (2m+i1)r— Í, 
suivant que le chemin décrit par la variable peut être remplacé 


par le chemin direct, précédé d’un nombre pair ou d’un nombre 
impair de lacets. 


313. Périodes des intégrales ultra-elliptiques. — On peut étu- 
dier de la même facon les valeurs diverses de l'intégrale définie 


(58) F(3) = —— 9 


où P(s)et R(z3) sont deux polynomes entiers, dont le second R (3), 
de degré n, s’annule pour z valeurs distinctes de z, 


R(3) = A(3—e)(3--62)...(3 — ex). 


Nous supposerons que le point zo est distinct des points ei, z, ..., Cn} 
l'équation u? = R (z) admet alors deux racines distinctes, + to 
et — uo; nous appellerons #, la valeur initiale du radical JR(3). 
Si lon fait décrire à la variable z un chemin de forme quelconque 
ne passant par aucun des points critiques €,, €z, ...,€», la valeur 
du radical YR(z) en chaque point de ce chemin est déterminée 
par la continuité. Imaginons que de chacun des points e4, €z, +-+, €n, 
on trace dans le plan une coupure indéfinie, de façon que ces 
coupures ne se croisent pas entre elles. L'intégrale, prise depuis 35 
jusqu’à un point quelconque z suivant un chemin assujetti à ne 
traverser aucune de ces coupures (ou chemin direct), a une 
valeur bien déterminée I(z) pour chaque point z du plan. Nous 
avons encore à étudier l'influence d’un lacet décrit, à partir de Z9, 
autour de l’un quelconque des points critiques e;, sur la valeur 
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de l'intégrale. Soit 2 E; la valeur de l'intégrale prise le long d'un 
contour fermé, partant de 3, et entourant le seul point critique e;, 
la valeur initiale du radical étant «o; cette valeur ne dépend pas 
du sens dans lequel ce contour est décrit, mais seulement de la 
valeur initiale du radical au point 34. Appelons en effet 2E; la 
valeur de l'intégrale prise le long du même contour dans le sens 
opposé, la valeur initiale du radical étant la même «o. Si nous 
faisons décrire à la variable 3 le contour considéré deux fois de 
suite et dans deux sens opposés, il est clair que la somme des 
intégrales obtenues est nulle; mais l'intégrale le long du premier 
contour est 2E;, et l’on revient au point 3, avec la valeur — u, 
pour le radical. L'intégrale le long du contour décrit en sens 
inverse est donc égale à — 2E;, et par suite E; = E;. Le contour 
fermé considéré peut se réduire à un lacet formé par une ligne 
droite zọ4, le cercle c; de rayon infiniment petit décrit autour de 


ei et la droite azo (fig. 73); l'intégrale le long de c; est infiniment 
i i : P (z) e 
petite, puisque le produit (z — ei) se tend vers zéro avec le 


module de z — e;. Quant aux intégrales le long de zoa et le long 
de a Zo, leurs éléments s'ajoutent, et il reste 
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l'intégrale élant prise suivant la ligne droite, et la valeur initiale 
du radical étant w,. 

Cela étant, l’intégrale prise le long d’un chemin qui se ramène 
à la suite de deux lacets décrits autour des points eg, eg, est 
égale à 2E,— 2 Eg, car, après le premier lacet, on revient au 
point 3, avec la valeur — o pour le radical; et l'intégrale le long 
du second lacet est égale à — 2 Eg. Après avoir décrit ce nouveau 
lacet, on revient au point 3, avec la valeur initiale primitive &,. 
Si le chemin décrit par la variable se ramène à un nombre pair 
de lacets décrits autour des points Ea, 28, Ey, Eè, -.., ex, ex Suc- 
cessivement (les indices a, B; ..., x, À, étant. pris parmi les 
nombres 1, 2, ..., n) suivi du chemin direct allant de zo en z, 


la valeur de l'intégrale le long de ce chemin est, d’après cela : 
F(a)= lt aa Eg) 28, m En a tels BE) 


Au contraire, si le chemin suivi par la variable peut se ramener à 
un nombre impair de lacets décrits successivement autour des 
points critiques e4. 68, ..., ex, €), Cuy la valeur de l'intégrale est 


F(2) = 2(E,— Eg) ta Fal E= E)) + ZEGE 


L'intégrale considérée admet donc pour périodes toutes les expres- 
sions 2(E;— Ex), mais toutes ces périodes se ramènent à (n — 1) 
d’entre elles 
wi =2(E—E,), w = 2 ( Ez— E, ), e wrt = Enr- Ez) 
il est clair en effet que l’on peut écrire 
ROUE, 1, SUR ER les 
Comme d'autre part on a 2E, = Wy + 2E,, on voit que toutes les 
valeurs de l'intégrale définie F(3) au point 3 sont comprises dans 
les deux formules 
F(z)=1l+nuw+...+ mio, 
F(3)=2E,;-1+ mu +...+ mi Uni 
Mi, May se, Mn, étant des nombres entiers arbitraires. 
Ce résultat donne lieu à un certain nombre de remarques 


importantes. Il est à peu près évident que les périodes doivent 
être indépendantes du point 3, choisi pour origine; il est facile de 
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le vérifier. Considérons par exemple la période 2E; — 2E;; cette 
période est égale à la valeur de l'intégrale le long d’un contour 
fermé T passant par le point 3, et ne renfermant que les deux 
points critiques e;, ear. Si, pour fixer les idées, nous supposons 
qu'il n’y ait aucun autre point critique à l’intérieur du triangle 
de sommets Z9, Ci, €h, Ce contour fermé peut se ramener au con- 
tour bb'nc'emb (fig. 73) et, en faisant diminuer indéfiniment 
les rayons des deux petites circonférences, on voit que la période 
est égale au double de l'intégrale 


h P(z)dz 


J: E 


P 


prise le long de la ligne droite qui joint les deux points cri- 
tiques ej, €. 

Il peut arriver que les (n — 1) périodes w,, O2, ..., Oni 
ne soient pas distinctes. C’est ce qui a lieu toutes les fois que 
le polynome R(z) est de degré pair, pourvu que le degré 


A . 5 y  n . 
de P(z) soit inférieur à nat Du point =, comme centre 


décrivons un cercle C de rayon assez grand pour que ce cercle 
renferme tous les points critiques, et imaginons, pour simplifier, 
que l’on ait numéroté ces points critiques de 1 à z dans l’ordre 
où ils sont rencontrés par une demi-droite indéfinie tournant 
autour de z dans le sens direct. j 


fs 
J VRG) 


prise le long du contour fermé 4 AMA 39, formé du rayon zA, 


L'intégrale 


du cercle C et du rayon Az, parcouru en sens inverse, est nulle. 
Les intégrales le long de 3, A et le long de Az, se détruisent, car 
le cercle C renferme un nombre pair de points critiques et, après 
avoir décrit ce cercle, on revient au point À avec la même valeur 
pour le radical. D'autre part, l'intégrale le long de C tend vers zéro 
lorsque le rayon augmente indéfiniment, puisqu'il en est ainsi du 
zP(z) 
VR(2) 


lynome P(z); comme cette intégrale ne dépend pas du rayon 


produit > d’après hypothèse faite sur le degré du po- 


de C, il s'ensuit qu’elle est nulle. 
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Or le contour considéré 3, AMA 3, peut se ramener à la suite 

des lacets décrits autour des points critiques 64, es, ..., en, dans 
l’ordre même des indices. Nous avons donc la relation 


2E,—2E+2E;—-92E,+...+92E,; —2E,=0, 
: TEE. 
qui peut encore s ecrire 
Di — Do Wa — Oise. s TiU 0; 


poa 22 r + e 
et nous voyons que les a — ı périodes de l'intégrale se réduisent 
aux n — 2 périodes O1, O2, ..., Wy_2. 
Considérons encore l'intégrale de forme plus générale 


Para "7 P(s)s 
ve) Te 


où P, Q, R sont trois polynomes dont le dernier R(z) n'a que des racines 
simples. Parmi les racines de Q(z), quelques-unes peuvent appartenir à 
R(3); soient %1, %, ..., 2%, les racines qui n’annulent pas R(z). L'inté- 
grale F(3) admet comme plus haut les périodes 2(E;— Ez), 2 E; désignant 
toujours l'intégrale prise le long d’un contour fermé partant de 3, et lais- 
sant à l'extérieur toutes les racines des deux polynomes Q(z) et R(3), 
sauf e;. Mais elle admet en outre un certain nombre de périodes polaires 
provenant de lacets décrits autour des pôles 4, 4, ..., 4. Le nombre 
total de ces périodes est encore diminué d’une unité lorsque R(z) est de 
degré pair x, et qu’on a la relation 


= 
0 


p et q étant les degrés des polynomes P et Q. 


Exemple. — Soit R(z) un polynome du quatrième degré ayant une 


z 
dz 


„n VRG) 


Si R(z)a une racine double e, et deux racines simples e», ez, l'intégrale 


racine multiple. Cherchons le nombre de périodes de l'intégrale 


F dz 
F(z) = RIRE EE = 
gi d (3 — ei) VA (3 — e:)(3 — es) 


admet la période 2E— 2 E3, et en outre une période polaire provenant 
d'un lacet autour du pôle e,; d’après la remarque faite tout à l'heure, ces 
deux périodes sont égales. Si R(z) a deux racines doubles, on voit 
aussitôt que l'intégrale a une seule période polaire. 


Ga i 10 
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Si R(3)a une racine triple, l'intégrale 


F(z) = f ar — 
(z — e1) V (3 — e1 )\3 — e2) 


e = 
~a 


admet la période 2E,— 2E». mais cette période est nulle, d'après la 
remarque générale. Il en est de même si R(z)a une racine quadruple. En 
résumé, si R(z) a une ou deux racines doubles, intégrale a une pé- 
riode;siR(z)a une racine triple ou une racine quadruple, intégrale 
wa pas de période. 

Tous ces résultats sont faciles à vérifier par l'intégration directe. 


314. Périodes de l'intégrale elliptique de première espèce. 
L'intégrale elliptique de première espèce 


+ dz 
VRG) 
où R(z) est un polynome du troisième ou du quatrième degré, 
premier avec sa dérivée, admet deux périodes, d’après la théorie 
générale qui précède. Nous allons démontrer que le rapport de 
ces deux périodes est imaginaire. 

Nous pouvons supposer, sans nuire à la généralité, que R(3) 


est du troisième degré. Soit en effet Ri (2) un polynome du qua- 
trième degré; si a est une racine de ce polynome, en posant 


= A + >» il vient ([, n° Ki p. 260) 


a A = [2 dy 
TS VRO) 


R(y) étant un polynome du troisième degré, et il est évident que 
les deux intégrales ont les mêmes périodes. Si R(z) est du troi- 
sième degré, on peut supposer qu'il admet les racines o et 1, car 
il suffit d’une substitution linéaire 3 = 4 + By pour être ramené 
à ce cas. En définitive, tout revient à établir que l’intégrale 


FR daa VAT =) 


où a est différent de zéro et de un, admet deux périodes dont le 


rapport est imaginaire. 
Si a est réel, la propriété est évidente; si, par exemple, a est 
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+ 
3 


supérieur à un, l’intégrale admet les deux périodes 


d 3 


à dz x 
2 = z= » 2 = = 
a VA Va(1—s)(a —s) A vsii—#)(a— 3) 


L 


dont la première est réelle, tandis que la seconde est égale au pro- 
duit de į par un nombre réel. Aucune de ces périodes ne peut 
d'ailleurs être nulle. 

Supposons maintenant que 4 est imaginaire, par exemple que 
le coefficient de £ dans æ est positif. On peut encore prendre pour 


L d r : 
l’une des périodes 
Ki 
‘4 dz 
Q, = 2 | = ———— 
0 


VzQi—3)(a == 8) 


nous appliquerons à cette intégrale la formule de M. Weierstrass 


{n° 289). Lorsque 3 varie de o à 1, le facteur reste po- 


3(1— 3) 


1e ; ERR I siai : 
sitif, et le point d’aflixe —— décrit une courbe L dont il est 
a — 3 


facile de se faire une idée. Soi e poin affixe a; lorsque z 
facile d f dée. Soit A | t d’aff 24 e 


varie de o à 1, le point « — 3 décrit le segment AB parallèle à Ox 
et de longueur égale à un (fig. 74). 

Soient Op et Og les bissectrices des angles que font avec O x 
les droites OA et OB, Op' et Og'leurs symétriques par rapport 


à Ozx. Si nous prenons pour détermination de ya — 3 celle dont 


l'argument est compris entre o et + le point d’affixe ya — 3 décrit 
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un arc hs allant d’un point æ sur Op à un point 6 sur Oq; le 

78! allant d’un point a! de Op'à 
Hs . 

un point 8’ de Og'. La formule de Weierstrass nous donne ici 


dz 
= oz f = era, 
NE 


Z, étant l’affixe d’un point situé à l’intérieur de tout contour con- 
i | 


vexe enveloppant larc 48". Il est clair que ce point Z, est situé 
dans l'angle p'Og', et qu'il ne peut être à l’origine; son argument 


est donc compris entre — as et o. 
On peut prendre pour seconde période 


=f dz pre dz 
me = 2 J aame eam er , 
(ai —s)(a =E) Vs sja — 3) 


04 S 


ou, en posant 5 = 4t, 
1 


= [ dt 
Lo = 2 = 
dit Ent) 


vo 


Pour appliquer la formule de M. Weierstrass à cetle intégrale, 
remarquons que, { croissant de o à 1, le point at décrit le seg- 
ment OA et le point d’affixe 1 — at PAS le segment égal et pa- 
rallèle allant de 3 = 1 au point C. En choisissant convenablement la 
valeur du radical, on voit comme tout à l'heure que l’on peut écrire 


Z, étant une quantité imaginaire différente de zéro, dont largu- 

. T A Q, Lo 
ment est compris entre o et =: Le rapport des périodes © A LE a 
= b 


est donc imaginaire. 


EXERCICES. 


1. Développer la fonction 


as 


suivant les puissances de v, m étant un nombre quelconque. 


y=} (2+ VATT)" + (eV 
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Trouver le rayon du cercle de convergence. 

I 
ne mare y 
(3?+1)(3 —2) 
suivant les puissances positives ou négatives de z, d'après la position du 

+ 
point z dans le plan. 


Trouver les différents développements de la fonction 


Lo mn 


3. Calculer l'intégrale définie z?Log 
o D 


e 


de rayon égal à 2, décrit de l’origine pour centre, la valeur initiale du 


) ds le long d’un cercle 


À. ME 


logarithme au point 3 = 2 étant réelle. Calculer l'intégrale définie 


is dz 


le long du même contour. 


4. Soit f(z) une fonction holomorphe à l’intérieur d’une courbe fer- 


mée C renfermant l'origine. Calculer l'intégrale définie Pr (3) Logz dz, 
(C) 
prise le long de la courbe G à partir d’une valeur initiale zy. 


Démontrer la formule 


‘à dt 1.3.5...(2n —1) 
E a (Bayr 2 ou Oral 


en déduire les intégrales définies 


he dt r dt 
Pr AORTY a VTT EE à 
Je [(t—2) + BJH J-a (AP+2Bt+ Ci 
à P re a À: sorie a rési i $ , . 
6. Calculer, au moyen de la théorie des résidus, les intégrales définies 
suivantes : 
sin me dr 


Er piaia ae m et a étant réels 
s(x? a? j2? 6 


dr a étant réel, 


dx 


(r1 abis pL api” 4 et B étant réels, 


“0 


coss dx 
(+ 1)(x2+ 4)" 


re 
a 
Le 
Ne LE C2 dy fe 
f 


G+ap l ‘rap: 


sinag — sinazr—sinbr 


x? . 


ser dé, a et b étant réels et positifs 
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e?aiz — e?biz 


z2 
3 


(Pour évaluer cette dernière intégrale, on intègre la fonction 
le long du contour de la figure Go.) 


T k 

: ; do 
7. L'intégrale définie |; - : : est égale, quand elle à 
ği A + C —(A — C) coso st A 


une valeur finie, à € ———, € étant égal à +1, et choisi de telle façon que 
AC 


= 


s AG x aA 
le coefficient de ¿į dans sé VAC soit positif. 


A 


8. Soient F(z) et G(z) deux fonctions holomorphes, et 3 — «à une 
racine double de G(3) — 0, n’annulant pas F(z); le résidu correspondant 
F(z) 6F'(a)G'(a)—2F(a)G"(a) 


ETES 3[G'(a)p 


est égal à 


ds F(z) ; . 
Le résidu de ——— pour une racine simple a de G(3) —o est de 


[G(2)]? 


même égal à en 


9. Démontrer la formule 


At dx Ti 
ES == a 
- (æ—a)yi— 2? V1 — a? 


l'intégrale étant prise suivant l'axe réel, avec la valeur positive du radical, 
et a étant un nombre complexe ou un nombre réel dont le module est 


supérieur à un. Préciser la valeur que l'on doit prendre pour ÿ1— «?. 


Lu dans lesquelles 
M je, | eu — + | ` + 
g VI+? Je Vi +z ; 
S et S, désignent deux contours formés de la manière suivante. Le con- 
tour S se compose d’une droite OA (que l’on fait grandir indéfiniment) 
placée suivant Ov, du cercle de centre O et de rayon OA, enfin de la 
droite AO. Le contour S, est la suite des trois lacets qui enveloppent les 
points a, b, c, dont les affixes sont les racines de l'équation 33+ 1 = 0. 
Établir la relation entre les deux intégrales 


Ped a aTi, 
$ METI S = 


à laquelle on cst conduit par cette comparaison. 


10. On considère les intégrales 


44. En intégrant la fonction e-°° le long du contour du rectangle formé 
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par les droites y =0 y =b, v == R, z =— R, et faisant croître R 
indéfiniment, établir la relation 


+o 
g e—? cos2bx dx = Yre". 
e — © 
12. On intègre la fonction e~:73”-!, où n est réel et positif, le long 
d’un contour formé par un rayon OA placé suivant Oz, d’un arc de 


cercle AB décrit du point O pour centre et OA pour rayon, et un 


ir T A 
rayon BO tel que l'angle æ = AOB soit compris entre o et 5 En faisant 


croître OA indéfiniment, déduire du résultat obtenu les intégrales définies 


+ © + 
y ut—-1e-aucosbu du, f u’—!e-au sin bu du, 
0 sg 


a et b étant réels et positifs. Les formules obtenues subsistent pour 


T s 
a = —, pourvu que l’on ait n <1. 
2 


13. Soient m, m', n des nombres entiers positifs (mn, mn) 
Etablir la formule 


"Te gm tm" T 2m +1) am +1\ | 
SE RAR dt = — | cot ( prng. T— COL ——— |T j 
TA E 2n \ 2n Te F 


14. Déduire de la formule précédente la formule d'Euler 


k ® 2m dt x 


Jo LH 20 . dami 
2n sin — T 
CET 


45. Si la partie réelle de a est positive et inférieure àl unité, on a 


+ © 
f eax dr T 
1+ et Sinar 


APE 


[on peut le déduire de la formule 39, page 123, ou intégrer la fonc- 
a e23 $ 
tion ———— le long du contour du rectangle formé par les droites y = o, 
I+ et d . 
7y=2r,æ=+R,z=—R,et faire croitre ensuite R indéfiniment. | 


16. Démontrer de même la formule 


Tears 
——— = r(colar— cothr), 
I — ex 


e — o 


les parties réelles de a et de b étant positives et plus petites que un. 
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[On prendra pour contour d'intégration le rectangle formé par les 


droites y = 0, y =T, % = R, x =—R, et l'on se servira de l'exercice 
précédent. ] 


47. De la formule 


s= anri — m, 


[ LE à MACON ET ET ET 
zk+1 RUN 


v (C) 


où n et k sont des nombres entiers positifs, et C un cercle ayant pour 
centre l'origine, déduire les formules 


T 

(n+i)n+o2)...(n+k 
f Cacosu)r+kcos(n — kju du = + PSS ) 
0 


’ 
ENS € 


+! æ?n dr RAR 0 1) 


rs mars à T 
i Vi— r? 


2.4.6...92n 
a7 
[On pose z = eu, puis cosu =v, et lon remplace n par nk et 


k par n.] 


*48. L'intégrale définie 


P(r) == | RSA. U 
Je 1 6e + Vr?—1cos®) 


is 


quand elle a une valeur finie, est égale à +" -> suivant les 
VI—92ar + a 


positions relatives des deux points x et z. Déduire de là l'expression du 
rime polynome de Legendre, due à Jacobi, 


i T 
Xp = — (£+ r?—ı coso )” G. 
T i ; 

0 


74 
x 4 ; A ay Peai do 
19. Etudier de même l'intégrale définie f —————# __—————) et 
NP ER + Vr?—1cos® 
déduire du résultat la formule de Laplace 
+ à do 


X, = 


« 


+ ‘4 Jose A TA T 
(x + y? —icoso)"*! 
p. 
où & = +1, suivant que la partie réelle de v est positive ou négative. 


“20. Établir cette dernière formule en intégrant la fonction 


I 
zhi y Ii— 2x3 + z? 


le long d’un cercle ayant pour centre l'origine, et dont on fait grandir le 
rayon indéfiniment. 
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Imis 
*21. Sommes de Gauss. — Soit T= e ” (n ets étant entiers) et S, la 
somme T,+T,+...+T,_,. Démontrer la formule 
(t= i) un) — 
SPRL LES LS ABC 


Sn — 
2 


[On applique le théorème des résidus à la fonction (3) = ET LP 


en prenant pour contour d'intégration les côtés du rectangle formé par les 
= + R, y = — R, en y joignant deux demi-cir- 


droites 2—@ = h, y: 
conférences de rayon è décrites des points v —0, x =n pour centres, 
afin d'éviter les pôles 3 = 0, z = n de &(3): puis on fait croître R indé- 


finiment. ] 


22. Soit f(z) une fonction holomorphe à l'intérieur d’un contour fermé F 
renfermant les points a, b, c, ..., l; a, 3, ..., À étant des nombres entiers 


positifs, la somme des résidus de la fonction 


( Faj /æ—a\c/x— b\8 ay 

a p = ( ae Se Sites 

Put Cuers 3 —l 

relatifs aux pôles a, b, c, ..., l est un polynome F(s) de degré 
a =+ B +...) — 1, satisfaisant aux relations 


-G 


Fie)= fla), Mia) sites ei F2- (a) = fix (a), 

PUS JCB, EDY = F(Y en FB-10(b) = fB-V(b), 

[on s'appuie sur la relation F(x) = f(x) + FL (aid. | 
PRET) 


‘23. Soit f(z) une fonction holomorphe à l’intérieur d'un cercle C de 
centre æ. Soient d'autre part ai, az, ..., An, ... une suite indéfinie de 
points intérieurs à ce cercle C, le point a, ayant pour limite le point a 
lorsque n croît indéfiniment. Pour tout point z intérieur à C, on a le déve- 


loppement 
an) 
Jz I= flai) +. . 3— aı)(3 — a2)... (3 — An) CORN TE 
h=! 
où 


F,(3)=(3—a)(3 — a)... (3 — an) 
[Laurenr, Journal de Mathématiques, 5° série, t. VIII, p. 325.] 


[On s'appuie sur la formule suivante, facile à vérifier, 


CR 1 | æ — à, 
3—x 3—4@ (3—-a)(3—@&) 

(x — a). . (T£ — an) rl (x — a)... (T — an) 

(8— @)...(:— ax ps — a) 3—7 (aa di, 


et l’on procède comme pour établir la formule de Taylor.] 
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24. Soit 39 = a + bi une racine d'ordre n de l'équation f(z2)=X+Yi=o, 
la fonction f(2) étant holomorphe dans le voisinage. Le point z = a, y = b 
est un point multiple d'ordre n des deux courbes X = o, Y = 0; les tan- 
gentes en ce point à chacune de ces courbes forment une rose des vents 
et les rayons de l’une sont les bissectrices des rayons de l'autre. 


25. Soit f(3)= X+ iY = Aoz" + Az” +... + A, un polynome 
d'ordre m à coefficients quelconques. Toutes les asymptotes des deux 


s ; WE À , 
courbes X = 0, Y = o passent par le point d’affixe — A » et sont dis- 
MAp 
posées comme les droites de l'exercice précédent. 
"26. Série de Burmann. — Etant données deux fonctions f(x), F(s) 


d’une variable z, la formule de Burmann donne le développement de l’une 
d'elles suivant les puissances de l'autre. Pour préciser le problème, pre- 
nons une racine simple a de l'équation F(x) —o et supposons que les 
deux fonctions fix) et F(x) soient holomorphes dans le domaine du 
point a. Dans ce domaine, on a 

T—a 

nee n D 

o(æ) 


de F(x) —o. En représentant F(x) par y, la relation précédente est 
équivalente à 


la fonction g(x) étant régulière pour x = a, si a est racine simple 


T—a—yo(r)=0 


et l'on est ramené à calculer le développement de f(x) suivant les puis- 
sances de y (formule de Lagrange). 


‘27. Équation de Képler. — L'équation z — a — e sinz = 0, 0ù a et e 
sont deux nombres positifs, a < z, e < 1, admet une racine réelle comprise 
entre o et 7, deux racines dont la partie réelle est comprise entre mr 

et(m+1)T, lorsque m est un nombre positif pair, ou négatif impair; si m 
est un nombre positif impair, ou négatif pair, il n’y a aucune racine dont 
la partie réelle soit comprise entre mr et (m+1)r. [Brior et BOUQUET, 
Théorie des fonctions elliptiques, 2° édit., p. 199.] 

[On étudie la courbe décrite par le point u = 3 — a — e sin z, lorsque a 
variable z décrit les quatre côtés du rectangle formé par les droites 
x= MT, T= (M +1)T, y =+ R, y = — R, R étant un nombre trés grand.] 


“28. Pour des valeurs très grandes de m, les deux racines de l'exercice 
o , 


précédent dont la partie réelle est comprise entre 2m7 et (2m +1)r son 
\ RE ; T . 2 T° 
à peu près égales à 2m7 + — Hi [res (2) + log (2m7 + z)] . 

2 2 


| Govrier, Annales de l’École Normale, 2° série, t. VII; OR 
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CHAPITRE XV. 


FONCTIONS UNIFORMES. 


La première partie de ce Chapitre est consacrée à la démonstra- 
tion des théorèmes généraux de Weierstrass (!) et de M. Mittag- 
Leffler sur les fonctions entières, et les fonctions uniformes ayant 
une infinité de points singuliers. J'en fais ensuite l'application 
aux fonctions elliptiques. Je ne pouvais songer à développer cette 
théorie d’une façon quelque peu complète dans un petit nombre 
de pages; aussi me suis-je borné à indiquer à grands traits les 
points essentiels, de façon que le lecteur puisse se rendre compte 
de l’importance de ces fonctions. Quant à ceux qui voudront 
pousser plus loin l'étude des fonctions elliptiques, ou en faire des 
applications, un simple Cours d'Analyse ne saurait leur suffire ; 
ils seront toujours obligés d'avoir recours aux Traités spéciaux. 


I. FACTEURS PRIMAIRES DE WEIERSTRASS. — THÉORÈME 
DE MITTAG-LEFFLER. 


319. Expression d’une fonction entière par un produit de fac- 
teurs primaires. — Tout polynome de degré m est égal au produit 
d’une constante par m facteurs de la forme x — a, égaux ou iné- 
gaux, et cette décomposition met en évidence les racines de ce 
polynome. Euler avait obtenu le premier pour sing un développe- 
ment en produit infini analogue, mais les facteurs de ce produit, 
que nous verrons plus loin, sont du second degré en z. Cauchy 


(*) Les théorèmes de M. Weierstrass qui vont être exposés ont été publiés dans 
son Mémoire sur les fonctions uniformes d'une variable ( Memoires de l’ Aca- 
démie de Berlin, 18:56). M. Picard a donné une traduction de ce Mémoire dans 
les Annales de l'École normale supérieure (1839). L'ensemble des recherches de 
M. Mittag-Leffler se trouve dans un Mémoire des Acta Mathematica (t. IL). 


WwWw.rcin.org.pl 


156 CHAPITRE XV. — FONCTIONS UNIFORMES. 


avait reconnu que, dans certains cas, on est conduit à adjoindre à 
chacun des facteurs binomes, tels que æ — a, un facteur exponen- 
tiel convenable, Mais c’est M. Weierstrass qui a traité le premier la 
question dans toute sa généralité, en montrant que toute fonction 
entière, admettant une infinité de racines, peut être exprimée par 
le produit d’un nombre infini de facteurs, dont chacun ne s'an- 
nule que pour une seule valeur de la variable. 

Nous connaissons déjà une fonction entière ne s’annulant pour 
aucune valeur de z, c’est e7; il en est de même de es(°), g(z) étant 
un polynome ou une fonction entière. Réciproquement, toute 
fonction entière qui ne s'annule pour aucune valeur de s est de 
cette forme. En effet, si la fonction entière G(z) ne s’annule pour 
aucune valeur de 3, tout point z= a est un point ordinaire pour 


G'(z) . . F : 
Gin » qui est par consequent une fonction entière gi (3), 


G'( z) 


EA 
G(z) S J 


en intégrant les deux membres entre les limites 35, 3, il vient 


G(2) ne , 
Log | Se | = f; gı(z) dz = g(3)— 8g (30), 
“0 / = 


Zy 


g(z) étant une nouvelle fonction entière de z, et lon a 


G( sj G( Zy ) 68/5) —81%0) = e8l5i—-8(50) +Log[G(50)] 


Le second membre est bien de la forme voulue. 
Si une fonction entière G(z) n’admet que n racines 4&,, 
ds, <- +, An, distinctes ou non, la fonction G(z) est évidemment 


de la forme 
G(z)—=(3—- a; )(z3—a)...(3— an)est, 


Considérons maintenant le cas où l'équation G(3) — o admet 
une infinité de racines. Comme il ne peut y avoir qu’un nombre 
fini de racines de module inférieur ou égal à un nombre 
quelconque R (n°299), si nous rangeons ces racines de façon que 
le module n’aille jamais en diminuant, chacune des racines figure 
à un rang déterminé dans la suite obtenue 


(1) A1, A, es Ony- Anis e... 


où l'on a |a4,|£|a»,,l, et où |a,| augmente indéfiniment avec 
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l'indice z. Nous supposerons que chacune des racines figure dans 
celte suite autant de fois que lexige son degré de multiplicité, et 
que l’on n'y fait pas figurer la racine 3 = 0, si G(o) = 0. Nous 
allons d’abord montrer comment on peut former une fonction 
entière G, (z) admettant pour racines les termes de la suite (1), 
et celles-là seulement. 


Le produit (: — Z je, où Q,(z) désigne un polynome, est 
ln \ / £ v r 


une fonction entière qui ne s’annule que pour 3 = &p. Nous pren- 
drons pour Q,(3) un polynome de degré v que lon détermine de 
la manière suivante; nous pouvons écrire le produit précédent 


aE +Log( A ) 


et en remplaçant Log (1 — =) par son développement en série 
\ An 
entière, le développement de lexposant commencera par un terme 


de degré y + 1, pourvu que lon prenne 


m 2 at 
Ad 


Q, (z3) = — + trs sie 
An 24; ya, 


Le nombre entier y est encore indéterminé. Nous allons montrer 
qu’on peut choisir ce nombre y en fonction de z de façon que le 
produit infini 


(2) GE) 


soit absolument et uniformément convergent dans tout cercle C 
de rayon R, décrit de l’origine comme centre, aussi grand que 
soit R. Le nombre R étant fixé, soit & un nombre positif inférieur 
à un. Mettons à part dans le produit (2) les facteurs correspondant 


? EM, : 
aux racines @, dont le module ne dépasse pas a S'il y a g racines 


satisfaisant à cette condition, le produit des g facteurs 


q 


n=1 


représente évidemment une fonction entière de 3; considérons le 
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i me 


produit des facteurs à partir du (q +1) 


F(z) = (1 eus. 
I] dn 


n=q+1 
Lorsque z reste à l’intérieur du cercle de rayon R, on a |z|SŚR 


i R K ; 
et comme l’on a |ar| > Ti lorsque n > gq, il s'ensuit que l’on a 


5 


aussi |3| < |an]. Un facteur de ce produit peut donc s'écrire, 


d’après la façon dont on a pris Q,(3), 


\ 1 z yti 1 /3 v +32 
z (a a = 
EPR 2d ) eus = e “+i \an v+2\a, : 
An / 
si l’on désigne ce facteur par 1 + ün. on a 
1 s\yti 1 ee 
i= e v+1 4, av +2 an pos w 


Tout revient à démontrer qu’en choisissant convenablement le 
nombre y la série dont le terme général est U,— | uņ| est unifor- 
mément convergente dans le cercle de rayon R (n° 284). D'une 
façon générale, m étant un nombre quelconque réel ou imaginaire, 


on a 
[em — I | < ell — 1; 


on a donc, a fortiori, 


3 


1 


yti v+l 
= = ( + 
Ur < erta 


V+- 2 


V+1 
V+3 


re) 


ou, en observant que |z| < 2|a,|, lorsque |z| est < R, 


Un an 


1 vre £ 


Un KATA 


s 


ün 


1-4 I, 


Mais, æ étant un nombre réel et positif, e” — ı est inférieur à xe”; 


par suite, on a encore 
1 


g Wi l Jar S i 1 v+1 gl-a 
U, < — |— V1 S 1—2 RER 
v +1 An, (— ga JE a 


l 
l | 3 


fmk 


Pour que la série dont le terme général est U, soit uniformé- 


ment convergente dans le cercle de rayon R, il suffira qu’il en soit 


v+1 $ > 
. S'il existe 


~ 


de même de la série dont le terme général est 


an 


. T. P . . 
un nombre entier p tel que la série —| soit convergente, il 


An 
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suffira de prendre y = p — 1. S'il n'existe pas de nombre entier p 


jouissant de cette propriété (1), il suffira de prendre v = n —1. 
3 [r . > 

~> est uniformément 
n| 

convergente dans le cercle de rayon R, car ses termes sont plus 
R 


anuj 


En effet, la série dont le terme général est 


€ 


i F + f 
, et la racine n'""€ du terme 


petits que ceux de la série y 


su le a m3 R 
général de cette dernière série, ou ||, tend vers zéro lorsque n 


Gal 
augmente indéfiniment (?). 

On peut donc toujours choisir le nombre entier y de façon que 
le produit infini F,(3) soil absolument et uniformément conver- 
gent dans le cercle de rayon R; ce produit peut être remplacé par 
la somme d’une série uniformément convergente (n° 284) dont 
tous les termes sont holomorphes. Ce produit F(z) est donc 
lui-même une fonction holomorphe dans ce cercle (n° 298). En 
multipliant F(z) par le produit F,(3) qui ne contient qu'un 


nombre fini de facteurs holomorphes, on voit que le produit 


infini 
+ © i 
= fall zh S- À Q:(:) 
(3) eR ET | LC op 
n=1 


est lui-même absolument et uniformément convergent à l’inté- 
rieur du cercle C de rayon R, et représente une fonction holo- 
morphe dans ce cercle. Comme le rayon R peut être pris arbitrai- 
rement et que y ne dépend pas de ce rayon, ce produit est une 
fonction entière G,(3) qui admet pour racines les différents 
termes de la suite (1), et celles-là seulement. 


Si la fonction entière G(3) admet en outre le point 3 —0 
j l 


(1) Soit par exemple a,= logn (n22). La série dont le terme général est 
(logn)P est divergente, quel que soit le nombre positif p, car la somme des 
: " , A—1: À ; , 
(n—1) premiers termes est supérieure à ATTIN expression qui augmente in- 
(E 
o 
définiment avec z. 
(2) M. Borel a fait remarquer qu'il suffit de prendre pour v un nombre tel 


logn 
est convergente, 


à a” R 
que y +1 soit plus grand que log x. En effet, la série y 5 
n 


togntog | È | „| 
n = 


l 
car le terme général peut s'écrire e anl, A partir d'une valeur 


la, | 


AE 40 le | 1 
scra supérieur à e?, et le terme général inférieur à — 
R n° 


de n assez grande, 
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À : G(z 5 
comme zéro d'ordre p, le quotient -pgz est une fonction ana- 
` 1 


lytique qui n’admet dans tout le plan ni pôle, ni zéro. C’est donc 
une fonction entière de la forme e#%), g(z) étant un polynome 
ou une fonction entière, et nous avons pour la fonction G(s} 


l'expression suivante 


{ Á ) G( À E— egl) zP (: pe pt 
y | | An 


La fonction entière g(z) peut à son tour êlre remplacée d’une 
infinité de manières par la somme d’une série uniformément con- 


vergente de polynomes 
g (z) = g1(3)+ 82) +... + ns) +... 
et la formule précédente peut encore s'écrire 
-+ œ 


/ g A 
G(z) =|| ( I — Z Jeterent 
EA N li 


n=1 
les facteurs de ce produit, dont chacun ne s’annule que pour une 
valeur de 3, sont appelés facteurs primaires. 

Le produit (4) étant absolument convergent, on peut ranger les 
facteurs primaires dans un ordre arbitraire, ou les associer entre 
eux à volonté. Dans ce produit, les polynomes Q,(z) ne dé- 
pendent que des racines elles-mêmes une fois qu'on a choisi la 
loi qui fait connaître le nombre v en fonction de z. Mais le fac- 
teur exponentiel es‘? ne peut être déterminé si lon connaît seu- 
lement les racines de la fonction G(s). Prenons par exemple la 


fonction sinzz, qui admet pour racines simples tous les nombres 
2 
est con- 


r 


An 


entiers, positifs ou négatifs. Dans ce cas, la série ky 


vergente; on peut donc prendre y = 1, et la fonction 


où l'accent placé à droite de M indique qu’on ne doit pas donner à 
l'indice nla valeur zéro ('), admet les mêmes racines que sinzz. On 


(*) Quand cette exception doit être observée dans une formule, nous le rappe- 
lons en faisant suivre d’un accent 'la caractéristique du produit ou de la somme. 
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a donc sinzz = 68 G (z), mais le raisonnement ne nous apprend 
rien sur le facteur e8®, Nous démontrerons plus loin que ce fac- 
teur se réduit à z. 


316. Genre d’une fonction entière. — Étant donnée une suite 
indéfinie quelconque &,, &4:,..., 4», ..., où |a,| augmente indé- 
finiment avec z, nous venons de voir comment on peut former une 
infinité de fonctions entières admettant pour zéros tous les termes 
de cette suite, et n’en admettant pas d’autres. Lorsqu'il existe un 
nombre entier p tel que la série Y|a,|? soit convergente, on peut 
prendre tous les polynomes Q,(z) de degré p — 1. 

Étant donnée une fonction entière de la forme 


+ © 


TT RU A RENE". PE (2 i 
G(z) =g" eP(2) ; | (: — =) e'n 2 an) M c AAANin , 
| g An 


asi 


où P(z) est un polynome de degré p — 1 au plus, le nombre p — 1 
+o 

est dit le genre de cette fonction. Ainsi la fonction À j (: —- 2) 

à n=1 

SIN 3 


est de genre zéro; la fonction écrite plus haut est de genre 


un. L'étude du genre d’une fonction entière a donné lieu depuis 
quelques années à un grand nombre de travaux ('). 


317. Fonctions uniformes avec un nombre fini de points singu- 
liers. — Lorsqu'une fonction uniforme F(z) n’a dans tout le plan 
qu'un nombre fini de points singuliers, ces points singuliers sont 
nécessairement des points singuliers isolés; ce sont des pôles ou 
des points essentiels isolés. Le point z = œ est lui-même un point 
ordinaire ou un point singulier isolé (n° 310). Inversement, si une 
Jonction uniforme n'a dans tout le plan (y compris le point à 
l'infini) que des points singuliers isolés, ces points singuliers 
sont en nombre fini. En effet, le point à l'infini est un point 
ordinaire pour la fonction ou un point singulier isolé. Dans les 
deux cas, on peut décrire un cercle C de rayon assez grand pour 


(!) Pour les renseignements bibliographiques, voir l’Ouvrage de M. E. BOREL : 
Leçons sur les fonctions entières. 


G., IL. ` 11 
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qu'à l’extérieur de ce cercle la fonction n’ait pas d’autre point sin- 
gulier que le point à l'infini lui-même. A l’intérieur du cercle C, 
la fonction ne peut avoir qu’un nombre fini de points singuliers; 
car, si elle en avait une infinité, il y aurait au moins un point 
limite (n° 299), et ce point limite ne serait pas un point singulier 
isolé. Ainsi une fonction uniforme qui wa que des pôles en a 
nécessairement un nombre fini, car un pôle est un point singu- 
lier isolé. 


Toute fonction uniforme quiest régulière pour toute valeur 
finie de z, et pour z =œ, se réduit à une constante. — En 
effet, si cette fonction ne se réduisait pas à une constante, comme 
elle est régulière pour toute valeur finie de z, ce serait un po- 
lynome ou une fonction entière, et le point à l'infini serait pour 
cette fonction un pôle ou un point singulier essentiel. 

Cela posé, soit F(z) une fonction uniforme admettant n points 
singuliers distincts &@,, @2, ..., a, à distance finie, et soit 


\ 


Gi( ) la partie principale du développement de F (3) dans 


3 — 4j 


le domaine du point a;; G; est un polynome ou une fonction 
entière. Dans les deux cas cette partie principale est régulière 
pour toute valeur de z (y compris z = œ), sauf pour z = ai. Soit 
de même P(z) la partie principale du développement de F(3) 
dans le domaine du point à l'infini; P(z) est nul si le point à 
l'infini est un point ordinaire de F(z). La différence 


\ 


D = F(3)—P(3) Ke Ar 


isi 


est évidemment régulière pour toute valeur de 3, y compris 3 = +; 
c'est donc une constante C, et nous avons légalité (') 


(5) F(a) =P()+ Xa) és 


imi 


qui montre que la fonction F(z) est complètement déterminée, 


(1) On arrive encore à cette formule en égalant à zéro la somme des résidus 
I 


/ 
de la fonction Hal eete = 
— 3 — 9 


stantes et æ comme la variable (voir n° 310). 


) Z, 3, étant considérés comme des con- 
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à une constante additive près, par la connaissance des parties 
principales dans le domaine de chacun des points singuliers. 
Ces parties principales, ainsi que les points singuliers, peuvent 
d’ailleurs être choisis arbitrairement. 

Lorsque tous les points singuliers sont des pôles, les parties 
principales G; sont des polynomes; P(3) est aussi un polynome, 
s’il n’ést pas nul, et le second membre de la formule (5) se réduit 
à une fraction rationnelle. Comme, d'autre part, une fonction 
uniforme qui n'admet que des pôles comme points singuliers en 
a un nombre fini, on en conclut qu'une fonction uniforme, dont 
tous les points singuliers sont des pôles, est une fraction 
rationnelle. 


318. Fonctions uniformes avec une infinité de points singu- 
liers. — Si une fonction uniforme admet une infinité de points sin- 
guliers dans un domaine fini, il y aura au moins un point limite à 
l’intérieur ou sur la frontière de ce domaine. Par exemple la 


. I A . r 
fonction ; admet comme pôles toules les racines de léqua- 


Sin — 


~ 


, k étant un 


. . I 
ton sin (£) — o, c'est-à-dire tous les points 3 = 5 
~ ti 


nombre entier quelconque; l’origine est un point limite. La 


fonction ———— admet de même pour points singuliers toutes 
Sin Sanai 
sin! 
Cna 
les racines de l'équation sin (+ :)= = >: parmi lesquels sont tous les 
points z = ; , F et uy étant deux nombres entiers 


2 k'r + arc sin (g3) 
arbitraires. Tous les points - = sont des points limites, car si, 
k' restant fixe, À augmente indéfiniment, l’expression précédente a 
pour limite DU e + Il serait aisé de former des exemples de plus en 


plus compliqués du même genre en multipliant les signes sin. Il 
existe aussi, comme nous le verrons un peu plus loin, des fonc- 
Lions admettant pour points singuliers tous les points d’une ligne. 

Il peut se faire qu’une fonction uniforme n’ait qu’un nombre fini 
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de points singuliers dans tout domaine fini du plan, quoiqu’elle 
en ail une infinité dans tout le plan. A l’extérieur d’un cercle C, 
aussi grand qu’en soit le rayon, il y a toujours une infinité de 
points singuliers, et nous dirons que le point à l'infini est un 
point limite. Nous allons nous occuper, dans les Paragraphes 
suivants, des fonctions uniformes admettant une infinité de points 
singuliers isolés, ayant pour seul point limite le point à l'infini. 


319. Théorème de M. Mittag-Leffler. — S'il n’y a qu’un nombre 
fini de points singuliers dans toute portion du plan à distance 
finie, on peut, comme on l’a déjà remarqué pour les zéros d’une 
fonction entière, ranger ces points singuliers en une suite 


(6) Qi, Q2; ++. An; CAE 


de façon que l’on ait |a,|<|a,4,|, et il est clair que |a,| croît 
indéfiniment avec n. Nous pouvons supposer de plus que tous les 
termes de cette suite sont différents. A chaque terme a; de la 
suite (6) faisons correspondre un polynome ou une fonction 


= I 3 I ; f ; k 
entière en , Gi( ) pris d’une façon tout à fait arbi- 


CN‘ À: \& — dj 


traire. Le théorème de Mittag-Leffler peut s’énoncer ainsi : 


Il existe une fonction analytique uniforme, qui est régu- 
lière pour toute valeur finie de z ne faisant pas partie de la 
suite (6), et dont la partie principale, dans le domaine du 


r I 
point z = ai, est Gi( j 


3 — li 


Nous allons démontrer pour cela qu'il est possible d'associer à 


) un polynome P;(:), tel que la série 


4 


S [e(r] 


I= 


chaque fonction Gi 


3 — i 


définisse une fonction analytique jouissant de ces propriétés. 

Si le point z = o fait partie de la suite (6), nous prendrons le 
polynome correspondant égal à zéro. A chacun des autres points a; 
faisons correspondre un nombre positif s; tel que la série Xe; soil 
convergente; désignons en outre par æ un nombre positif inférieur 
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à l'unité. Soient C; le cercle ayant pour centre l’origine et passant 
par le point a;, C; le cercle concentrique au précédent et de rayon 


\ 


LÉ 4e z l i : 

égal à aļai|. La fonction G:(——) étant holomorphe dans le 
VENTURE | 

cercle C;, on a, pour tout point intérieur à ce cercle, 


f \ 
1 
À ag io + Xj1 3 he r T FAE E 


G:( 


3 — i 
La série entière qui est au second membre est uniformément con- 
vergente dans le cercle C;; on peut donc trouver un nombre 
entier y assez grand pour que l’on ait, à l’intérieur de C;, 


(7) Cf) ae aus ans < ĉi, 


3 — Qi 


et le nombre y étant ainsi déterminé, nous prendrons pour P;(2) 


le polynome — đio — air 3 —...— 43". 
Cela posé, soit C un cercle de rayon R ayant pour centre le 
point z= 0. Mettons à part dans la série (6) les points singu- 


r ; R . 
liers a; dont le module ne dépasse pas ~» S'il y en a q, nous 


poserons 


Quant à la série 


-++ œ 


F,(3) — p) [&(—) ea Pi(s)|, 
i=q+i 
elle est absolument et uniformément convergente dans le cercle C; 
car on a, pour tout point pris dans ce cercle, [SR < ajail, si 
l'indice £ est supérieur à g. D’après l'inégalité (7) et la façon dont 
on a pris le polynome P;(2), le module du terme général de la 
seconde série est inférieur à s;, lorsque z est intérieur. à C. La 
fonction F,(:) est donc une fonction holomorphe dans ce cercle, 
et il est clair qu’en lui ajoutant F, (2), la somme 


(8) 5 roa Dla) ra] 


1 


aura dans le cercle C les mêmes points singuliers que F, (2) avec 
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les mêmes parties principales. Ces points singuliers sont précisé- 
ment les termes de la série (6) dont le module est inférieur à R, 


et la partie principale dans le domaine du point a; est G; (=) 


ETEA 
Comme le rayon R est quelconque, il s'ensuit que la fonction F (3) 
satisfait à toutes les conditions de l'énoncé. 

Il est clair qu’en ajoutant à F(z) un polynome ou une fonc- 
tion entière quelconque G(z), la somme F(2)+ G(z) admet les 
mêmes points singuliers que F(z) avec les mêmes parties princi- 
pales. Inversement, on a ainsi expression générale des fonctions 
uniformes possédant les points singuliers donnés avec les parties 
principales correspondantes, car la différence de deux pareilles 
fonctions, étant régulière pour toute valeur finie de z, est un 
polynome ou une fonction entière. La fonction G(z) pouvant à 
son tour être représentée par la somme d’une série de polynomes, 
la fonction F(:)+ G(z) peut donc elle-même être représentée 
par la somme d’une série dont chaque terme s’obtient en ajoutant 


Ai (11 


à la partie principale Gi 


) un polynome convenable. 


Si loutes les parties principales G; sont des polynomes, la fonc- 
tion est méromorphe dans toute région du plan à distance finie, 
et inversement. On voit donc que toute fonction méromorphe 
peut être représentée par la somme d’une série dont chaque terme 
est une fraction rationnelle ne devenant infinie que pour une 
valeur finie de la variable. Cette représentation est analogue à la 
décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples. 
Toute fonction méromorphe ®(z) peut aussi se représenter par 
le quotient de deux fonctions entières. Supposons en effet que les 
pôles de (z) soient les termes de la suite (6), chacun d'eux 
étant compté avec son degré de multiplicité. Soit G(s) une fonc- 
tion entière admettant ces zéros; le produit D(3)G(z) n’a plus 
de pôles. C’est donc une fonction entière G, (3), et l’on a l'égalité 


Gı (z) 
p = . 
(3) G(2) 
320. Étude de quelques cas particuliers. — [a démonstration 


précédente du théorème général ne donne pas toujours le moyen 
le plus simple de former une fonction uniforme satisfaisant aux 
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conditions voulues. Supposons par exemple qu'il s'agisse de con- 
struire une fonction D(z) admettant pour pôles du premier ordre 
tous les points de la suite (6), le résidu étant égal à un; nous sup- 
poserons que z= 0 n’est pas un pôle. La partie principale rela- 


p z I re 
tive au pôle a; est ——; et l’on peut écrire 
~ Î 


tout revient à déterminer le nombre entier y en fonction de l'in- 
dice č de façon que la série 


+ © + © 


I (=) zy I 
D ES ey So PA E OE 
Z — Ai \đi ; j A ayt 


Esi 


soit absolument et uniformément. convergente dans tout cercle 
décrit de l’origine pour centre, en négligeant un nombre suffisant 

P ; ec z \vt1 š 
de termes au début. Il suffit encore que la série (+) soil 


Ai 
elle-même absolument et uniformément convergente dans le 
p 
ai 
soit convergente, il suffira de prendre y = p — 1. S'il n'existe pas 


de nombre entier jouissant de cette propriété, on prendra comme 
plus haut (n° 315) y = i — 1, ou yv + ı > logi. Le nombre y étant 
choisi convenablement, la fonction méromorphe 


même domaine. S'il existe un nombre p tel que la série pa 


(9) e) =X AES TO AR re 
= ———— + — + — +... 
9 3— 4; Qi a? ay 


admet pour pôles du premier ordre tous les points de la suite (6) 
avec un résidu égal à l'unité. 

lil est facile d'en déduire une nouvelle démonstration du théo- 
rème de M. Weierstrass sur la décomposition d’une fonction 
entière en facteurs primaires. En effet, on peut intégrer terme à 
terme la série (9) tout le long d'un chemin quelconque ne passant 
par aucun des pôles; car, si ce chemin est situé dans un cercle C 
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ayant pour centre l’origine, la série (9) peut être remplacée par 
une série uniformément convergente dans ce cercle, augmentée 
de la somme d’un nombre fini de fonctions méromorphes [cela 


résulte de la démonstration même de la formule (9)]. Si nous 
intégrons en prenant le point s = o pour limite inférieure, il vient 


5 = = z2 gzv 
æ ~ ~ ~ 
f td =Y Log(1— — + + “île PR a me ee 
j j \ 4i i 24a; vay 


di 


i +o 3 52 hd 
L Pisjdz A ee e TEE 
fAj «© ye 
0 ni ( sd e i 24; vas 


(10) en 


Il est facile de vérifier que le premier membre de cette formule (10) 
est une fonction entière de z. Dans le voisinage d’une valeur a 


de z, n’appartenant pas à la suite (6), l'intégrale f D(z)dz est 
wN 
ae 
holomorphe; la fonction e”® > est aussi holomorphe, et diffé- 


rente de zéro pour s = a. Dans le voisinage du point a;i, on a 


, I 
ẹ(z)= — — + P(z— ai), 
pare 


f P(z) dz = Log(s — a;) + Q(z — a;), 
+0 


TARA 
eo = (3—a;)eds-ui, 
les fonctions P et Q étant holomorphes. On voit que cette fonc- 
ton entière admet pour racines les termes de la suite (6), et la 
formule (10) est identique à la formule (3) établie plus haut. 

La même démonstration s’appliquerait encore aux fonctions 
entières ayant des racines multiples. Si a; est une racine multiple 
d'ordre r, il suffirait de supposer qs (z) admet le pôle z = ai 
avec un résidu égal à r. 

Cherchons encore à former une fonction méromorphe admet- 
tant pour pôles du second ordre tous les points de la suite (6), la 


» 
_ 


$ . . . = ° ` ~ I 
partie principale dans le domaine du point &; élant (=z) . 


Nous supposerons que š = o est un point ordinaire, et que la 
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Que (RE d F + z 
série | est convergente; il est clair qu’il en sera de même 
t 
E ar T VARE TIEK ; 1 . 
z] + En limitant le développement de —— sui- 


de la série Ÿ 
di (3 — a;) 


vant les puissances de z à son premier terme, on peut écrire 


I I 24;j3 — 3? 243 — 3? 
-— = — , 
(3 — ai)? g? a? (2 — ai)? ( 3 \? 
ai (1— — 
a; 
et la série 
+ © f á ET %d:Z — 2? 
4 1 i QE 
(11) D(s3)— — — — | = à zZ \? 
(3— u;i)? a? elite z] 
4 : pa 


=i i=1 \ tj 


répondra à la question, pourvu qu’elle soit uniformément conver- 
gente dans tout cercle C décrit de l’origine pour centre, en négli- 
geant un nombre suffisant de termes au début. Or si l’on ne prend 
que les termes de la série provenant des pôles a;, pour lesquels 


R P Te 
on a |a;| > =i R étant le rayon de C et « un nombre positif infé- 
. a 3 bira. P . FM å . 
rieur à un, le module de ( 1 — žij reste inférieur à une certaine 
\ i 
MN Sas A 23 z2 
limite, et la série dont le terme général est SR — T est absolu- 
į ġ 
ment et uniformément convergente dans le cercle C, d’après les 
hypothèses faites sur les pôles &;. 


321. Méthode de Cauchy. — Étant donnée une fonction méro- 
morphe F(z), le théorème de M. Mittag-Leffler permet de former 
une série à termes rationnels dont la somme F, (z) admet les 
mêmes pôles que F(z) avec les mêmes parties principales. Mais il 
reste encore à trouver la fonction entière qui est égale à la diffé- 
rence F(z)— F, (2). Longtemps avant les travaux de M. Weier- 
strass, Cauchy avait déduit de la théorie des résidus une méthode 
pour décomposer une fonction méromorphe en une somme d’une 
infinité de termes rationnels, moyennant quelques hypothèses 
d’un caractère très général sur cette fonction. Il est du reste facile 
de présenter la méthode sous une forme plus générale. 

Soit F(z) une fonction méromorphe, régulière dans le domaine 
de l’origine; et soient C;, Cz, ..., On, +++, une suite indéfinie 
de contours fermés, entourant le point 3 = 0, ne passant par aucun 
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des pôles, et tels qu’à partir d’une valeur de n assez grande, la 
distance de l’origine à un point quelconque de Cpr reste supé- 
rieure à tout nombre donné. Il est clair qu'un pôle quelconque 
de F (z) finira par rester compris à l’intérieur de tous les contours 
successifs Cp, Cnys, -+ +, pourvu que l'indice n soit assez grand. 
L'intégrale définie 


où æ est un point quelconque intérieur à C,, et différent des 

pôles, est égale à F (x), augmenté de la somme des résidus relatifs 

aux différents pôles de F(z) intérieurs à C}. Soit ax un de ces 

pôles; la partie principale correspondante G(——) est une 
3 —4k 


fonction rationnelle, et l’on a, dans le domaine du point 4x, 


À l Å m—1 A; t 
Cap" (e—a) t e mA E E 


F(2)= 


Dans le domaine de ce point, on peut écrire aussi 


HAt 1 “ee: dan A E A (3— ax) 
Et Del |, du, (æ— ay}? (x— ax} 

r nv T e F(z) : 
et, en faisant le produit, il est visible que le résidu de - > relatif 
au pôle ax est égal à 

A 1 A m1 A m G I 

— — —,, — — — 7——— = — al — ie 
T= Ak (x — ap)” (£ — ap)” T — ük 


On a donc la relation 


i ; Ai I I F(z)dz 
(12) ee Do) + me: net ‘À 5 
Cn ‘n 


\ x 


le signe Ÿ indiquant une sommation étendue à tous les pôles ak 
Ca 
intérieurs au contour Cp. D'autre part, nous pouvons remplacer 


I 
ar 
Eep 


rig > wP 1 Sa ptt i! 
Saee ea + + ip 
PTE TRUE 3P#+1 3 —7 \3 ds 
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et écrire la formule précédente 


| FC) = à Sn 2 SL TA 


(Cu 
(13) í 


| gP: f e F( A s+ f F(z) (2) az. 
| 2ni AR JE —T\s 


(Cr 


F(z)dz 


ed 


L'intégrale — ee i 


2T 


est égale à F(0), augmenté de la 
“V (Ca) 


somme*des résidus de d z F(z) relatifs aux pôles de AE intérieurs 
nes 


pa 


à C,. D'une manière générale, l'intégrale définie = — AN 


H Ftr-1) (o) 


est égale à PO ON et plus la somme des résidus de z7 F(z) 


relatifs aux pôles de F(z) intérieurs à C}. Si nous représentons 
par sy" le résidu de F(z)z7” relatif au pôle ay, nous pouvons 


écrire la formule (13) 


f x£ aP 
4 — p a nd mor eA NE Arr A p) 
a us F'(0)+.:.4 Pri 5 Fu 
(4) ! -X [e(z JEst e. + sa] 
— k 
c 


n 
I FCs) /'œ\rri 
de SOLS W di 
2T 1, a 3 
in 


Pour avoir une limite supérieure du terme complémentaire, 
écrivons ce terme 
PPEA F(z) dz 
Ris - $ s 
e € } 


2i z? 3(3—x) 


F 5 e | Pi ` 
supposons que, le long de C,, le module de e ) reste inférieur à M, 


et le module de z supérieur à à. Comme le, nombre n doit croître 
indéfiniment, nous pouvons supposer qu’on l’a pris assez grand 
pour que à soit supérieur à |z|, et, le long de Cr, on aura 


Si S, est la longueur du contour Cz, on a donc 


He EES "PN. | PSE 


or Ce) rs sl 
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On pourra affirmer que ce terme complémentaire tend vers zéro 
lorsque n grandit indéfiniment si l’on peut trouver une suite de 
contours fermés C4, C2, ..., Cn, ... et un nombre entier po- 
sitif p satisfaisant aux conditions suivantes : 

1° Le module de F(3)3-? reste inférieur à un nombre fixe M, 
le long de tous ces contours. 


S T : 
2° Le rapport — de la longueur du contour C, à la distance 


minima à de l’origine à un point de ce contour reste inférieur à 
une limite L, lorsque z augmente indéfiniment. 

Si ces conditions sont vérifiées, [R,| est inférieur au quotient 
d'un nombre fixe par un nombre à —|x| qui croît indéfiniment 
avec n. Ce reste R, tend donc vers zéro, et nous avons à la limite 


F(æ)=F(o)+xF"(0o)+...+ ——— Fir (o) 
pa EN 
19) i 4 1 p EN p 


n 


La fonction F(x) est donc développée en une somme d’une: 
infinité de termes rationnels. D’ordre dans lequel ils se succèdent 
est déterminé par la loi de succession des contours C, Ca, ..., 
Cn, .... Si la série obtenue est absolument convergente, on 


pourra les écrire dans un ordre arbitraire. 


Remarque. — Si le point 3 = o était un pôle pour F (z), avec 
la partie principale G ( d }» il suffirait d'appliquer la méthode 
précédente à la fonction F (3) — G (:) : 

322. Développement de cot x et de sin x. — Appliquons cette 
méthode à la fonction F(z) = cotz — 4 qui admet pour pôles 


du premier ordre les points z = kr, k étant un nombre entier 
quelconque différent de zéro, et le résidu étant égal à un. Nous 
prendrons pour contour C, un carré tel que BCB'C' ayant pour 
centre l’origine et dont les côtés, parallèles aux axes, ont pour 
longueur 2nT +7; aucun des pôles ne se trouve sur ce contour, 
et le rapport de la longueur S, à la distance minima à de l’origine 
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à un point du contour est constante et égale à 8. Le carré du 
module de cot(x + yi) est égal à 


eÿY+e-?ÿ+9cos2T 
e?Y + e—?} — 2 COSL L 


Sur les côtés BC et B'C', on a cos2æ = — 1, el le module est 


inférieur à un. Sur les côtés BB’ et CC’, le carré de ce module 


est inférieur à 
e?yY +e-+) =(= =) 
; 


ety + e~? — a2 I — e~? 


on doit remplacer dans cette formule 2y par + (2n + 1), et 
l'expression obtenue tend vers l'unité lorsque n augmente indéfi- 


niment. Comme le module de - le long de C, tend vers zéro 


I 
lorsque n augmente indéfiniment, il s'ensuit que le module de la 
a . 1 ` < ? 

fonction cotz — - sur le contour C, reste moindre qu’un nombre 


fixe M, quel que soit n. On peut donc appliquer à cette fonction 
la formule (16), en supposant p = o. On a ici 


F(o) = lim ( z COST — ik pas 
TEN NNAL 
et s? qui représente le résidu de t cotz — — Š pour le pôle kz est 
, M i 
UP Le on 
égal à z- On a donc 
s 1 
I s I l 

16 otg — — = lim > — — 
KISI i PA pA (rte) 


— n 


la valeur k = o étant exceptée de la sommation. La série obtenue 
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en faisant croître n indéfiniment est absolument convergente, car 
le terme général peut s’écrire 
I 1 T I r 
T—kr kr kr(kT — x) k2 m? ( D. 


x£ Tr T É x is 
et le module du facteur —— reste inférieur à une certaine limite, 
T 


kr 
pourvu que x ne soit pas un multiple de z. Nous avons donc en 
définitive 
1 E | W 

17 cotæ = — + — + z) 
(7) Z dm \r—kT a 

En intégrant les deux membres de cette relation le long d’un 
chemin partant de l’origine et ne passant par aucun des pôles, il 
vient 


. + o 
ä 1 sinz \ i æ \ x 
otg — — =L o =z i o as = — 

A (co £ = )dr og ( z ) 2 o8 (1 zoh Tz’ 


d’où l’on tire 


(18) sing = e | i (1 )ers. 


Le facteur eg‘) est ici égal à P unité. Si dans la série (17) nous associons 
les deux termes qui proviennent des valeurs opposées de #, nous obtenons 
la formule 


(a) es itar re NES 


En associant de même les deux facteurs du produit (18) qui corres- 
pondent à des valeurs opposées de k, nous avons la nouvelle formule (1) 


(36) nee] (.- ra) 


que l’on peut encore écrire, en remplaçant x par 7x, 


n -+ æ 
SINnT æT I! x? 
= g I — —— |e 
T I Li k? 
1 


Remarques diverses. — 1° Les dernières formules mettent facilement en 


(1) Cette décomposition de sing en produit infini est due à Euler qui Pa 
obtenue par une voie élémentaire (Zntroductio in Analysin infinitorum ). 
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évidence la périodicité de sinz, qui wapparaît pas avec le développement 


Ie y sints A TR 
en série entière. Nous voyons en effet que ——> est la limite pour r infini 


T 


du polynome 


si l’on y change v en æ +1, on voit facilement que l’on a 


RE j n+i+ær 

Oa(Z = — Onr (z) ———) 

i da n— T 

ce qui donne, en faisant croître n indéfiniment, sin (r£ +T) =—sinrx, 
ou sin(3 + T)= — sinz, et par suite sin (3 + 27) = sin z. 


2° Il est aisé de se rendre compte, sur cet exemple particulier, de la 

nécessité ď’associer à chacun des facteurs binomes de la forme 1— — un 
ak 

facteur exponentiel convenable, si l’on veut obtenir un produit absolu- 

ment convergent. Supposons, pour fixer les idées, æ réel et positif. La 


série À 7 étant divergente, le produit 


Pa=2(1+ 2) (1+2) 


m 


augmente indéfiniment avec mm, tandis que le produit 


w) / BE 

Q=u—z)(1— €)... (1-2 

2 \ n 

tend vers zéro lorsque z croît indéfiniment. Si l’on prend m = n, le pro- 
å 2.» MARS ne (0e À i Ae 

duit Pm Qm a pour limite ———; mais, si l’on fait croître m et n indépen- 


T 
damment l’un de l’autre, la limite de ce produit est complètement indé- 
terminée (n° 285). Il est facile de le vérifier, quelle que soit la valeur de x, 
au moyen des facteurs primaires de M. Weierstrass. Remarquons d’abord 
que les deux produits infinis 


-+ œ , Pr j x z 
Fe)=ef (+). n, ral) = Gun her 
n=1 É n= 


sont l’un et l’autre absolument convergents, et leur produit F;(æ)F2(æ) 


; , SINTE 
est égal à ——: 
T 


Cela posé, nous pouvons écrire le produit Pm Qn comme il suit : 


m = 
l j æ\ —= PNET e(1+,+ PEI- URLAN -}) 
Eng (1+2) ] [(-2)e 2 m 2 n}, 
y y 
v=1 


V1 


Lorsque les deux nombres m et n augmentent indéfiniment, le produit 
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de tous les facteurs du second membre, en négligeant le dernier, a pour 


SIn TE 


limite F;(x)F2(x) — + Quant au dernier facteur, on a vu que 


l'expression 


a pour limite logw, en désignant par w la limite du rapport z (I. n°49, 161). 


Tr 


; AU. À 
Le produit P,,Q, a donc pour limite exlogw ; on voit comment cette 


T 
limite dépend de la loi suivant laquelle les deux nombres m et n aug- 
mentent indéfiniment. 
3° On peut faire des remarques tout à fait analogues sur le développe- 
ment de cotæ. Nous montrerons seulement comment on peut déduire la 
périodicité de cette fonction de la série (17). Observons d’abord que la 
j I 24 I 
kre (Fnk  Æ(k—i)r 
dice k prend toutes les valeurs entières depuis — œ jusqu’à + æ, sauf k =0, 


série dont le terme général est » où l'in- 


2 
k = 1, est absolument convergente, et sa somme est — =, comme on le 


ix 
voit en faisant d’abord varier k de 2 à ++, puis de —ı à — æ. Nous 
pouvons donc écrire le développement de cote 
+o 


RA Bd I I Di I pi f 
T—= — 4 PE EE ER ETS BERRE E 
DO MT T æ — kr (k—1)7 


— 0 


les valeurs k = o, k —1 étant exclues de la sommation. Cela revient à 
retrancher de chaque terme de la série (17) le terme correspondant de la 


+ En 


IIN 


série convergente formée par la série précédente augmentée de 


e 


changeant v en æ+ 7, il vient 


+ %0 
I I I ARE 
BR AR RS ER ee Sn NM Pr ser D rx] 


ou encore 


MORE DN R. d OUI ER E in AS 
cot(z +z)= >+) [ur t arl 


k— 1 prenant toutes les valeurs entières sauf o. Le second membre est 
identique à cotz. 


IL. — FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 
FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


323. Fonctions périodiques. Développements en séries. — Une 


. fonction analytique uniforme f(z) est dite périodique s’il existe 
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un nombre w, réel ou complexe, tel que l’on ait, quel que soit z, 
f(z+w)=f(:); ce nombre w est appelé période. Marquons 
dans le plan le point d’affixe w, et sur la droite indéfinie passant 
par l’origine et par le point w, portons à partir de l’origine, dans 
un sens ou dans l’autre, une longueur égale à |w|, un nombre 
quelconque de fois. Nous obtenons ainsi les points w, 26, 3%, ..., 
nw, ..., et les points = w; —2w, ..., —nuw, .... Par ces 
différents points et par l’origine menons des parallèles à une 


direction quelconque différente de Ow; le plan est ainsi décom- 
posé en une infinité de bandes d’égale largeur (fig. 76). 

Si par un point quelconque z on mène une parallèle à la direc- 
tion Ow, on obtiendra tous les points de cette droite en faisant 
varier le paramètre réel à de — œ à + œ dans l'expression z + Aw. 
En particulier, si le point z décrit la première bande A A’BB;, le 
point homologue 3 + w décrira la bande contiguë BB'CC, le 
point 3 -+- 2w décrira la troisième bande, et ainsi de suite. Toutes 
les valeurs de la fonction f(z) dans la première bande se repro- 
duiront périodiquement dans les suivantes. 

Soient LL’ et MM’ deux droites indéfinies parallèles à la direc- 

ains 
tion Ow. Posons u=e ” , et cherchons la région du plan des ų 
décrite par la variable v lorsque le point z reste dans la bande 


Ga IL 12 
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indéfinie comprise entre les deux parallèles LL', MM’. Si x+ 87 
est l’affixe d’un point de LL’, on obtiendra tous les autres points 
de cette droite en posant 3 = 4 + Bi + w, et faisant varier À} de 
— æ à +. Íl vient alors 


y a (ABiH) SN ch 
lorsque À varie de — æ% à +, u décrit un cercle C, ayant pour 
centre l’origine. On voit de même que, lorsque z décrit la 
droite MM’, u reste sur un cercle C, concentrique au premier; 
lorsque le point z décrit la bande indéfinie comprise entre les deux 
droites LL’, MM’, le point u décrit la couronne comprise entre les 
deux cercles C;, Cə. Mais, tandis qu’à une valeur de z ne corres- 
pond qu’une valeur de u, à une valeur de u correspondent une 
infinité de valeurs de z formant une progression arithmétique de 
raison w, illimitée dans les deux sens. 

Une fonction périodique f(z), admettant la période w, et holo- 
morphe dans la bande indéfinie comprise entre les deux droites LL’, 
MM, est égale à une fonction ọ( u) de la nouvelle variable #, holo- 
morphe dans la couronne comprise entre les deux cercles C, et Ca. 
En effet, à une valeur de u correspondent bien une infinité de 
valeurs de z; mais ces valeurs de z donnent toutes la même valeur 
de f(z), en vertu de la périodicité. D’autre part, si to est une va- 
leur particulière de w, et 35 une valeur correspondante de z, la 
valeur de z qui tend vers zo est une fonction holomorphe de # dans 
le domaine de vg; il en est donc de même de #(u). Nous pouvons 
donc appliquer à cette fonction (u) le théorème de Laurent; 
dans la couronne comprise entre les deux cercles G,, C, cette 
fonction est égale à la somme d’une série de la forme suivante : 


—+ © 


mA q 4 
o(u) = > Anu!; 


m = — © 


en revenant à la variable z, on en conclut que la fonction pério- 
dique f(z) est égale, à l’intérieur de la bande considérée, à la 
somme de la série 


9nITS 


(19) HOLDUT 
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Si la fonction périodique f(z) est holomorphe dans tout le plan, 

ou peut supposer que les deux droites LL’, MM’, qui limitent la 

bande, s'éloignent indéfiniment, l’une vers le haut, l’autre vers le 

bas. Toute fonction périodique entière est donc développable 

en une série ordonnée suivant les puissances, positives et néga- 
2Tiz 

tives, de e ® , et convergente pour toute valeur finie de z. 


324. Impossibilité d’une fonction uniforme à trois périodes. — D'après 
un théorème célèbre de Jacobi, une fonction uniforme ne peut admettre 
plus de deux périodes distinctes. Pour le montrer, il suffit évidemment de 
prouver qu'une fonction uniforme ne peut avoir trois périodes distinctes. 
Nous démontrerons d’abord le lemme suivant : 

Soient a, b, c trois quantités quelconques, réelles ou imaginaires, et m, 
n, p trois nombres entiers arbitraires, positifs ou négatifs, dont l’un au 
moins est différent de zéro. Si l’on attribue aux entiers m, n, p tous les 
systèmes de valeurs possibles, sauf m = n = p = o, la limite inférieure 
de |ma + nb + pc| est égale à zéro. 

Imaginons l’ensemble (E) des points du plan dont l’affixe est de la 
forme ma + nb + pc. Si deux points correspondant à deux systèmes 
d’entiers différents coïncident, l’on a par exemple 


ma + nb + pe = mya + nıb + pie, 
et par suite 
(m—m)ja+(n—nm)b+(p—pi)c=o, 


lun au moins des nombres m — m3, n — nı, p — pı n'étant pas nul. Dans 
ce cas la proposition est évidente, Si tous les points de l’ensemble ( E) sont 
distincts, soit 20 la limite inférieuré de [ma + nb + pe|; ce nombre 2è 
est aussi la limite inférieure de la distance de deux points quelconques de 
l’ensemble (E). En effet la distance des deux points d’affixes ma + nb + pc 
et ma + nb + pic est égale à [(m—m;)a+(n—n)b+(p— pic]. 
Nous allons montrer qu'on est conduit à une conclusion absurde en sup- 
posant à > o. 

Soit N un nombre entier positif; donnons à chacun des nombres entiers 
m,n; p, l'une des valeurs de la suite —N,—(N —:)...,0,...,N—1,N, 
et associons de toutes les manières possibles ces valeurs de m, n, p. Nous 
obtenons ainsi (2N + 1) points de l’ensemble (E), et, par hypothèse, ces 
points sont tous distincts. Supposons |aæ|Z|b|=21|c]|; la distance de l’un 
quelconque de ces points à l’origine est au plus égale à 3N|a|. Ces points 
sont donc situés à l’intérieur d’un cercle C de rayon 3N/a| ayant pour 
centre l'origine, ou sur le cercle lui-même. Si de chacun de ces points 
comme centre on décrit une circonférence de rayon à, tous ces cercles 
seront intérieurs au cercle C; décrit de l’origine pour centre avec un rayon 
égal à 3N|a|+û, et seront extérieurs les uns aux autres, car la distance 
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des centres de deux d’entre eux ne peut être plus petite que 28. La somme 
des aires de tous ces cercles est donc inférieure à l'aire du cercle G;, et 
Pon a 

(3N|a| +) > (2N +1) 8? 


ou 
3Njal] 


Ô << 


3 
(2N +1)?— 1 


Le second membre tend vers zéro lorsque N croit indéfiniment; cette 
inégalité ne peut donc être vérifiée, quel que soit N, par un nombre positif ©. 
Par conséquent la limite inférieure de | ma + nb + pc|ne peut être un 
nombre positif; cette limite est donc zéro, et le lemme est établi. 

Nous voyons donc que lorsqu'il n'existe pas de systèmes de nombres 
entiers m, n, p (sauf m = n = p = 0), tels que l’on ait ma + nb + pc = 0, 
on peut toujours trouver pour ces nombres entiers des valeurs telles que 
[ma + nb + pc| soit plus petit qu’un nombre positif arbitraire e. Dans 
ce cas une fonction uniforme f(z) ne peut admettre à la fois les trois 
périodes a, b, c. En effet soit 34 un point ordinaire de f(z); du point Zọ 
comme centre décrivons un cercle de rayon £ assez petit pour qu’à l’inté- 
rieur l'équation f(3) = f(zo) [wait pas d’autres racines que 3 = Zo (n° 299). 
Si a, b, c sont des périodes de f(z), il est clair que ma + nb + pce est 
aussi une période, quels que soient les nombres entiers m, n, p, et l'on à 


f(zo+ ma + nb + pe) = fizo). 


Si l’on a choisi m, n, p de façon que |ma + nb + pc| soit < £, l’équa- 
tion f(z) — f(z0) aurait donc une racine 41, différente de Zo, et telle que 
|S1 — zo| soit < £, ce qui est impossible. 

Lorsqu'il existe entre a, b, c une relation de la forme 


(20) ma + nb + pe = 0, 


sans que les nombres m, n, p soient tous nuls, une fonction uniforme f(z) 
peut admettre les périodes a, b, c, mais ces périodes se réduisent à deux 
ou à une seule, Nous pouvons supposer que les trois nombres entiers m, 
n, p sont premiers entre eux dans leur ensemble. Soit D le plus grand 
commun diviseur des deux nombres m, n; m=—Dm',n=Dn'. Les deux 
nombres m, n' étant premiers entre eux, on peut trouver deux autres 
nombres entiers m”, n” tels que m'n"— m'n'=1. Posons 


m'a+nb=— a", m'a + n"b = b", 


on aura inversement a = n"a — n'b', b = m'b'— m'a'; si a et b sont des 
périodes de f(z), il en est de mème de a' et de b', et réciproquement. 
On peut donc remplacer le système des deux périodes a et b par le système 
des deux périodes a' et b'. La relation (20) devient Da'+ pe = 0; D et p 
étant premiers entre eux, prenons deux autres nombres entiers D' et p' 
tels que Dp'— D'p = 1, et posons D'a'+ p'e = c'. On tire des relations 
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précédentes a'= — pe', c = Dc', et l’on voit que les trois périodes a, b, c 
sont des combinaisons des deux périodes b’ et c’. 


Remarque. — On déduit comme corollaire du lemme précédent que, 
si æ et B sont deux quantités réelles et m, n deux nombres entiers arbi- 
ma+n$| 


traires (dont l’un au moins n’est pas nul), la limite inférieure de 
est égale à zéro. Car si l’on pose a =a, b—8, c —i, le module de 
ma~ n= pi ne peut être inférieur à un nombre < ı que si l'on a 
p =0,|ma=+ n8]| < =z. Ilen résulte qu'une fonction uniforme f(z)ne peut 


: n : B à 
admettre deux périodes réelles distinctes x et 8. Si le rapport = est incom- 
a 


mensurable, on pourra trouver deux nombres m et n tels que |ma + nf] 
soit < =, et le raisonnement s'achèvera comme tout à l’heure. Si le rap- 


; ` : PE m . o 
port — est commensurable et égal à une fraction irréductible — , choisissons 
a n 


deux nombres m et n' tels que mn’ — m'n = 1, et posons m'a— n'$ = y. 
Le nombre y est aussi une période, et des deux relations ma — nß = 0, 
m'a — n'B = y, on tire a = — n y, B = — my, de sorte que z et B sont des 
multiples de la période unique y. D'une façon plus générale, une fonction 
uniforme f(z) ne peut admettre deux périodes distinctes « et b dont le 
rapport soit réel, car la fonction f(az) admetirait les deux périodes 


0 b 
réelles 1 et —- 
a 


325. Fonctions doublement périodiques. — Une fonction dou- 
blement périodique est une fonction uniforme admettant deux 
périodes, dont le rapport est imaginaire. Pour nous conformer 
aux notations de M. Weierstrass, nous désignerons la variable 
indépendante par ų, les deux périodes par 2w et 2w/, et nous sup- 


! 
. . w CT 
poserons que le coefficient de ¿ dans — est positif. Marquons 


dans le plan les points 26, 4w,6w, ... et les points 2w/', 4w’, 
Gw', ...; par les points 2mw menons des parallèles à la direc- 
ion O w’ l ints 2 m'w d llèles à la direction O 
tion Ow et par les points 2m w des paralleies à la direction O w. 
Nous décomposons ainsi le plan en un réseau de parallélogrammes 
égaux (fig. 77). Soit f(u) une fonction uniforme admettant les 
deux périodes 2w, 2w/; des deux relations f(u +2w)= f(u), 
f(u+2w")= flu) on déduit aussitôt f(u+ 2 mw +2 m w) = f(u), 
de sorte que 2mw + 2 M'w' est aussi une période, quels que soient 
les nombres entiers m et m’; nous la représenterons par 2. 

Les points-périodes sont précisément les sommets du réseau de 
parallélogrammes précédents. Lorsque le point w décrit le pa- 
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rallélogramme OABC, ayant pour sommets les points o, 2%, 
26 + 20, 2W', le point u + 2w décrit le parallélogramme ayant 
pour sommets les points 2, 202W, 202W + 2w, 20-20, 
et la fonction f(u) reprend la même valeur aux points homologues 
des deux parallélogrammes. Tout parallélogramme ayant pour 
sommets quatre points Uo, Uot 20, UoH 20, Uot 20 +20 
s'appelle un parallélogramme des périodes; on considère en 
général le parallélogramme OABC, mais on pourrait remplacer 


l’origine par un point quelconque du plan. La période 2w + 2w! 
sera désignée, pour abréger, par 2%"; le centre du parallélo- 
gramme OABC est le point ù”, tandis que les points w et w’ sont 
les milieux des côtés OA et OC. 


Toute fonction entière doublement périodique est une con- 
stante. En effet soit f(u) une fonction doublement périodique; si 
elle est entière, elle est holomorphe dans le parallélogramme OABC 
et le module de f(u) reste toujours inférieur dans ce parallélo- 
gramme à un nombre fixe M. Mais la valeur de f(u) en un point 
quelconque du plan est égale, d’après la double périodicité, à la 
valeur de f(u) en un point du parallélogramme OABC. Le module 
de cette fonction reste donc inférieur à un nombre fixe M; c’est 
une constante, d’après le théorème de Liouville. 
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326. Fonctions elliptiques. Propriétés générales. — Il résulte 
du théorème précédent qu’une fonction doublement périodique 
admet des points singuliers à distance finie, à moins de se réduire 
à une constante. On appelle fonctions elliptiques les fonctions 
méromorphes doublement périodiques. Dans un parallélogramme 
des périodes, une fonction elliptique a un certain nombre de 
pôles; on appelle ordre de la fonction le nombre de ces pôles, 
chacun d'eux étant compté avec son degré de multiplicité. Remar- 
quons que si une fonction elliptique f(u) a un pôle uo sur le 
côté OC, le point vo + 2 w situé sur le côté opposé AB est aussi un 
pôle; mais, en évaluant le nombre des pôles compris dans OABC, 
on ne doit compter qu’un seul de ces pôles. De même, si lori- 
gine est un pôle, tous les sommets du réseau sont aussi des pôles 
de f(u), mais on ne doit en compter qu’un dans chaque paral- 
lélogramme. Il suffirait par exemple de déplacer infiniment peu le 
sommet du réseau qui est à l’origine pour que la fonction consi- 
dérée f(u) n'ait plus aucun pôle sur le contour du parallélo- 
gramine. Quand nous aurons à intégrer une fonction ellip- 
tique f(u) le long du contour du parallélogramme des périodes, 
nous supposerons loujours qu’on a déplacé, s’il est nécessaire, ce 
parallélogramme de façon que f(u) n'ait pas de pôies sur le 
contour. L'application des théorèmes généraux de la théorie des 
fonctions analytiques conduit bien aisément à des propositions 
fondamentales : 


1° La somme des résidus d’une fonction elliptique, relatifs 
aux pôles situés dans un parallélogramme des périodes, est 
nulle. 


Supposons, pour fixer les idées, que f(u) n'ait aucun pôle sur 
le contour OABCO. La somme des résidus relatifs aux pôles 


situés à l’intérieur du contour est égale à — u) du, l’inté- 
8 2ml ? 


grale étant prise le long de OABCO. Cette intégrale est nulle, car 
la somme des intégrales prises le long de deux côtés opposés est 
nulle. On a, par exemple, 


f{u) du = [tu du, i fFujdu = E f(u)du; 
©) 


(OA) wo “(B  20+20)' 
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si nous remplaçons dans cette dernière intégrale, u par u + 2%, 
on a encore 


f flu)du = Aa T Na f fiujdu=— f: J{u) du. 


(TC) + 20) Y (0A) 


On verrait de même que la somme des intégrales le long de AB 
et de CO est nulle. Du reste, la propriété est presque évidente 
sur la figure (fig. 78); considérons en effet deux éléments corres- 


pondants des deux intégrales le long de OA et le long de BC. Aux 
points m et m' la valeur de f(u) est la même, tandis que les va- 
leurs de du sont opposées. Le théorème précédent prouve qu'une 
fonction elliptique f(u) ne peut avoir un seul pôle du premier 
ordre dans un parallélogramme des périodes. Une fonction ellip- 
tique est au moins du second ordre. 


29 Le nombre des zéros d’une fonction elliptique dans un 
parallélogramme des périodes est égal à l’ordre de cette 
fonction (chacun des zéros étant compté avec son degré de 
multiplicité). 

J'(u) 
Ju) 


aussi une fonction elliptique, et la somme des résidus de ġ(u) 


Soit f(u) une fonction elliptique; le quotient 


= o(u) est 


dans un parallélogramme est égal au nombre des zéros de f(u) 
diminué du nombre des pôles (n° 306). En appliquant le théo- 
rème précédent à la fonction ġ(u), on en conclut la proposition 
énoncée. D’une façon générale, le nombre des racines de l’équa- 
tion f(u) = C, dans un parallélogramme des périodes, est égal à 
l’ordre de la fonction, car f(u) — C a les mêmes pôles que f(u), 
quelle que soit la constante C. 
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3° La différence entre la somme des zéros et la somme des 
pôles d’une fonction elliptique, dans un parallélogramme des 
périodes, est égale à une période. 


J'(u) 
fu) 


parallélogramme OABC. Cette intégrale est égale, nous l'avons 


` Me . » I 
Considérons l'intégrale — J u du le long du contour du 


vu (n° 306), à la somme des zéros de f(u) situés à l’intérieur de 
ce contour diminuée de la somme des pôles de f(u) dans le même 
contour. Evaluons la somme des intégrales provenant des deux 


côtés opposés OA et BC 


20) "1 20)’ ' 
f u TIRRI EN [ u O a 


0 JS u e 20+20)" I wy) 


si nous changeons, dans la dernière intégrale, v en u + 2w', cette 
somme est encore égale à 


2w 0 


u Eou du + Í. (u + 2w) RER 
i fiu) A flu + 2w') 


ou, en ayant égard à la périodicité de f(u), à 
Tu) 


f AF CE) 
— zo = du 
fu) 


“0 


20) ! 
ANE NN NE VO F z ae 
L'intégrale $ Fun 4 est égale à la variation de Log! f(u)] 


lorsque ų décrit le côté OA; f(u) revient à sa valeur initiale et 
par conséquent la variation de Log[ f(u)] est égale à — 2mart, 
Mə étant un nombre entier. La somme des intégrales le long des 
A ’ + y , ` I . 
côtés opposés OA et BC est donc égale à — (4mariw/) = 2M w". 
9 2T À * 
On verrait de même que la somme des intégrales le long de AB et 
de CO est de la forme 2m, w. La différence considérée est donc 
égale à 2m, + 2 Maw’, c’est-à-dire à une période. 
La proposition s'applique aussi aux racines de l'équation 


f(u) = C, comprises dans un parallélogramme de périodes, quelle 
que soit la constante C, pour la même raison que plus haut. 


4° Entre deux fonctions elliptiques, aux mêmes périodes, il 
existe une relation algébrique. 
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Soient f(u), f.(u) deux fonctions elliptiques, admettant les 
mêmes périodes, 2w, 26". Dans un parallélogramme des périodes 
prenons les points 44, &2, «+, 4m Qui sont des pôles pour l’une ou 
l’autre des deux fonctions f(u), f,(u) ou pour les deux à la fois, et 
soit p; l’ordre de multiplicité le plus élevé du pôle a; relativement 
à ces deux fonctions; nous poserons pı + pa +...—+huim—N. Soit 
d'autre part F (x, y) un polynome entier de degré n à coefficients 
constants; si l’on remplace dans ce polynome x et y par f(u) 
et f,(u) respectivement, le résultat est une nouvelle fonction 
elliptique D(u) dont les pôles ne peuvent être que les points &,, 
ə, +, Am, et ceux qui s’en déduisent par l'addition d’une période. 
Pour que cette fonction D(w) se réduise à une constante, il faut 
et il suffit que les parties principales disparaissent, dans le 
domaine de chacun des points &,, a2, .... am. Or le point a; est 
un pôle d'ordre au plus égal à nu; pour ®#(u). En écrivant que 
tous les coefficients des parties principales sont nuls, on aura donc 


en tout au plus 
n( ++... +lim)=Nn 


relations linéaires et homogènes entre les coefficients du po- 
lynome F(z, y), le terme indépendant de x et de y n’y figurant 


: n(n +3) ; a 
pas. Ces coefficients sont au nombre de Li ant ip si l’on choisit n 
2 


assez grand pour que l’on ait n(n+3)>2Nn, ce qui est pos- 
sible, puisque n(n + 3)— 2Nn croît indéfiniment avec n, on 
aura un système d'équations linéaires et homogènes, avec un 
nombre d’inconnues supérieur à celui des équations. Ces équa- 
tions admettent toujours un système de solutions non toutes 
nulles; si F(x,7) est le polynome ainsi obtenu, les fonctions 
elliptiques f(u), f,(u) satisfont à la relation algébrique 


F[f(u), Ji(u)] me G; 


C désignant une constante. 


Remarques. — Avant de quitter ces généralités, faisons encore 
quelques remarques dont on aura besoin par la suite. 

Une fonction uniforme f(u) est paire, si l’on a f(— u)= f(u); 
elle est impaire si l’on a f(— u)= — f(u). La dérivée d'une 
fonction paire est une fonction impaire, et la dérivée d’une fonc- 
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tion impaire est une fonction paire. D'une façon générale, les 
dérivées d’ordre pair d’une fonction paire sont elles-mêmes des 
fonctions paires, et les dérivées d'ordre impair des fonctions 
impaires. Au contraire, les dérivées d’ordre pair d’une fonction 
impaire sont des fonctions impaires, et les dérivées d’ordre 
impair sont des fonctions paires. 

Soit f(u) une fonction elliptique impaire; si w est une demi- 
période, on doit avoir à la fois f (w) = — f (— w), et f(w)=f(— w), 
puisque w = — w + 2v. Il faut donc que f(w) soit nul ou infini, 
c'est-à-dire que æ soit un zéro ou un pôle de f(u). L'ordre de 
multiplicité de ce zéro ou de ce pôle est forcément impair; si œ 
était un zéro d'ordre pair 2n de f(u), la dérivée f®® (u), qui 
est impaire, serait holomorphe et différente de zéro pour u = w. 
Si æ était un pôle d'ordre pair de f(u), ce serait un zéro d’ordre 
pair de En résumé, toute demi-période est un zéro ou un 
pôle d'ordre impair d’une fonction elliptique impaire. 

Si une fonction elliptique paire f(u) admet une demi-période w 
pour pôle ou pour zéro, l’ordre de multiplicité de ce pôle ou 
de ce zéro est un nombre pair. En effet, si par exemple était 
un zéro d'ordre impair 2n + 1, ce serait un zéro d'ordre pair de 
la dérivée /'(u) qui est une fonction impaire, et de même pour 
les pôles. Comme le double d’une période est aussi une période, 
tout ce que nous venons de dire des demi-périodes s'applique 
aussi aux périodes elles-mêmes. 


327. La fonction pu. — Nous avons déjà remarqué que toute 
fonction elliptique a au moins deux pôles simples, ou un pôle 
double, dans un parallélogramme de périodes. Dans la notation 
de Jacobi, on prend pour éléments simples des fonctions ayant 
deux pôles simples; dans la notation de Weierstrass, on prend au 
contraire pour élément simple une fonction elliptique ayant un 
seul pôle double dans un parallélogramme. Comme le résidu doit 
être nul, la partie principale, dans le domaine du pôle a, doit 
ètre de la forme Per Pour achever de préciser le problème, il 


suffit de prendre A — 1, et de supposer que les pôles de la fonction 
sont l’origine u = o et tous les points-périodes 2 w = 2 mw +2 m'w. 
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Nous sommes donc conduits à résoudre d’abord le problème sul- 


vant : 


Former une fonction elliptique, admettant comme pôles du 
second ordre tous les points 2w =2mw + 2 m'w, où m et m' 
sont deux nombres entiers quelconques, et admettant pas 
d'autres pôles, de telle façon que la partie principale, dans le 


domaine du point 2w, soit ——. 
(u— aw) 


Avant d'appliquer à ce problème la méthode générale du n° 320, 
nous démontrerons d’abord que la série double 


: | 
(21 > — ;, 
) [mw + m wje 


où m et m' prennent toutes les valeurs entières de — æ à +o 


(la combinaison m = m'= o étant exceptée) est convergente, 
pourvu que exposant y. soit un nombre positif supérieur à 2. 
Considérons le triangle ayant pour sommets les trois points 4 = 0, 
u= mw, u= mw + m'w; les trois côtés du triangle sont respec- 


tivement |mo|, |m'w |, [mo + m'w |. Nous avons donc la relation 


|mo + m'w |? = m| w|? m? |w |? + 2 mm'|ww | cos9, 


LA . kod = Far -= . 
4 étant langle des deux directions Ow, Oulo < Y< rT). Soit 
pour abréger |w| = a, || = b, et supposons «<b. La relation 
récédente peut encore s'écrire 
P l 
|m + m'w |? = m'a?+ m? b? + » mm'ab cose, 


— 
is 


langle © étant égal 0 à si 0< =a et à x — 0, si 0 >> ze ce angle © 


: W ANA I t 
ne peut être nul puisque les trois points O, w, w' ne sont pas en 
ligne droite, et l’on a o Scos® <- On a donc aussi 


|mw + m'w |? = (1 — cos8)(m?a?+ m'?b?) + cosQ( ma + m'b)?, 
et par suite 
[mo + m'w'|?2(1— cos0)(m?a?+ m'?b?) 2 (1 — cos 0)a? (m? m'?). 


Il suit de là que les termes de la série (21) sont respectivement 
u 

I N 4 

:) > multipliés 


/ 
s ie ; à série ——— —; 
inférieurs ou égaux à ceux de la >, (= me 
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par un facteur constant, et nous savons que celte dernière série 
. U. 

est convergente si l’exposant = est plus grand que un (1, n° 172). 
2 


La série (21) est donc convergente si l’on fait u = 3, ou x = 4. 
D’après un résultat démontré plus haut (n° 320), la série 


I f I 1 Me; 
Q(u)= — + — de oi (w = mw + m'w') 
er" u? (u—2w})? 4w? 


représente une fonction méromorphe admettant les mêmes pôles 
avec les mêmes parties principales que la fonction elliptique 
cherchée. Nous allons montrer que cette fonction &(w) admet pré- 
cisément les deux périodes 2w et 2w'. Considérons d’abord la 


série 
AT | 
(24 + 20 )? (20)? 


où 2¢ = 2 mw + 2 M'w', la sommation s'étendant à toutes les va- 


leurs entières de m et de m', saul m = m' = o, et m = — 1, Mm' = 0. 
Cette série est absolument convergente, car c’est la série (u) où 
l’on aurait remplacé u par — 2w, après avoir supprimé deux 
termes. On voit aisément que la somme est nulle, en la considé- 
rant comme une série double, et en évaluant séparément chacune 
des lignes du tableau. En retranchant cette série de (u), nous 
pouvons donc écrire encore 


i ] I i 
AAE U E A e À D - “pe : l’ 
u? (u+2w) 4w? (u— 2w)? (2% 2w)? 
les combinaisons (m = m' = 0), (m = — 1, m' = 0) étant toujours 
exclues de la sommation. Changeons maintenant «u en u — 2w; 
il vient 
I ET I I 
o(u—2w) = — +y a |, 
u* sms | (uU — 2w — 24) (24210) 
la combinaison m = — 1, m= 0 étant seule exclue de la som- 


mation. Mais le second membre de cette égalité est identique 
à o(u). Cette fonction admet donc la période 2w, et l’on vérifie- 
rail de même qu’elle admet la période 2w/, C’est la fonction que 
M. Weierstrass représente par la notation pu, et qui est ainsi 
définie par l'égalité 


(22) pu CEE > ( "w 
i = — —— — w = mw + m'w’). 
E u? (u— 2w)? 4 w? PET 
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5 4 Sna 1 
Si l’on fait u = o dans la différence pu — za tous les termes de 


la somme double sont nuls, et cette différence est nulle elle-même. 
La fonction pu jouit donc des propriétés suivantes : 


1° Elle est doublement périodique, et admet pour pôles tous 
les points 2w, et ceux-là seulement ; 


. . . . Vs I 
2° La partie principale, dans le domaine de l’origine, est p 


. 3 I 
3° La différence pu — mest nulle pour u = o. 


Ces propriétés caractérisent la fonction pu. En effet, toute 
fonction f(u) possédant les deux premières propriétés ne diffère 
de pu que par une constante, puisque la différence est une fonc- 
tion doublement périodique n'ayant aucun pôle. Si la fonction 


est telle en outre que f(u) — _ soit nul pour u = 0, f(u) — pu 


est nul pour # — 0; on a donc f(u) = pu. 

La fonction p(— u) possède évidemment ces trois propriétés; 
on a donc p(— u) = pu et la fonction pu est paire, ce qu’on voit 
aussi facilement sur la formule (22). 

Considérons la période dont le module est le plus petit, et soit à 
son module. Dans le cercle Ca de rayon à, décrit de l’origine 


Me 1 i 
comme centre, la différence pu — 7: est holomorphe, et peut être 


développée suivant les puissances positives de u. Le terme général 
de la série (22), développée suivant les puissances de u, donne 


t I in, lo (n+i)u 
(u— 2w)? 4 w? (24 )* (2w )t (2w)#+2 


et l’on s'assure aisément que cette série admet pour fonction 
u 


alo rante re 
J 16|% [3 ; u 


» et à plus forte raison l'expression 


u 2u g 4 
obtenue en remplaçant 1 — Ge] PA I: Comme la série Ÿ Twi 
w 
est convergente, il en résulte que l’on a le droit d'ajouter terme 
à terme les séries entières obtenues (n° 267). Les coefficients des 
puissances impaires de ų sont nuls, car les termes provenant des 


périodes opposées se détruisent, et nous pouvons écrire le déve- 
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loppement de pu 
I 
(23) Fu = F + CU? CU.. et eU... 


en posant 


{ 
cm” 1 
| dilak) A rs eose 


Tandis que la formule (22) s'applique dans tout le plan, le 
nouveau développement (23) n’est valable qu’à l’intérieur du 
cercle Ca, ayant pour centre l’origine et passant par le point- 
période le plus voisin. 

La dérivée p'u est elle-même une fonction elliptique, admettant 
pour pôles du troisième ordre tous les points 2w; elle est repré- 
sentée dans tout le plan par le développement en série 


1 


I 


(25) Yu à r% 

2! = —31 = 

7 J us (u — 2w)? 

D’une façon générale, la dérivée d’ordre n, p™ u, est une fonc- 
tion elliptique admettant tous les points u = 2¢ pour pôles 
d'ordre n + 2 


22 (2110) e I 
a pT u a (e E NET (ES X EE 
(26) } u+? ( ) ) (u—2w)t+2 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la légitimité de ces 
développements, ce qui n'offre aucune difficulté, d’après les pro- 
priétés établies plus haut (n° 298 et 319). 


328. Relation algébrique entre pu et p'u. — D'après un 
théorème général (n° 326), il existe une relation algébrique 
entre pu et p'u. On l’obtient aisément comme il suit. Dans le 
domaine de l’origine, on a, d’après la formule (23), 


2 
pPu—=— 5 +20u+ i 
! 4 8 Co 
u)? = — — — — 1603 +... 
(pu) uê u” 8 2 
I 3 Co 
RUE, u? + 3C3 +..., 
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les termes non écrits élant lous nuls pour «=o. La diffé- 
rence p?(u) — 4 pu admet donc l’origine comme pôle du second 
ordre, et, dans le domaine de ce point, on a 


è $ 20C 
p?(u)— {pu = — pe — 28c; +..., 
les termes non écrits étant nuls pour u = 0. 


20 Cpu — 28c, possède donc les 


La fonction elliptique 
mêmes pôles avec les mêmes parties principales que la fonction 
elliptique p? — 4 p?, et leur différence est nulle pour u = o. Ces 
deux fonctions elliptiques sont donc identiques, et nous avons la 
relation cherchée que nous écrirons 


(25) (p'u) = 4 pu — gpu — g3 


en posant 


T E 


4 3 XZ 
] \ + \ 
+ = 20 Ca — 00 — |) ; Da = 28 C3 = 140 (-— 
g > pe 83 3 4 > et 


La relation (25) est fondamentale dans la théorie des fonctions 
elliptiques; les quantités 2: et g, sont appelées les ineariants. 
Tous les coefficients c} du développement (23) sont des fonc- 
25) on déduit, 


tions entières des invariants g, et #3; de la relation ( 


en elfet, en prenant les dérivées et divisant par 2 p'u, 


(28) p'u = 6piu = #3. 
2 


D'autre part on a, dans le domaine de l’origine, 


6 x T ! ` 
DES r MS erai I2C3U? >... +(2À — 2)(2À — 3) u? +... 


En remplaçant pu et p'u par leurs développements dans la rela- 
tion (28), et en identifiant les deux membres, on obtient la rela- 
tion de récurrence 


3 
C= Di [= 2,3, ..., (À —2)], 


Pi (2) + 1)(À —3) 
v 


qui permet de calculer de proche en proche tous les coefli- 
cients ©) au moyen de c, et de c3, et par conséquent de g et 
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de g,; on trouve ainsi 


A | 0 
2*.3.52 


Ce calcul met en évidence ce fait algébrique remarquable, que 


! 


toutes les sommes Ÿ s'expriment par des fonctions entières 


des deux premières. 

Nous connaissons a priori les racines de p'u. Cette fonction, 
étant du troisième ordre, admet trois racines dans un parallélo- 
gramme. Comme elle est impaire, elle admet les racines 4 = w, 
u = w’, u = w" = w + w' (n° 326. Remarques). D’après la rela- 
tion (27), les racines de l'équation 4 p? — g» p — g3— 0 sont pré- 
cisément les valeurs de pu pour u = w, w, w”. On représente ces 
trois racines par €, €», es : 


, a 
e= pu, e2 = pw, e3 = pù ; 


ces trois racines sont différentes. En effet, si lon avait par 

exemple e, = ez, l'équation pu = e; aurait deux racines doubles w 

et wà l'intérieur d’un parallélogramme des périodes, ce qui est 

impossible puisque pu est du second ordre. On peut encore écrire 
4p’ u — g2 PU — 83 = 4(pu —e)(pu —e:)(pu — es) 

et, entre les invariants 3, g, et les racines e,, e2, ez, lon a les 

relations 


62 83 
r €1€2€3 — 
4 á 


€i + ĉa- £3 = O0, C1€9 + £: 63 + C23 = — 


. . . I D D , . ® ’ 
Le discriminant — ( g3 — 27 9%) est nécessairement différent de 
16 2 03 

Zéro. 

Å‘ ô +. . p . 1 

329. La fonction ķu. — Si nous intégrons la fonction pu — A’ 
suivant un chemin quelconque partant de l’origine et ne passant 
par aucun pôle, nous avons la relation 


u Le 
Y (ou à )du = Y = ++ ms J: 
ò u? u— 2w 2w (2%) 


La série qui est au second membre représente une fonction 
méromorphe admettant tous les points v = 24, sauf u = 0, pour 
64 4 13 
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pôles du premier ordre. En changeant le signe et en ajoutant la 


. I 
fraction z? nous poserons 


I x I I 1 0 
2 Cu—=— + — + — - ; 
(29) i u jà u — 2 tax: 
la relation précédente peut s'écrire 
u I \ I 
(30) [ (pu— 5 )du=— tut j 
De u? u 


et, en prenant les dérivées des deux membres, il vient 

(31) t'u = — pu. 

On voit facilement, sur l’une ou l’autre de ces formules, que la 
fonction Cu est impaire. Dans le domaine de l’origine, on a, 
d’après le développement (23) et la formule (30), 


US 


A 
— U° +. 
5 


& 


La fonction Ķu ne peut admettre les périodes 2w et 2w, car 
elle n'aurait qu'un pôle du premier ordre dans un parallélo- 
gramme de périodes. Mais, les deux fonctions (u + 2%) et Cu 
ayant la même dérivée — pu, ces deux fonctions ne diffèrent que 
par une constante; la fonction Ķu augmente donc d’une quantité 
constante lorsque l'argument w augmente d’une période. Il est 
facile d’avoir l’expression de cette constante. Écrivons, pour plus 
de clarté, la formule (30) sous la forme 


en changeant v en u + 2 et en retranchant les deux formules, 


il vient 
. 11420) 


Gu+au)—tu=— f pe de. 
u 


Nous poserons 


u+-20) u+20" 
b; z t oaa . 
an= f pe dv, TE pedv; 
vu u 


n et n! sont des constantes, indépendantes de la limite inférieure « 
et du chemin d'intégration. Ce dernier point est évident a priori, 
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puisque tous les résidus de pe sont nuls. La fonction Lu satisfait 
donc aux deux relations 


Llu + 2w) =U + 2N, (u — 2w) =u + ar. 


Si l’on fait dans ces formules v = — w, ou u = — w', on trouve 
= o n = ua 

Entre les quatre quantités w, w, n, n’ il existe une relation 
très simple. Pour l’établir, il suffit d'évaluer de deux façons 


l'intégrale EC du, prise le long d’un parallélogramme de som- 


mets lo, lo + 20, U + 2w +20, Uot 20. Nous supposerons 
que Çu n’a aucun pôle sur le contour et que le coeflticient de ¿ 


lá 
w TAC: 
dans — est positif, de façon que l’on rencontre les sommets dans 


l’ordre où ils sont écrits quand on décrit le contour de ce parallé- 
logramme dans le sens direct. Il y a un seul pôle de Çu à l’inté- 
rieur de ce contour, avec un résidu égal à +1; l’intégrale consi- 
dérée est donc égale à 27i. D'autre part, la somme des intégrales 
prises le long du côté joignant les sommets to, uÿ+ 2%, et du 
côté opposé est égale (voir n° 326, p. 184) à 
tto +20) 
[£u— S(u+oaw')]du = —. 
Tu 

et l’on voit de même que la somme des intégrales provenant des 
deux autres côtés est égale à 40’. On a donc la relation annoncée 


(32) wnh — 01 = 


u+20 
Calculons encore l'intégrale définie F(u) = { Se dv, prise 


u 


le long d’un chemin quelconque ne passant par aucun des pôles. 


On a 


F'(u)={(u--2w)—{u=u2n, 


de sorte que F(u) est de la forme F(w)—2nu+K, la con- 
stante K n'étant déterminée qu’à un multiple de 27i près, car on 
peut toujours modifier le chemin d’intégration, sans changer les 
extrémités, de façon à augmenter l'intégrale d’un multiple quel- 
conque de 27i. Pour trouver cette constante K, calculons l'in- 
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+) 


tégrale définie A (Le = z) do le long d’un chemin très voisin 
- U) \ 

du segment de droite qui joint les deux points w et — w. Cette 

intégrale est nulle, car on peut remplacer le chemin d'intégration 

par le chemin rectiligne, et les éléments de la nouvelle inté- 

grale se détruisent deux à deux. Mais, en remplaçant «v par — w 


dans la formule qui donne F(u), l’on a 


+w 
f gv de = — 2w + K, 


vw 


+u) 
. , I , ` . . 
et l'intégrale f z de est égale à + ré, de sorte que l'on peut 
Y —w 
rendre K = 27w + ri; en ne faisant aucune hypothèse sur le 
fl ; yp 


chemin d'intégration, on a donc, d’une façon générale, 
j a li+20) 
(33) ko do = 2q(u +w) + (2M + 1)Ti, 
m étant un nombre entier, et l’on a une formule analogue pour 


u+-20)' 
l'intégrale f Codo. 
wu 
330. La fonction su. — En intégrant la fonction u — - le 


long d’un chemin quelconque partant de l’origine et ne passant 
5 | 
par aucun pôle, nous avons 


w \ 1 
I u u u? 
Cu — = )du = Ÿ Log (1— — )+ — + — 
‘A (e A Éz | È 2 2w 8o? 


el, par suite, 


n 


u 
Pa) 4 
F (tu z) du i ' à NE 
(34) ue” 0 = u l di: ew swè, 
2 


La fonction entière qui est au second membre est la plus simple 
des fonctions entières qui admettent pour racines simples toutes 
les périodes 2%; c’est la fonction su 


' u u? 
ae A ww 
(35) cu = u 1— — jew sw, 
2w 
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: 
f (ru 2) du 


(34 bis) su—ue0 


L'égalité (34) peut s'écrire 


et, en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres, il 
vient 


(36) 


La fonction cu, étant une fonction entière, ne peut être double- 
ment périodique; quant l'argument augmente d’une période, elle 
est multipliée par un facteur exponentiel que l’on peut déter- 
miner comme il suit. On tire par exemple de la formule (34 bis) 


u+ 20 3 +20) 
r X um m r 
olu + 2w) U +2 4 (eu 7 } due f ouk 


E ra NUL = e” nu : 
GU u 


ce facteur a été calculé plus haut, et l’on a 

(33) oļu + 22W) = enu+0)+@m+Driqu = — eNu+w su. 
On trouve de même la formule 

(38) o(u + 2w ) = — eN lu+w’ su. 


Les formules (35) ou (34 bis) mettent en évidence l’une et l’autre 
que su est une fonction émpaire. 

Si l'on développe cette fonction su suivant les puissances de w, 
le développement obtenu sera valable dans tout le plan. Il est 
facile de montrer que tous les coefficients sont des fonctions 
entières de g, et de g. Nous avons en effet 


m 
I C: c , c A 
f. (gu— ! Re D UE de 
u 3.4 5.6 2À(2À — 1) 
et, par suite, 


cu = ue à* 


On voit qu’il n’y a pas de terme en w*, et qu'un coefficient 
, q 

quelconque est une fonction entière des c} et par suite des inva- 

variants 22 et 2; les cinq premiers termes sont les suivants : 


(39) (ÉD MR HER. AR, Le 
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Les trois fonctions pu, Çu, cu sont les éléments essentiels de 
la théorie des fonctions elliptiques. Les deux premières se dédui- 


L 


s F u 
sent de su au moyen des deux relations Çu = =; PU = — Ciu, 
331. Expressions générales des fonctions elliptiques. — Toute 


fonction elliptique f(u) peut s'exprimer, soit au moyen de la 
seule fonction su, soit au moyen de la fonction u et de ses 
dérivées, soit au moyen des deux fonctions pu et p'u. Nous expo- 
serons succinctement les trois méthodes. 


1° Æxpression de f(u) au moyen de la fonction su. — 
Soient a4, a2, «.., An les zéros de la fonction f(u) dans un paral- 
lélogramme des périodes, et b,, bə, ..., b, les pôles de f(u) dans 
le même parallélogramme, chacun des zéros et des pôles étant 
compté autant de fois que l'exige son degré de multiplicité. Entre 
ces zéros et ces pôles on a la relation 


(40) ai + & +... + an= bi ba +. ..+ bnr 2Q, 
2Q étant une période. Cela posé, considérons la fonction 


s(u—a«a;)...s(u— a») 


à an dus bi OUR ces il, 


Cette fonction a les mêmes pôles et les mêmes zéros que la fonc- 
tion f(u), car les seuls zéros du facteur o(u — a;) sont u = a; ct 
les valeurs de u qui ne diffèrent de a; que d’une période. D'autre 
part, cette fonction #(w) est doublement périodique, car si l’on 
change uw enu+2w, par exemple, la relation (37) prouve que 
le numérateur et le dénominateur de #(u) sont multipliés respec- 
tivement par les deux facteurs 


(—i)rerntut+no-a-a;—..—an), (— 1)” erninu+nw—bi—b,—...—bn-2Q), 


et ces deux facteurs sont égaux d’après la relation (40). On verrait 


LU e 


de même que l’on a ?{(u+2w')—#{(u). Le quotient © 


donc une fonction doublement périodique de w, n e aucun 
infini, c’est-à-dire une constante, et nous pouvons écrire 


o(u— aj)s(u— a)... o( Uu — a») 
olunia lu — br) 00 e a 


(41) . Jf(u)=0 
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Pour déterminer la constante C, il suffira de donner à la variable u 
une valeur qui ne soit ni un pôle, ni un zéro. 

D'une façon plus générale, pour exprimer la fonction ellip- 
tique f(u) au moyen de la fonction cu, quand on connaît ses 
pôles et ses zéros, il suffira de choisir n zéros (ai, a, ...,@,) 
etn pôles (b', b'i, ..., bn), de façon que toute racine de f(u) 
s'obtienne en ajoutant une période à l’une des quantités 4;, et tout 
pôle de f(u) en ajoutant une période à l’une des quantités b;, et 
que l’on ait en outre Ea; = Eb;. Ces pôles et ces zéros peuvent 
être situés dans le plan d’une façon quelconque, pourvu qu'ils 
vérifient les conditions précédentes. 


>° Expression de f(u) au moyen de la fonction et de ses déri- 
vées. — Considérons k pôles ai, as, ..., ax de la fonction f(u), 
tels que tout autre pôle s’oblienne en ajoutant une période à l’un 
de ceux-là. On peut prendre par exemple les pôles situés dans un 
même parallélogramme, mais cela n’est pas nécessaire. Soit 
u— a; (u—a;} (u — a;)"i 


la partie principale de f(u) dans le domaine du point &;. 
La différence 


k 
Ju) DD ET — a)—ASE(u—a,)... 
iE 


+ 


Le ii; (i) 

( Lir l'An gini- Qu — ai) 

Ls 2a se (fit) 

est une fonction holomorphe dans tout le plan; c’est de plus 
une fonction doublement périodique, car lorsque lon change ų 


en u+ 2w, cette fonction est augmentée de — 2nÈA , quantité 
qui est nulle, puisque XAY représente la somme des résidus dans 
un parallélogramme. Cette différence est donc une constante et 
l’on a 


k 
fu) = c+) [AP tu — an) — AØ (u — ai)... 
(42) er 


AD 
zile ATA 
\ EVE 1.2... (Ai —1) 


ķini—1)( u — a) |. 
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La formule précédente est due à M. Hermite. Pour pouvoir l’ap- 
pliquer, il faut connaître les pôles de la fonction elliptique f(u) 
et les parties principales correspondantes. De même que la for- 
mule (41) est l’analogue de la formule qui donne l'expression 
d’une fonction rationnelle par un quotient de deux polynomes 
décomposés en leurs facteurs linéaires, la formule (42) est l’ana- 
logue de la formule de décomposition d’une fraction rationnelle 
en éléments simples. C’est ici la fonction (u — a) qui joue le 
rôle d'élément simple. 


3? Expression de f(u) au moyen de pu et de p'(u). — Con- 
sidérons d’abord une fonction elliptique paire f(u). Les zéros de 
cette fonction, qui ne sont pas des périodes, sont deux à deux 
opposés; nous pouvons donc trouver n Zéros (ai, a2, :.., Qn) 
tels que tous les zéros autres que les périodes soient compris dans 
les formules 


E a 2m, (EG +26, an Ean +aw. 


On prendra, par exemple, le parallélogramme ayant pour sommets 
les points w + w', w — w, — w — w', w — w', et les zéros situés 
dans ce parallélogramme du même côté d’une droite passant par 
l'origine. Si un zéro a; n’est pas une demi-période, on fera figurer 


ce zéro à; dans la suite &4, a2, ..., An autant de fois qu'il y a 


+ 19 
d'unités dans son degré de multiplicité. Si le zéro a, par exemple 
est une demi-période, ce sera un zéro d’ordre pair 27° (n° 326, 
Remarques); nous ferons figurer ce zéro r fois seulement dans la 


suite a4, 42, ..., an. Cela étant, le produit 
(pu—pa)(pu—pa:;)...(pu—pan) 


admet les mêmes zéros que f(u), au mème degré de multiplicité, 
sauf si l’on a f(o) — o. On formera de même un autre produit 


(pu—pb;)(pu—pbh;)...(pu — pbm), 


admettant pour zéros les pôles de /(u) au mème degré de multi- 
plicité, en faisant abstraction des points périodes. Posons 


(pu — pa,)\(pu — pa)... (pu— pan), 


A (pu — pbi) (pu — pbz)... (PU — Phm)’ 


f(u) 


le quotient o(uj St une fonction elliptique qui a une valeur finie 
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et différente de zéro pour toute valeur de ų qui n’est pas une pé- 
riode. Cette fonction elliptique se réduit à une constante, car elle 
ne pourrait avoir pour pôles que les périodes, et, s’il en était 
ainsi, l'inverse n'aurait pas de pôles. On a donc 


(pu—pa;)(pu—pas)...(pu—pa,) 


Ve CR A ET ELA 
JU) (pu—pbhi)(pu— ph2)...(pu— pbn) 
À 2 HRN: ] à j 
Si fı (u)est une fonction elliptique impaire, at est une fonc- 


tion paire, et par conséquent ce quotient est une fonction ration- 
nelle de pu. Enfin une fonction elliptique quelconque F (u) est la 
somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire 


F(u)+F(— u) F(u)— F(— u) 
m G a a S 


, 


F(u) = 
2 2 
en appliquant les résultats précédents, on voit que toute fonction 
elliptique peut être mise sous la forme 


(43) F(u) = R(pu) + p'uR;(pu), 


R et R, étant des fonctions rationnelles. 


332. Formules d’addition. — La formule d’addition pour la 
fonction sin x permet d'exprimer sin(a + b)au moyen des valeurs 
de cette fonction et de sa dérivée pour x = a et x = b. Il existe 
une formule analogue pour la fonction pu; seulement l'expression 
de p(u ++) au moyen de pu, pv, p'u, p'e est un peu plus com- 
pliquée, à cause de la présence d’un dénominateur. 

Proposons-nous d’abord d'appliquer la formule générale (41), 
où figure la fonction 5, à la fonction elliptique pu — pe. On voit 
s(u+p)a(u—+v) 


immédiatement que 
o?u 


est une fonction elliptique 


admettant les mêmes zéros et les mêmes pôles que pu — pv. On 
a donc 


,s(u<+v)oiu —+) 
pu—pe= G — ~; 
ou 


pour déterminer la constante C, il suffit de multiplier les deux 
membres par &?w, et de faire tendre w vers zéro. On trouve ainsi 
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la relation 1 = — Cs52v, d’où l’on tire 
? 


Ae anA 


£ — 
(44) AAA AT g?us?p 


Prenons les dérivées logarithmiques des deux membres, en regar- 
dant comme une constante et v comme la variable indépendante. 


Il vient 
p'u 
pu — pe 


E(u+vo)+i(u—v)—2ûu; 


en permutant ų et 6 dans cette formule, elle devient 


— p'e 
pu— pre 


E(u+ve)—L(u—-v)—a%v; 


enfin, en ajoutant les deux formules, on obtient la relation 


; ıt pu—p'e 
(45) ((n 0) quetoe à EL? 
2 pu—pr 


qui constitue la formule d’addition pour la fonction Çu. 
En différentiant les deux membres par rapport à u, on obtien- 
drait l'expression de p(u ++); le second membre renfermerait 


o 
la dérivée seconde p" u qu’il faudrait remplacer par 6 p? u — z Le 


calcul est un peu long, et l’on arrive au résultat d’une façon plus 
élégante en démontrant d’abord la formule 


(46) plu+e)+<pu+pr=[f(u+e)—{u—£e}. 


Considérons toujours v comme la variable indépendante; les 
deux membres sont des fonctions elliptiques admettant comme 
pôles du second ordre u = o, u = — v, et toutes les valeurs qui 
s’en déduisent par l’addition d’une période. Dans le domaine de 
l’origine, on a 

É(u+o)—{u—-Ko=to+ulo+...—{u—{o 
= — > +ulo+au+... 


el, par suite, 


i 
[t(u + v)—ķu— ýe] = a — 2%'o —24U +... 


. . . I 4 
La partie principale est +; comme pour le premier membre. Com- 


parons de même les parties principales dans le domaine du 
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pôle u = — v. En posant u = — 6 + h, nous avons 
; I 
th —t(— e+ h)— te = ñ — h£fo+8hi+.... 
| I ; 
[bh — i(h—v)— tep = Fi — 2p o+... 
Æ 


La partie principale du second membre de la formule (46), dans 


, I 
le domaine du point u = — +, est donc ——-; comme pour le 
(u+v} 


premier membre. La différence ne peut donc être qu'une con- 
stante. Pour évaluer cette constante, comparons par exemple les 
développements dans le domaine de l’origine; on a, dans ce do- 
maine, 


r I pL 
p(u+—Vv)+pu+pr — w 1 2pPf =s UPT... 


En comparant ce développement à celui de [E(u + v) — Yu — Cv}?, 
on voil que la différence est nulle pour u = o. La formule (46) 
esl donc établie. En rapprochant les deux formules (45) et (46), 
on obtient la formule d’addition pour la fonction pu 


E ; PTA iit EA 
(47) plu +v)+pu+ pre = (EE) 
333. Intégration des fonctions elliptiques. — La formule de 


décomposition de M. Hermite se prête immédiatement à l’intégra- 
tion d’une fonction elliptique. On déduit en effet de la formule (42) 


i k 

| fr du = Cu +X jA P Logf[o(u— a;)] — AP E(u— ai) +... 
(48) $“ i=1 in 

| + (— rit ven gini—2) ( u — a). 
Nous voyons que l’intégrale d’une fonction elliptique s'exprime au 
moyen des mêmes transcendantes 5, €, p, que les fonctions elles- 
mêmes; mais la fonction su peut y figurer sous le signe log. Pour 
que l'intégrale d’une fonction elliptique soit elle-même une fonc- 
tion elliptique, il faut d'abord que l'intégrale ne présente pas de 
points critiques logarithmiques, c’est-à-dire que tous les ré- 
sidus A soient nuls. S'il en est ainsi, l'intégrale est une fonction 
méromorphe; pour qu’elle soit elliptique, il suffira qu’elle ne 
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change pas par l'addition d'une période, c’est-à-dire que l’on ait 


2Co — 21 XAP =o, 2Co — an DAY = 0, 
i i 
d’où l’on tire C — o, XA — o. Si ces conditions sont remplies, 
l'intégrale se trouve mise sous la forme indiquée par le théorème 


de M. Hermite. 


Lorsque la fonction elliptique qu'il s'agit d'intégrer est exprimée au 
moyen de pu et de p'u, il est souvent avantageux de partir de cette forme, 
au lieu d'employer la méthode générale. Soit à intégrer la fonction ellip- 
tique R(pu) + p'uR,(pu), Ret R; étant des fonctions rationnelles. Nous 


n'avons pas à nous occuper de l'intégrale fric u)p'u du, que le change- 
e 
ment de variable pu = t ramène à l'intégrale d'une fonction rationnelle. 
Quant à l'intégrale [ro u)du, on pourrait, par des opérations ration- 
U 


nelles, combinées avec des intégrations par parties convenablement choi- 
sies, la ramener à un certain nombre d'intégrales types, mais cela revien- 
drait à refaire sous une autre forme des calculs qui ont été déjà effectués 
(Chapitre V, pages 255-259). Si nous faisons en effet le changement de 
variable pu = ż, qui donne p'u du = dt, ou 

dt dt 

du = —— = ~, 
Pu ie pig, 


l'intégrale [Rou du prend la forme 
e 


E R(t)dt 
VíP— gt — g 


Nous avons vu comment cette intégrale se décompose en une fonction 


rationnelle de ¿ et du radical Va ris en une somme d'un cer- 


: Le t” dt 
tain nombre d’intégrales de la forme | —— ; et enfin en un 
Vi git— g: 


certain nombre d’intégrales de la forme 
à S dt 
FE n A 
P(t) étant un polynome premier avec sa dérivée et avec {8 — got — 83, 
et Q(t) un polynome premier avec P(t), et de degré moindre. 
En revenant à la variable w, on voit donc que intégrale R(p u) du 


est égale à une fonction rationnelle de pu et de p'u, augmentée d'un cer- 
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L 


tain nombre d’intégrales telles que f (pu) du, et d’autres intégrales de 


la forme 


S Q(pu)du 
(49) Je P(pu) 


et cette réduction peut être effectuée par des opérations rationnelles 
( multiplications et divisions de polynomes) combinées avec certaines in- 
tégrations par parties. 

On obtient aisément une formule de récurrence pour le calcul des inté- 


grales n= [puy du. Dans la relation 


K [(pu)}*-1p'u]=(n—1)(pu}t-?2p?u +(pu)t-1p'u 


I 
remplaçons p'?u et p'u par 4p? u — gı pu — gs et 6p? u — z 82 respecti- 


vement; il vient, en ordonnant par rapport à pu, 


= [(pu)t-1p'u] 
=(4n + 2)(puyt—(n — 5) ge(pu}t-1—(n—1)g;(pu)"-?, 


et l’on en tire, en intégrant les deux membres, 


/ 


! 
(50) (pu)t-1p' u =(4n + a)l — (n — Jehan gala 


En faisant successivement dans cette formule n —1,2,3,..., on calcu- 
lera de proche en proche toutes les intégrales 1, au moyen des deux pre- 
mières lo = u, 1 = —KÇu. 

Pour pousser plus loin la réduction des intégrales de la forme (49), il 
faudra connaître les racines du polynome P(£). Si l'on connait ces racines, 
on ramènera le calcul à celui d’un certain nombre d'intégrales de la forme 


du 
Tora 


po étant différent de e4, €», ez, puisque le polynome P (ż) est premier avec 
4t -— got — g3. La valeur de 6 west donc pas une demi-période, et p'v 
n’est pas nul. La formule 

— p'e 


pu—pr — K(u+v)—E(u—v) —2%v 


établie plus haut (n° 332) nous donne alors 


(51) EE = # [Logs(u+v)— Logo(u—v)—2utv]+cC. 
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334. La fonction 6. —- Les séries par lesquelles nous avons défini les 
fonctions pu, Çu, su se prêtent difficilement aux calculs numériques, 
y compris le développement en série entière de su, qui est valable dans 
tout le plan. Les fondateurs de la théorie des fonctions elliptiques, 
Abel et Jacobi, avaient introduit une autre transcendante remarquable, 
déjà rencontrée par Fourier dans ses travaux sur la théorie de la chaleur, 
et que l’on peut développer en une série très rapidement convergente; 
c'est la fonction 0. Nous allons établir brièvement les principales pro- 
priétés de cette fonction, et montrer comment on peut en déduire aisé- 
ment la fonction cu de M. Weierstrass. 

Soit z une quantité imaginaire r + si, où le coefficient s de d est positif; 
v désignant une variable complexe, la fonction 0(+) est définie par le 
développement en série 

+o s Trs 
(52) 0(v) = DAS 1)” a) en+Dniv, q = em, 


— 0 


que l’on peut regarder comme une série de Laurent, où l’on aurait rem- 
placé z par et”, Cette série est absolument convergente, car le module U, 
du terme général a pour expression 
ES es) anus 

si o =a Bi; VUn tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment par 
valeurs positives, et il en est de même de ŸU_,. La fonction (+) est donc 
une fonction transcendante entière de la variable p. C’est une fonction 
impaire; en eflet, si nous réunissons les termes de la série qui corres- 
pondent aux valeurs n et — n —ı de l'indice (en faisant varier n de o. 
à + æ), le développement (52) est remplacé par le suivant 


+ i 1 
(53) Bo) =2 Drg") sin( 2n +1)r#, 
0 


qui montre que l’on a 
0(—eve)= — b (v), Ota) = o. 


Lorsque # augmente de l'unité, le terme général de la série (52) est 
multiplié par e®#+0riZ —ı. On a donc 8(9+1)=—06(v). Lorsqu'on 
change # en 6 ++, on ne voit pas immédiatement de relation simple 
entre les deux séries. Mais nous pouvons écrire 


+ © j 12 
r s » z 2 1 
0(v -+ Y) = 5 (— sp gl" T3) td D et2n+1)niv : 


rt | 


changeons dans cette série n en n —1ı, le terme général de la nouvelle 
série 


1,2 
(—1)4-1 Wwa Higi el2n+1) niv e—2riv 
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est égal au terme général de la première série (52), multiplié par — g—1e-?riv, 
La fonction 0(#) satisfait donc aux deux relations 


(54) aer) = Olo) Olr) =—g'eamivb(v); 


ces relations montrent que la fonction 0(#) admet pour zéros tous les 
points m, + MT, M, et m2 étant des nombres entiers arbitraires, positifs 
ou négatifs, puisque l’origine est une racine. 

Ce sont là les seules racines de l'équation (v) —0. Considérons en 
effet un parallélogramme ayant pour sommets les quatre points o, ’o +1, 
Vo+1+T,vo+T,le premier sommet vo étant pris de telle façon qu'aucune 
des racines de (v) ne soit sur le contour. Nous allons montrer que l’équa- 
tion 0(¢) =o a une seule racine dans ce parallélogramme. Il suffit pour 


7 0'(e) ; 
cela de calculer l’intégrale [FE dv prise le long du contour dans le 
n v 


sens direct; d’après l'hypothèse faite sur +, on rencontre les sommets dans 
lordre où ils sont écrits. 
Des relations (54) on déduit 


de +3) _ 0'(e (erz) _ (v) 
O(e+1) Oie) (vr)  0(v) 


La première de ces relations montre qu'aux points correspondants z ( fig. 79) 


F 


4 PEE . g) à 
et n' des deux côtés AD, BC, la fonction \ reprend la même valeur. 


OC» 
Comme ces deux côtés sont décrits dans des sens opposés, la somme des 


Fig. 79. 
C lvo, 
N 


B/vo+ 1) 
A (vo) 


intégrales correspondantes est nulle. Au contraire, si nous prenons deux 
à . 0'(e 
points correspondants m, m' sur les côtés AB, DC, la valeur de ne au 
point m'est égale à la valeur de la même fonction au point m, diminuée 
de 276. La somme des intégrales provenant de ces deux côtés est donc 


égale à i — art dv, c’est-à-dire à 27i. Comme il y a évidemment dans 
iCD) 


le parallélogramme ABCD un point et un seul dont l’affixe est de la 
forme m;+ mat, il s'ensuit que la fonction (v) n’a pas d’autres zéros 
que ceux-là. 

En résumé, la fonction 0(¢) est une fonction entière impaire, admettant 
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pour zéros simples tous les points m+ məz, et ceux-là seulement, et 
vérifiant les relations (54). Soient maintenant 2w, 2w' deux périodes telles 


L 


: : TAN a 
que le coefficient de & dans z soit positif. Remplaçons dans 0(v) la 
Û u w’ f 
variable 6 par zag Ct T Par g? et soit y(u) la fonction 


pg | ü \ 
(55) g(u)=0(# > 
i 20 
(u) est une fonction entière impaire, admettant pour zéros du premier 
ordre toutes les périodes 2w = 2mw + 2m'w', et les relations (54) sont 
remplacées par les suivantes : 


+0)! 


=zi (—— 
` 


(56) g(u+2w) = —o(u), g(u+2w)=—e MAg(ay 


Ces propriétés sont très voisines des propriétés de la fonction su. Pour 
retrouver su, il suffit de multiplier ou par un facteur exponentiel. Posons 
en effet 


2w LU 
ew (u), 


57 Ulu) = =— 
( 7) y ( ) (H o) 
n étant la fonction de w et de w' définie comme on l’a vu plus haut (n° 329); 
Ņ(u) est encore une fonction entière impaire admettant les mêmes zéros 
que (u). La première des relations (56) devient 


n 
20 = (n+2%)? 
MES gas o(u) = — emu+w y(u), 
o À 


(58) V(u+2w) = — 


Nous avons ensuite 


n Nan LEA ; 
2w za VEA es EE") 


W(u + 2w) = — z e? A rh 

A i ) ($) (0) 2 ( ); 
- , r ni 
ou, en tenant compte de la relation no — qn'w = i 
(59) (u + 2w) = — en lu+w) y(u). 


Les relations (58) et (59) sont identiques aux relations établies plus 


pu) 
ou 


haut pour la fonction su. Le quotient admet donc les deux périodes 


2w et 2w', puisque les deux termes de ce rapport sont multipliés par un 
même facteur lorsque u augmente d’une période. Les deux fonctions ayant 
les mêmes zéros, ce rapport est constant; d’ailleurs le coefficient de u dans 
les deux développements est égal à un. On a donc su = Ņ( u), ou 


20 Lu u | 
j = 2 ms 
(60) bis TES D (5) 


et la fonction su est ramenée à la fonction 0, comme nous l'avions 
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annoncé. Lorsque l’on donne à l'argument + des valeurs réelles, le module 
de q étant inférieur à l'unité, la série (53) est très rapidement convergente. 
Nous ne développerons pas davantage ces indications, qui suffisent pour 
faire prévoir le rôle fondamental de la fonction 9 dans les applications des 
fonctions elliptiques. 


II. — INVERSION. — COURBES DU PREMIER GENRE. 


335. Relations entre les périodes et les invariants. — A tout 


, 
système de deux nombres complexes w, w’, dont le rapport - 
n’est pas réel, correspond une fonction elliptique pu, complète- 
ment déterminée, admettant les deux périodes 2w, 2wW', et régu- 
lière pour toutes les valeurs de w qui ne sont pas de la forme 
2mw + 2mM'w', toutes les périodes étant des pôles du second 
ordre. Les fonctions u et su, qui se déduisent de pu par une ou 
deux intégralions, sont également déterminées par le système des 
périodes (2w, 2w'). Quand il y a lieu de mettre ces périodes en 
évidence, on peut employer la notation p(u| w, w), G(u|w, w’), 
s(u|w, w) pour désigner les trois fonctions fondamentales. 
Mais il est à remarquer que l’on peut remplacer le système (w, w’) 
par une infinité d’autres systèmes (Q, Q') sans changer la fonc- 
tion pu. Soient en effet m, m', n, n! quatre nombres entiers, 
positifs ou négatifs, tels que l’on ait mn'— m'n = +1. Si nous 
posons Q = mw + nw’, Q'= mo + nrw, nous aurons inverse- 
ment w = £ (n'Q — nQ), w = +(mQ'— mQ), et il est clair 
que toutes les périodes de la fonction elliptique pu sont des com- 
binaisons des deux périodes 2Q, 2Q', tout aussi bien que des 
deux périodes 2w, 2w. On dit que les deux systèmes de pé- 
riodes (2 w, 2w/)et(2Q, 2 Q’) sont équivalents. La fonction p(u |Q, 9') 
admet les mêmes périodes, les mêmes pôles avec les mêmes par- 
ties principales que la fonction p(u |w, w), et leur différence est 
nulle pour # = o. Elles sont donc identiques : ce qui résulte aussi 
du développement (22), car l’ensemble des quantités 2 mo + 2 m'w' 
est identique à l’ensemble des quantités 2mQ + 2 m'Q'. On a, pour 
la même raison, Ķ (u |Q, Q')= (u| w, w), s(u|Q, Q) = s(ulw, w). 
De même, les trois fonctions pu, Çu, cu sont entièrement 
déterminées par les invariants 22, g3. Nous avons vu en effet que 
la fonction su est représentée par un développement en série 
Ga M. 14 
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entière dont tous les coefficients sont des polynomes entiers 


, 


, Q y Tl . #1 D . . 
en 2», 23: l’on a ensuite Cu = — > puis pu = — C'u. Pour indi- 
829 53) S au ] J S 


emploie la notation p(u; gr, ga), (U; ga, Z3) SU; Los La). 
Ici se présente une question essentielle. Tandis qu'il est évident, 


quer les fonctions qui correspondent aux invariants 92 et g3, on 


d’après le mode même de formation de pu, qu'à un système (w, w’) 


1 
. . . w 
correspond une fonction elliptique pu, pourvu que le rapport — ne 
w 
soit pas réel, rien ne prouve a priori qu’à tout système de va- 
leurs g», g, pour les invariants correspond une fonction ellip- 
tique. Nous savons bien que l'expression g, — 27g3 doit être 
différente de zéro, mais il n’est pas certain que cette condition 
, P l 
soit suffisante. Le problème qu'il s’agit de traiter revient au fond 


à résoudre les équations transcendantes établies plus haut 


d 1 
I I 
61 = 60 y el , T3 = 140 Dre 
rt (2mw +am' w )* “i á (2mw2 m'w )$ 


ar rapport aux inconnues w, w, ou toutau moins à reconnaitre si 
? 


ces équations admettent, lorsque g, — 27 g3 n’est pas nul, un sys- 


A 
tème de solutions tel que = ne soit pas réel. S'il existe un seul 
système de solutions, il en existe une infinité d’autres, mais l'étude 
directe des équations précédentes paraît inabordable. On arrive à 
la solution par une voie détournée en étudiant d’abord le pro- 
blème de l’inversion de l'intégrale elliptique de première espèce. 


r 


3 x w 
Remarque. — Soient w, w deux nombres complexes tels que — ne 
u) 


soit pas réel. La fonction u |w, w) correspondante satisfait à l’équa- 
p , l l 


tion différentielle 
Apus 
du sm a- = Pa 


g et ga étant définies par les équations (61). Pour u = w, pw est égal à 
lune des racines e, de l'équation 4 p?— gp — g3 = 0. Lorsque u varie 
de o à w, pu décrit une ligne L allant de linfini au point e; comme on a 

dp 
VápP’— 8P — 83 
est égale à l'intégrale définie 


la relation du — » on en conclut que la demi-période w 


e, 
w =f RUES. AI 
o VAD FEP Er 
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prise suivant la ligne L. On a une expression analogue pour w’, que l’on 
obtient en remplaçant e, par es dans l'intégrale précédente. 

Nous avons ainsi les deux demi-périodes w, w exprimées au moyen des 
invariants go», gs. Pour pouvoir en déduire la solution du problème qui 
nous occupe, il faudrait établir que ce nouveau système est équivalent au 
système (61), c’est-à-dire qu'il définit g2 et g comme fonctions uniformes 
de w, w. 


336. La fonction inverse de lintégrale elliptique de première 
espèce. — Soit R(:) un polynome du troisième ou du quatrième 
degré, premier avec sa dérivée. Nous écrirons ce polynome 

R(3)= A(z — a;)(3— &2)(3 — a3)(3 — &), 


di, de, A3, Q, désignant quatre racines différentes, lorsque R(3) 
est du quatrième degré; si R(z) est du troisième degré, nous 
désignerons les trois racines par &,, &:, &@ et nous poserons en 
outre &, = œ, en convenant de remplacer 3 — œ par l’unité dans 
l'expression de R(z). L'intégrale elliptique de première espèce 
est de la forme 


(62) B 


l’origine 34 étant supposée, pour fixer les idées, différente d’une 
des racines de R(z) et à distance finie, et le radical ayant une 
valeur initiale déterminée. Lorsque R(z) est du quatrième degré, 
le radical VR(s) admet quatre points critiques a&i, A», A3, As, el 
chacune des déterminations de VR(:) admet le point 3 = pour 
pôle du second ordre. Lorsque R(z) est du troisième degré, le 
radical WR(z) n’a plus que trois points critiques &,, a2, 43, à 
distance finie; mais, si la variable z décrit une circonférence ren- 
fermant les points &,, a, a3, les deux valeurs du radical se per- 
mutent entre elles. Le point s = + est donc un point de ramifica- 
tion pour la fonction VR(=). 

Rappelons encore les propriétés déjà établies pour l'intégrale 
elliptique &w (n° 313). Si w(z) désigne une des valeurs de cette 
intégrale quand on va du point 34 au point z suivant un chemin 
déterminé, cette intégrale peut acquérir au même point 3 une 
infinité de déterminations qui sont comprises dans les formules 


(63)u=u(sz)+2mw+2m'u!, u=1l—u(sz)+2muw+2m'u. 
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Dans ces formules, m el m’ sont deux nombres entiers tout à fait 
arbitraires, 2 w et 2 w’ deux périodes dont le rapport n’est pas réel, 
et I une constante que l’on peut prendre égale, par exemple, à 
l'intégrale le long du lacet décrit autour du point a. 

Soit p(u|w, w) la fonction elliptique formée avec les périodes 
2w, 20 de l'intégrale elliptique (62). Remplaçons dans cette 
fonction la variable u par l’intégrale (62) elle-même diminuée 


I : . Ai 
de -; et soit ®(z) la fonction de z ainsi obtenue 


” ide J I 
G P(3)—=»p — — -|w,w'|=plu —- 
(64) (2) o| f re al | p( A 


Cette fonction ®(z) est une fonction uniforme de z. En effet, 
si l’on remplace w par l’une quelconque des déterminations (63), 


w, w). 


on trouve toujours, quels que soient m, m’, 


w, w| ou P(z) — JE — u(z)|w, o|, 


ESEO | 
ea) =p: 


c’est-à-dire une valeur unique pour ®(3). 

Cherchons quels peuvent être les points singuliers de cette 
fonction D(z). Soit d’abord z, une valeur finie de z, différente 
d’un point de ramification ; supposons que l’on aille du point zọ 
au point 3, par un chemin déterminé. On arrive en ce point avec 
une certaine valeur pour le radical, et une valeur w, pour l'inté- 


est une fonction holo- 


ale. Dans le domaine d te e 
grale ans le domaine u poin NT rE 


morphe de z, et l’on a un développement de la forme 


MEEN = Qo + 4h 3 — 31) + % (3 — 31)? +... o Æ 0, 
VR(3) 
on en tire 


A X1 
(65) u= m Ola = a e E E 


e I [4 ` AE > j 
Si u, — x n’est pas égal à une période, la fonction p(u— a) 
est holomorphe dans le domaine du point w,, et, par suite, ® (z) 


d ; , I 
est holomorphe dans le domaine du point z,. Si u, — z est une 


\ 


période, le point w, est un pôle du second ordre pour p(u -— >) 
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et, par suite, 3, est un pôle du second o1dre pour ®(z), car, dans 
le domaine du point &,, on aura 


P étant une fonction holomorphe. 
Supposons en second lieu que z tende vers un point critique &i. 
Dans le domaine du point a;, on a 


1 
=(3—a;) ?P;(3— ai), 


P; étant holomorphe pour z = 4;, ou 


I I 


AS Een A AA y X Æ 0: 
zZ) St? 


on en tire, en intégrant terme à terme, 
` 2 
(66) u = U; + zaza $ ula a) |; 


~. I , TAN.. I . 
Si ui— z n est pas une période, Pl\u— > est une fonction 


holomorphe de w dans le domaine du point w;. En remplaçant 
dans le développement de cette fonction suivant les puissances de 
u — ui, la différence u — u;i par sa valeur tirée de la formule (66), 
les puissances fractionnaires de (z — a;) doivent disparaître, puisque 
nous savons que le premier membre est une fonction uniforme 
de z, et la fonction ®(z) est holomorphe dans le domaine du 


. $ I $ 
point a;. Ceci montre, remarquons-le en passant, que u; — z doit 


être égal à une demi-période. On voit de la même façon que si 
I x ‘ ; i ý i 
ui— , est égal à une période, le point a; est un pôle du premier 
ordre pour ® (z). 
Etudions enfin la fonction D(z) pour les valeurs infinies de 3. 


Nous avons deux cas à distinguer suivant que R(z) est du qua- 
trième degré ou du troisième degré. Si le polynome R(z) est du 
quatrième degré, à l'extérieur d’un cercle C décrit de l’origine 
pour centre et renfermant les quatre racines, chacune des déter- 


. . . I 
minations de est une fonction holomorphe de -. On a, par 


I 
VR(z) 
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exemple, pour l’une d'elles, 


I a 
++ +— 


a 
er —— 0. à = Tee de Qo z£ 0, 
Te SE E AN 


et il suffirait de changer tous les signes pour avoir le développe- 
ment de la seconde détermination. Si le module de z augmente 


indéfiniment, le radical TG 
(z 


d'écrire, l'intégrale w tend vers une valeur finie w,,, et l’on a, 
dans le domaine du point à l'infini, 


ayant Ja valeur que l’on vient 


(67) UE A 


k ] ne 5 I ; 
Si u,— - n'est pas une période, la fonction p (u —— 5) est régu- 
2 : 
lière pour le point us, et par suite le point z = œ est un point 
sé : I n 3 
ordinaire pour (z). Si u. — , est une période, le point u, est 


A I 
un pôle du second ordre pour pia AL et comme l’on peut 


\ 


écrire, dans le domaine de z = +, 


I =a(p+ E B a...) 


\ 


u — Us 


le point z= œ% est aussi un pôle du second ordre pour la fonc- 
tion (z). 

Si R(z)est du troisième degré, à l'extérieur d’un cercle ayant 
pour centre l’origine et renfermant les trois points critiques 4&4, 
a, 43, On a un développement de la forme 


ag 
wi 


I Fee. PE FA À Le de 


=- 
“æ 


et, par suite, 


(68) U = Uls — — 


ls 
à! 
g = 
Q> 
am 
+ 


En raisonnant comme plus haut, on voit que le point à linfini 
est un point ordinaire ou un pôle du premier ordre pour (3). 
En définitive, cette fonction D(z) n’admet que des pôles pour 
points singuliers; c’est donc une fonction rationnelle de z, et 
l'intégrale elliptique de première espèce (62) satisfait à une rela- 
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Lion de la forme 


A I \ p 
(69) p{ u —- + = (z), 
\ i 


p(z) étant une fonction rationnelle. Nous ne connaissons pas 
encore le degré de cette fonction; nous allons montrer qu'il est 
égal à un, et pour cela nous allons étudier la fonction inverse, 
En d’autres termes, nous allons maintenant considérer u comme 
la variable indépendante et rechercher les propriétés de la limite 
supérieure z de l’intégrale (62), considérée comme fonction de 
celte intégrale u. Nous diviserons cette étude, qui est assez déli- 
cate, en plusieurs parties : 


1° À toute valeur finie de u correspondent m valeurs de z, 
si m est le degré de la fonction rationnelle ® (z). 


; w 6 ‘ 5 / I 
Soiten effet u, une valeur finie de u; l'équation ® (z) = p (u -- 3) 


détermine, pour 5, m valeurs, en général distinctes et finies, 
quelques-unes de ces racines pouvant venir se confondre ou 
devenir infinies pour des valeurs particulières de «,. Soit 3, l’une 
de ces valeurs de z; les valeurs de l'intégrale elliptique & qui 
correspondent à cette valeur de z satisfont à l’équation 


f 


EN Ta i: 
pļu—5)=2)= p(w- | à 


Nous avons donc l’une des deux relations 
u = U+2Miw0 + 2M Ww, u= I — u +2 mw+ 2m, w; 


dans l’un et l’autre cas, nous pouvons faire décrire à la variable z 
un chemin allant de 3, à 3, et tel que la valeur de l'intégrale prise 
le long de ce chemin soit précisément w,. Si la fonction P(3) est 
de degré m, il y a donc m valeurs de z, pour lesquelles l’inté- 
grale (62) prend une valeur donnée u. 

2° Soit u, une valeur finie de w à laquelle correspond une 
valeur finie z, de z; la valeur de z qui tend vers z,, lorsque u 
tend vers u,, est une fonction holomorphe de u dans le domaine 
du point u;. 

En effet, si z, est différent d’un point critique, les valeurs de w 
el de z qui tendent respectivement vers u, et 3, sont liées par la 
relation (65) établie tout à l'heure, où le coefficient æo n’est 
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pas nul. D’après le théorème général sur les fonctions impli- 

cites (I, n° 187), on en déduit inversement pour 3 — z, un déve- 

loppement suivant les puissances entières et positives de u — 1. 
Si, pour la valeur particulière w;, 3 était égal à la valeur cri- 

tique &;, on pourrait de même considérer le second membre de la 

formule (66) comme un développement suivant les puissances de 


V=— 4&i; % n'étant pas nul, on en tirera inversement pour ÿ3— 4i, 
el par suite pour 3 — 4&i, un développement suivant les puissances 
entières de u — tii. 

3° Soit u, une des valeurs que prend l'intégrale u lorsque |z | 
augmente indéfiniment; le point u, est un pôle pour la valeur 
de z dont le module augmente indéfiniment. 

En effet, la valeur de l'intégrale # qui tend vers w,, est représentée, 
dans le domaine du point à l'infini, par l’un ou l’autre des déve- 


~ 1" . . 1 
loppements (67) ou (68). Dans le premier cas on obtiendra pour $ 
un développement en série entière ordonnée suivant les puissances 


de w un, 


= fi (u — Uta) + Ba (U —- ue) +... Bio; 


Ni 


, I 
dans le second cas on aura un développement analogue pour —=» 


et par suite 


í = (u — Us } | Bi + Ba ( u — us )+... T. 

Le point w, est donc un pôle du premier ou du second ordre 
pour 3 suivant que le polynome R (z) est du quatrième ou du troi- 
sième degré. 

4° Enfin nous allons démontrer qu'à une valeur de u il ne 
peut correspondre plus d’une valeur de z. Supposons en effet 
qu'en faisant décrire à la variable 3 deux chemins allant du point 3, 
à deux points différents z,, Z2, les deux valeurs de l'intégrale 
prises suivant ces deux chemins soient égales. On pourrait alors 
trouver un chemin L joignant les deux points 3,, Z2, et tel 


. , dz . . 02 d r 
que l'intégrale [= soit nulle. Si nous représentons l’inLé- 


grale u = X — i Y par le point de coordonnées (X, Y) dans un 
système d’axes rectangulaires OX, OY, nous voyons que le point ų 
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décrirait une courbe fermée F lorsque le point z décrit la ligne 
non fermée L. Or, ceci est incompatible avec les propriétés qui 
viennent d’être établies, comme nous allons le démontrer. 


. i I . 
A chaque valeur de w, la relation p(u -— Jia (z) fait cor- 


respondre un nombre fini de valeurs de z, dont chacune varie 
d’une manière continue avec # pourvu que le chemin décrit par la 
variable & ne passe par aucun des points qui correspondent à la 
valeur z = (1). D’après ce qui a été admis, lorsque la variable u 
décrit dans son plan la courbe fermée T, en partant du point A (uo) 
et revenant à ce point, z décrit un arc de courbe continu non fermé 
allant du point 3, au point zə. Prenons sur la courbe F deux 


at 


points M et P (fig. 80), et soient z', 3” les valeurs avec lesquelles 


Fig. 8o. 


N 


à 


D 


A (wo) 


on arrive en ces points M et P lorsque, la valeur initiale de 3 
étant 3,, on fait décrire à u les chemins AM et AMNP. Soit 


encore 3, 


fait décrire à u l'arc AQP ;; par hypothèse z" et z; sont différents. 
Joignons les deux points M et P par une transversale MP inté- 
5 H l 


la valeur avec laquelle on arrive au point P lorsqu'on 


rieure au contour F, et imaginons que la variable uv décrive 
larc AmM puis la transversale MP; soit 3° la valeur avec laquelle 
on arrive au point P. Cette valeur z, sera différente de z” ou 
de zi. Si elle est différente de 3°, les deux chemins AmMP 
et AQP ne conduisent pas à la même valeur de z au point P. 
Si z” et z, sont différents, les deux chemins AmMP et AmMNP 
ne conduisent pas à la même valeur en P; donc si l’on part du 


point M avec la valeur z’ pour z et qu'on aille de Men P par le 


(') Nous admettons les propriétés qui seront établies plus tard pour les fonc- 
tions implicites (Chap. XVIT). 
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chemin MP ou par le chemin MNP, on obtiendra pour 3 des 
valeurs différentes. Dans les deux cas on voit que l’on peut rem- 
placer le contour fermé T par un contour fermé plus petit F4, en 
partie intérieur à IT, tel que, u décrivant ce contour fermé, = 
décrive un arc de courbe non fermé. En répétant la même opé- 
ration sur le contour F,, et ainsi de suite indéfiniment, on 
obtiendrait une suite illimitée de contours fermés T, F,, Ta, ... 
possédant la même propriété que le premier contour F. Comme 
on peut évidemment s'arranger de façon que les dimensions de ces 
contours successifs décroissent indéfiniment, on en conclut que 
le contour T, tend vers un point limite À. D’après la façon dont 
ce point est défini, à l’intérieur d’un cercle de rayon e décrit du 
point À pour centre, il existerait toujours un chemin fermé ne 
ramenant pas la variable 3 à sa valeur initiale, aussi petit que 
soit e. Or cela est impossible car le point À est un point ordinaire 
ou un pôle pour les différentes valeurs de z; dans les deux cas, 
z est une fonction uniforme de w dans le voisinage du point À. 


Nous sommes donc conduits à une contradiction en admettant 


su, dz $ : s 
que l'intégrale Ta prise le long d’une ligne L non fermée, 
R(3) 


puisse être nulle, ou, ce qui revient au même, en admettant qu’à 
une valeur de w correspondent deux valeurs différentes de z. 
Nous avons remarqué plus haut que si l’on a, pour deux valeurs 


différentes de z, D(3,)— D(z:), on peut trouver un chemin L 


NUE dz : 
allant de 3, en 3, et tel que l'intégrale Jo soit nulle. Il faut 
R (3) 
L 


donc que la fonction rationnelle D(z) ne puisse prendre la même 


valeur pour deux valeurs différentes de 3, c’est-à-dire que D(:) 
az+b 


rar à On déduit alors de la rela- 


soit du premier degré, D(z)— 


tion (69), 


(70) LUN AE à USERS. 
et nous arrivons à l’importante proposition que voici : La limite 
supérieure z d'une intégrale elliptique de première espèce, 


considérée comme fonction de cette intégrale, est une fonction 
elliptique du second ordre. 
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Les intégrales elliptiques avaient été étudiées d’une façon appro- 
fondie par Legendre; mais c’est en renversant le problème qu'Abel 
et Jacobi ont été conduits à la découverte des fonctions elliptiques. 
La détermination effective de la fonction elliptique z = f(u) 
constitue le problème de linversion. De la relation (62) on tire 


et par suite y R(2) = f'(u). Nous voyons que le radical YR (2) est 
lui-même une fonction elliptique de u. En langage géométrique, 
on peut résumer tous les résultats qui précèdent de la façon sui- 
vante 


Soit R(x) un polynome du troisième ou du quatrième degré, 
premier avec sa dérivée ; les coordonnées d’un point quelconque 
de la courbe C, 


(71) = Ne); 


peuvent s'exprimer par des fonctions elliptiques de l'intégrale 
de première espèce 
ji dr = de 
B= Fa e +. 
Aa f VvR(x) 
de telle façon qu'à un point (x, y) de cette courbe ne corres- 


ponde qu’une valeur de u, abstraction faite d’une période 
quelconque. 


Pour établir la dernière partie de la proposition, il suffit 
d'observer que toutes les valeurs de u qui correspondent à une 
valeur donnée de x sont comprises dans les deux formules 


uot Mw +—2Me0, I— uo 2M w + 2M w. 


Toutes les valeurs de v, comprises dans la première formule, pro- 
viennent d'un nombre pair de lacets décrits autour des points cri- 
tiques, suivis du chemin direct allant de x, en x, et corres- 
pondent à une même valeur du radical YR(x). Les valeurs de u, 
comprises dans la seconde formule, proviennent d'un nombre 
impair de lacets décrits autour des points critiques, suivis du 
chemin direct allant de x, en z; la valeur correspondante du 
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radical yR (æ) est opposée à la première. Si Pon se donne à la fois x 
et y, les valeurs correspondantes sont donc comprises dans une 
seule des deux formules. 

Il résulte des calculs qui ont été faits plus haut que la fonction 
elliptique x = f(u) a un pôle double dans un parallélogramme 
si R(x) est du 3° degré, et deux pôles simples si R(x) est du 
4° degré; y = f'(u) est donc du troisième ou du quatrième ordre 
suivant le degré du polynome R(x). 


Remarque. — Supposons que, par un moyen quelconque, on ait 
exprimé les coordonnées (x, y) d’un point de la courbe v? = R(2) 
par des fonctions elliptiques d’un paramètre p, soit z= (+), 
y = 9ı (v). L'intégrale de première espèce u devient alors 


JF- SJE (v)do. 
u= 2 
21(9) 


o 
i 


la fonction elliptique “à g 


v) 

ne peut avoir de pôle, puisque w doit 
v) 
conserver une valeur finie pour toute valeur finie de v; elle se 
réduit donc à une constante ķ, et l’on a u = ke + l. La constante } 
dépend évidemment de la valeur choisie pour limite inférieure de 
l'intégrale u; quant au coefficient Æ, il suffira de donner à p une 


valeur particulière pour le déterminer. 


337. Nouvelle définition de pu au moyen des invariants. — Il 
est maintenant bien facile de répondre à la question posée plus 
haut (n° 335). Étant donnés deux nombres g, g, tels que 
gi — 27g} nesoit pas nul, ¿l existe toujours une fonction ellip- 
tique pu doni g2 et ga sont les inçariants. Le polynome 


R(3) = 42%— 823 — 83 


úd ~- 


est en effet premier avec sa dérivée et l'intégrale elliptique f ET 
3) 


admet deux périodes 2w, 2% dont le rapport est imaginaire. 
Soit p(u|w, w) la fonction elliptique correspondante. Nous rem- 
placerons dans cette fonction l’argument w par l'intégrale 


(72) — H, 


+, ds 
u = _—_— 
$ VR(z3) 
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H étant une constante choisie de telle façon que l’une des valeurs 
de u, pour 3 = œ, soit égale à zéro. On prendra par exemple une 
demi-droite indéfinie L partant de 3, et l’on preñdra pour H la 
11 = ds i ; ; 
valeur de l'intégrale f ——— suivant cette demi-droite L. Mon- 
i Q 


VR(z) 


trons d’abord que la fonction ainsi obtenue est une fonction uni- 


Fig. 81. 


forme de z. Soit z un point quelconque du plan; désignons par ¢ 
et ọ' les valeurs de l'intégrale 


: dz gi dz 
me — "À == pre 9 
VR(3) ‘sie VR(z) 


= 


** (30/7135) 


prises, avec la même valeur initiale pour yR (z), le long des deux 
chemins 373, Znz qui, par leur réunion, forment un contour 
fermé renfermant les trois points critiques e,, e2, € du radical. 
Considérons le contour fermé 34m2zn23 AMNZz, formé par le 
contour Zo MZN Zo, le segment zo Z, le cercle C de rayon très grand 


el le segment Zz. La fonction est holomorphe à l’inté- 


VR(<) 
rieur de ce contour, et nous avons la relation 


F f dz dz f dz 
v + p'— T E AN ———— =0, 
> VRZ) JaV RCG) 30 VR(z) 
qui devient, en faisant croître indéfiniment le rayon du cercle C, 


p+p —9}H = 0. 
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Les valeurs de u provenant des deux chemins 3623, 3ÿn23 satis- 
font donc à la relation v + u'= 0. On en conclut que la fonction 


FU AE 
p(ulw, w')=p | == Ho v 
fi VR(3) 


est une fonction uniforme de z. Nous avons vu que c’est une 


y aa AL az + b 
fonction linéaire de la forme ———. 
c3+d 


il suffit d'étudier le développement de cette fonction dans le 
domaine du point à linfini. On a, dans ce domaine, 


Pour déterminer a, b, c, d, 


1 g2 S3 1 ONN: - -a : 
) = De ms 7 tee) 


( 
Sommes = I — - 3 
= 3 1 g2 1 33 3 L 
VR(Z) 32 \ 4 sir. 23? 163? 


la valeur de ų, qui est nulle pour 3 infini, est donc représentée 


par le développement 


I #2 i 
De fra +... |. 
130 3° 


T 
= + > 

On en tire 

1 æ, \—2 ea 

— =3(1 z5 Se UE, 

u? 40 3? 203 
de sorte que la différence pu — 3 est nulle pour z == 00. Mais la 

Tr az+b A ; ‘ MAP 
différence ———, — 3 ne peut s'annuler pour 3 infini que si l’on 
CZ + d 


a c = 0, b = 0, a =d, et la fonction p(u|w, w') se réduit à z, 
quand on y remplace u par l'intégrale (52). Cette intégrale peut 
encore s’écrire, en prenant pour limite inférieure le point à l'infini 
lui-même, 


(72) cr À La Au 
o VR(a) 


et celte relation entraîne la suivante pu = z, la fonction pu étant 


, : MA . , À dz 
formée avec les périodes 2w, 2w de l'intégrale f Nr En com- 
(3) 


Œu 54. « t Latin 
parant les valeurs de y déduites de ces relations, on a p'u = yR (3), 


ou, en élevant au carré, 


(73) pru=R(s)= {pu — gapu — gs. 


Les nombres £», Z, sont donc les invariants de la fonction 
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elliptique pu, formée avec les périodes 2w, 2w/. Par là se trouve 
résolue la question posée plus haut (n° 335). Si g3} — 23 g? n'est 
pas nul, les équations (61) sont vérifiées par une infinité de sys- 
tèmes de valeurs de w, w. Si ei, e2, e3 sont les trois racines 
de R(z)= 43 — g3 — g3—0, on aura un système de solutions 
en posant, par exemple, 


(74) 6 A = w' 11e 
1 D = ht T D = -ee 
j A VR(z) 2 WRG 


et l’on en déduira tous les autres systèmes de solutions comme il 
a été expliqué. 


Dans les applications de l'analyse où interviennent les fonctions ellip- 
tiques, la fonction pu est le plus souvent définie par ses invariants. Pour 
effectuer les calculs numériques, il faut pouvoir calculer un système de 
périodes, connaissant £> et g3, et en outre savoir trouver une racine de 
l'équation pu = A, la constante A étant donnée. Pour les détails de la 
méthode à suivre, ainsi que pour tout ce qui concerne l’usage des Tables, 
nous ne pouvons que renvoyer aux Ouvrages spéciaux (1). 


3 as 
à me E 


338. Application aux cubiques planes. — Lorsque g 


Le 


| 


n’est pas nul, équation 


© 


(75) Y'= 4T? — gT — 83 


représente une cubique sans point double. On satisfait à cette 
équation en posant æ = pu, y = p'u, les invariants de la fonc- 
tion pu étant précisément g2 et g3. À tout point de la cubique 
correspond une seule valeur de v dans un parallélogramme des 
périodes. En effet, l'équation pu = x a deux racines w, et w, dans 
un parallélogramme des périodes; la somme u+ u> est une 
période, et les deux valeurs p'u, p'us sont opposées. Elles sont 
douc égales respectivement aux deux valeurs de y qui correspon- 
dent à une même valeur de x. 

D'une façon générale, les coordonnées d’un point d’une cubique 


(*) La formule (39) qui donne le développement en série entière de cu, et 
celles qu’on en déduit par dérivation, permettent, du moins théoriquement, de 
calculer su, c'u, su, et par suite Su et pu, pour tous les systèmes de valeurs 
de u, gs, Zs 
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plane sans point double peuvent s'exprimer par des fonctions 
elliptiques d'un paramètre. On sait en effet que l’on peut, par 
une transformation homographique, ramener l’équation d’une 
cubique à la forme (35), mais on ne peut effectuer cette trans- 
formation que si l’on connaît un point d'inflexion de la cubique, 
et la détermination des points d’inflexion dépend de la résolution 
d’une équation du neuvième degré, d’une forme spéciale. Nous 
allons montrer que l’on peut obtenir la représentation paramé- 
trique d'une cubique par des fonctions elliptiques d’un para- 
mètre, sans avoir à résoudre ancune équation, pourvu que l’on 
connaisse les coordonnées d’un point de la cubique. 

Supposons d’abord que l'équation de la cubique soit de la 
forme 


(76) y? = box? + 3b, r? >+ 3bax + b;, 
ce qui exige que le point à linfini soit un point d'inflexion. 


On ramène cette équation à la forme précédente en posant 


EUN! ! = bi 4 ! bd d 
at a a ia p, 7» Ce qui nous donne 


lå E 
VIF 4T — gaT'— E3, 


les invariants 22, g, ayant les valeurs 


A r2 (b0? — boba) Fa 360b1b03—203— b? b, 
PET AE 0 UD TA a 


On obtient donc pour les coordonnées d’un point de la cubique (36) 
les expressions 
bi 4 Ala 
he “Lu "td À do 

Considérons maintenant une cubique C3, et soient (a, B) les 
coordonnées d’un point de cette cubique. La tangente à la cubique 
en ce point (4, 8) rencontre la cubique en un second point (4, 3) 
dont les coordonnées s’obtiennent rationnellement. Si ce point 
(a', 8") est pris pour origine des coordonnées, l'équation de la 
cubique est de la forme 


Ea(T, Y) + par, Y) + g(r, Y) =0, 


2i(x, y) désignant un polynome homogène de degré i(i = 1, 2, 3). 
Coupons par la sécante y —tx; x est déterminé par l'équation 
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du second degré 
2293(1, l)+ Toit, t)+ 911, t) = 0, 
d’où l’on tire 
— or, t) EVR) 


v = —" < a E oi 
2%3(1, €) j s i 


R (4) désignant le polynome 9} (1, £) — 423(1, t), (1, £) qui est en 
général du quatrième degré. Les racines de ce polynome sont pré- 
cisément les coefficients angulaires des tangentes à la cubique qui 
passent par l’origine. Nous connaissons a priori une racine de 
ce polynome, le coefficient angulaire £o de la droite qui joint lori- 


. . , I . . 
gine au point (z, B). En posant £ = {5 + P’ il vient 


V R;( l') 
t- 


le polynome ÿR,(4) n'étant plus que du troisième degré. Les 
coordonnées (x, y) d’un point de la cubique C, s'expriment donc 
ralionnellement au moyen d’un paramètre Let de la racine carrée 
d'un polynome R, (4) du troisième degré. Nous venons de voir 
comment on peut exprimer ¿l'et yR,() par des fonctions ellip- 
tiques d’un paramètre u, et l'on aura ainsi pour æ et y des fonc- 
tions elliptiques de w. 

D’après la facon même dont on a opéré, à un point (x, y) de la 
cubique correspondent une valeur unique de £ et une valeur bien 
déterminée de VR(4), par suite des valeurs bien déterminées de 7’ 
et de yR, (7). Or à tout système de valeurs de t'et de yR, (4) ne cor- 
respond, comme on l’a fait remarquer, qu’une valeur de u dans un 
parallélogramme de périodes. Les expressions obtenues x = f(u), 
y = fı (u) pour les coordonnées d’un point de C; sont donc telles 
que toutes les valeurs de # qui donnent le même point de la cubique 


s’obliennent en ajoutant une période, d’ailleurs quelconque, à 
l’une d'elles. 


Cette représentation paramétrique des cubiques planes au moyen des 
fonctions elliptiques est très importante (1). Nous montrerons, pour 
donner un exemple, comment elle permet de déterminer les points d'in- 


(+) CLeBscu, Veber diejenigen Curven deren Coordinaten sich als elliptische 
Functionen eines Parameter darstellen lassen (Journal de Crelle, t. 64). 
TROR i 5 


19 
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flexion. Soient x = f(u), y = fitu) les expressions des coordonnées; 
les arguments des points d'intersection de la cubique avec la droite 
Ax+By+C=—o sont racines de l'équation Af(u) + B/i(u)+C=o. 
Comme à un point (+, y) ne correspond qu'une valeur de u dans un 
parallélogramme des périodes, il s'ensuit que la fonction elliptique 
Af(u)+ Bfi(u)+ CG doit être du troisième ordre. Les pôles de cette 
fonction sont évidemment indépendants de A, B, C; si wi, us, Uz sont 
trois arguments correspondant respectivement aux trois points d'inter- 
section de la cubique et d'une droite, on doit donc avoir (n° 326) 


Ui la + Uz = K +2 mv + 2mw', 
K étant la somme. des pôles dans un parallélogramme. En remplaçant, 


K À f ! 
dans f et fi, u par 3 +u, la relation peut s'écrire plus simplement 
U + Us + u= période. 


Inversement, cette condition est suffisante pour que les trois points M;(&:), 
M;,(u>), M3(u3)soient en ligne droite. En effet, soit M; le troisième 
point de rencontre de la droite M, M, avec la cubique, et u; l'argument 
correspondant. La somme u, + u + u, étant égale à une période, us et u; 
ne diffèrent que d’une période, et par suite M} coïncide avec M3. 
Si u est l'argument d'un point d'inflexion, la tangente en ce point ren- 
contre la courbe en 3 points confondus, et 3u doit être égal à une 
' 
période. On doit done avoir u = re > et il suffit évidemment 
de donner aux entiers m, et m les valeurs o, 1, 2 pour obtenir tous les 
points d'inflexion; il y a donc neuf points d’inflexion. La droite qui passe 
i a ps 2m, w +2 mM, w 2m V +m, w 
par les deux points d'inflexion NET OT TE aih CO 
contre la cubique en un troisième point dont l'argument 


om + m' )o + 2( Mm + m,)v 


3 


est encore le tiers d'une période, c'est-à-dire en un nouveau point d'in- 
flexion. Le nombre des droites qui rencontrent ainsi la cubique en 3 points 


d'inflexion est égal à =, c'est-à-dire à douze. 
2. 


Remarque. — Les points d'intersection de la cubique normale (75) avec 
la droite y = mx +n sont donnés par l'équation pu—mpu—n—=o, 
dont le premier membre admet le pôle triple u = o. La somme des argu- 
ments des points d’intersection est donc égale à une période. Si u, et uz 
sont les arguments de deux de ces points, on peut prendre — wi — us 
pour argument du dernier point d'intersection, et les abscisses de ces 
trois points sont respectivement pur, puz, P(u1+ u2). 
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On peut déduire de là une nouvelle démonstration de la formule d'addi- 
tion pour pu. En effet, les abscisses des points d’intersection sont racines 
de l'équation 

4% — gax >g = (mz + n)?; 
on a donc 
m? 


Lı + La + L3 = purt pus + P(ui+ ur) = — 
4 


D'autre part, la droite passant par les deux points M, (u1), M;(u:), on 
a les deux relations p'u, = mpu + n, p'u = mpu:+ n, d'où lon tire 


` p'u—p'u: 


mM » et par suite nous obtenons la relation déjà trou- 


püuz— pui 
vée (n° 332). 


1 /p'u—p'u\? 
Pui+pui+ p(u + Ur) =; | - 
4 \ puz— pu 


339. Formules générales ď’inversion. — Soit R(x) un po- 
lynome du quatrième degré, premier avec sa dérivée. Considé- 
rons la courbe C, représentée par l'équation 


(77) J'=R(x)= art + 4a T? + bar? 4a3x + a, ; 


nous nous proposons de montrer comment on peut exprimer les 
coordonnées æ et y d’un point de cette courbe par des fonctions 
elliptiques d’un paramètre. Si l’on connaît une racine a de l’équa- 
tion R(æx) — 0, on a déjà vu, à propos des cubiques, comment 


r T . . 
on peut opérer. En posant x = a + z? la relation (77) devient 


Rala) 
y=R(a+ >) = nia 


R,(z’) étant un polynome du troisième degré. La courbe pro- 

posée C, correspond donc point par point à la courbe C; du troi- 

sième ordre qui a pour équation y? = R, (x'), au moyen des for- 
: 

mules z = 4 + 5 Mi AT Or on peut exprimer x'et y’ au moyen 

d’un paramètre ų par des expressions de la forme z'= apu + ß, 

y'= ap'u, en choisissant convenablement g, ß, et les invariants 


de pu. On en déduit pour z et y les formules suivantes : 


AN T E AN = HR. 
(78) D APR D Y (apu+ 8)? 


on en tire du = — Z, de sorte que le paramètre w est identique, 
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dx 
VR(x) 


mules (58) résolvent complétement le problème de l’inversion. 


au signe près, à l'intégrale de première espèce Í » cl les for- 


Prenons maintenant le cas général où l’on ne connait aucune 
racine de l'équation R(z)= o. Nous allons montrer que l’on 
peut, sans introduire d'autre irrationalité qu'une racine 
carrée, exprimer rationnellement x et y au moyen d'une fonc- 
tion elliptique pu, d’invariants connus, et de sa dérivée p'u. 
Remplacons pour un moment g et y par tetep respectivement, 


de sorte que la relation (77) devient 
(77 bis) = R(t) = ao t {a ba: t? fast + a. 


Le polynome R(£) peut se mettre d’une infinité de manières sous 
la forme R(t)=[#:(t)P— 21 (t)93(2), 51, 92, ©3 étant des po- 
lynomes d’un degré marqué par leur indice. Soient en effet (4, 5) 
les coordonnées d’un point quelconque de la courbe C;. Prenons 

‘2 h at" , Aal o Aaa 
un polynome #,(t) tel que 9, (2) = B, ce que l’on peut faire évi 
demment d’une infinité de manières; équation 


R(4)—[e(ż)]? = 0 


admettra la racine ż¿ = 4, et l’on pourra poser #,(4) = ¢— 2. Le 
polynome R(4) étant mis sous la forme précédente, considérons 
la cubique auxiliaire C} représentée par l'équation 


| f y y y 
(79) xoz | = +2x?0 | =) + zo, (=) =0; 
Ng ; P) CPE 
si nous coupons celle cubique par la sécante y = tæ, les abscisses 
des deux points variables d’intersection sont racines de l'équation 
L? (t) + 279,(t)+9ı(t) = 0, 


et ont pour expression 


— v (tip 
y = y 
®3(4) 


v étant déterminée par l'équation (77 bis). On voit qu’inversement 
t et y peuvent s'exprimer ralionnellement au moyen des coor- 
données x, y d’un point de Cz par les formules 


y y 7 
(80) B r r AEN (Z) +e: (2) 
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Or on peut exprimer x et y par des fonctions elliptiques d’un 
paramètre w, puisqu'on connaît un point de la cubique C;, qui 
est l’origine. Il en est donc de même de ż et de p. Le procédé peut 
évidemment être varié de bien des manières, et l’on n'introduit 
que l’irrationnelle 8 — yR (a), a restant arbitraire. 
Nous allons développer le calcul en supposant, ce que l’on peut 
toujours faire, qu'on a d’abord fait disparaitre le coefficient à, 
de ¿ë dans R(£). On peut alors écrire 


aa R(t) = (at?) + Oaoa l+ {doat + aa, 
el poser 


e(t) = —1, 29 (4) = ao t?, Y(t) = aoa l? + jayast + aoa;. 
La cubique auxiliaire C; a pour équation 
(81) OAA TY? 4404 32° + AoA, L? + 24)? —T = 0. 


Conformément à la méthode générale, coupons cette cubique 
par la sécante y = tz ; l'équation obtenue peut s'écrire 


mAs í y 
(2) — 2t? = — (Caoa t? + {avast + aa) = 0. 


et l’on en tire 


LE ao t? + Va R(t). 
T 


Inversement, nous pouvons exprimer Z et VasR({) au moyen 
de x et de y 


yY EA A I 2 
(82) TA VaR) =, — a (Z) . 


£ 


D'autre part, en résolvant l'équation (81) par rapport à y, nous 
avons 


— 24543 L? + Viaiairt— x(aa,x?— 1)(6@4)4T + 245) 


WE 7 
GAAL + 24 


Le polynome sous le radical admet la racine x = 0; en appli- 
quant la méthode qui a été expliquée, on pourra donc exprimer 
x et y par des fonctions elliptiques d’un paramètre. En dévelop- 
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pant les calculs, on arrive aux formules 


I do pu — a; 
JA 
2(ao pu + a)( 2a pu — a) 


(83) £ = — 7 

240 pu — az 

les invariants g», g, de la fonction elliptique pu ayant les valeurs 
suivantes : 

ao, + 3a} 


(84) mr ce . 
a5 aÿ 


An A3 À, — 4j — aa? 


En remplaçant x et y par les valeurs précédentes dans les for- 
mules (82), il vient 


’ 3 

VU — — 

J ao 

t= , 
JU + — 
85 5 
) 4 
(85) À AUS 
p'u — — 
—— — aa ] i do 
VR(E) = Vas 2pu 3 . 

[l ao À az 


L 4 p u — — 
dy 


On peut écrire ces formules sous une forme un peu plus simple 
en observant que les relations 


(86) pe = — —, pe = —» 
0 


sont compatibles d’après la valeur des invariants g et 23. D'autre 


£ 


t /p'u— p'e\? 
art, on peut remplacer - (Er) Jar pu e JU 2V. 
part, on} | il une) Parpiu+e)+pu+] 
En réunissant ces résultats, et en remplaçant #4 et YR(4) par x 
el y respeclivement, nous pouvons donc énoncer la proposition 


suivante : 


Les coordonnées (x, y) d’un point quelconque de la courbe C;, 
représentée par l'équation (77) (où a, = 0), peuvent s'exprimer 
au moyen d’un paramètre variable u par les formules 
ı p'u— p'r 
2 pu= pp 


(87) = y =Valpu—p(u+e)], 


les invariants g, et g3 ayant les valeurs données par les rela- 
tions (84), et pv, p'v étant déterminées par les équations com- 


patibles (86). 
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De la formule (45) établie plus haut (n° 332) on tire, en diffé- 
rentiant les deux membres, 


1 © E — p'e 


meer )=pu—pu+o), 


Pur ppr 
Net ar y ~ ar . . 
c'est-à-dire —— = =—;, où du = ya —+ Le paramètre u repré- 
du ao 


dx 


sente donc l'intégrale elliptique de première espèce Va [= 
R(x) 


el les formules (87) résolvent le problème de l'inversion. 


340. Courbes du premier genre. — Une courbe plane algé- 
> , ` (n—1)(n —2 s 
brique C, de degré n ne peut avoir plus de RES) points 


doubles sans se décomposer en plusieurs courbes distinctes. Si la 
courbe C, est indécomposable et possède d points doubles, la 


(n—:)(n— 2) 


différence p = — d est appelée le genre de cette 


2 
courbe. Les courbes de genre zéro sont les courbes unicursales 
dont les coordonnées peuvent s'exprimer par des fonctions ration- 
nelles d’un paramètre. Les courbes les plus simples après celles-là 
sont les courbes de genre un ou du premier genre; une courbe C, 
(n —1)(n —9) idee n(n—3) 


oints 
2 2 P g 


du premier genre possède 


doubles. 


Les coordonnées d’un point d’une courbe du premier genre 
peuvent s'exprimer par des fonctions elliptiques d’un para- 
mètre. 


Pour démontrer ce théorème, considérons les courbes adjointes 
d'ordre n — 2, c'est-à-dire les courbes C;_2 qui passent par 


n(n — (n—2)(n +1) 


les 3) points doubles de C}. Comme il faut 


points pour déterminer une courbe d'ordre n — 2, les courbes ad- 
ss r n—2)(n+1)— n(n—3 

jointes C»_» dépendent encore de Saarta ment rm —(n—:1) 
paramètres arbitraires. Si l’on assujettit ces courbes à passer encore 
par z — 3 points simples pris à volonté sur C}, on obtient un ré- 


ne : n(n—3 
seau de courbes adjointes, qui ont en commun avec C, les MEN 
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points doubles de C, et n — 3 points simples. Soient F(x, y) — o 
l'équation de C, et 


FAC? J)+i fix, y) + UIs y) Ed À 


l'équation de ce réseau de courbes C,_2, À et v étant deux para- 
mètres arbitraires. Une courbe quelconque de ce réseau ren- 
contre C, en trois points variables seulement, car chaque point 
double compte pour deux points communs, et l’on a 


n(n—3)+n—3=n(n—1:)—3. 
Posons maintenant 


FEAR f2(x, y) ARR CR 2 


88 E I PTN Sn moree à 
i ) Fa à J Jilæ, F) 


lorsque le point (x, y) décrit la courbe C,, le point (x',7') décrit 
une courbe algébrique C’ dont on obtiendrait l’équation en élimi- 
nant æ et y entre les équations (88) et F(x, y) —o. Les deux 
courbes C’ et C, se correspondent point par point par une trans- 
formation birationnelle, c'est-à-dire qu'inversement les coor- 
données (x, y) d’un point de C, s'expriment rationnellement 
au moyen des coordonnées (x’, y’) du point correspondant de C’. 
Il suffit, pour le prouver, de montrer qu’à un point (x, y’) de C’ 
il ne peut correspondre qu'un point de C,, ou que les équa- 
tions (88), jointes à F(x, y) = 0, ne peuvent avoir en x et y 
qu'un seul système de solutions variable avec g’ et y’. 

Supposons en effet qu'à un point de C’ correspondent deux 
points (a, b), (a', b') de Cn, ne faisant pas partie des points de 
base du réseau de courbes C,_». On aurait 


fe Lei: tdi y. “fre, #0 
Piel TT PROS T fE aa 


et toutes les courbes du réseau qui passent par le point (a, b) 
passeraient aussi par le point (a', b'). Les courbes du réseau qui 
passent par ces deux points dépendraient encore lénéairement 
d’un paramètre variable, et rencontreraient la courbe Cp en un 
seul point variable. Les coordonnées de ce dernier point d'inter- 
section avec C, seraient donc des fonctions rationnelles d’un para- 
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mètre variable, et la courbe C, serait unicursale; ce qui est im- 


(n 


t f 5 n —3 à 
possible puisqu'elle n'a que DATS] points doubles. 
2 


A un point (x', y') de C' ne correspond par conséquent qu'un 
point (x, y) de Cu, et les coordonnées de ce point sont, d’après 
la théorie de l'élimination, des fonctions rationnelles de x’, y’, 


(89) x — œ1(æ", y'), y en o2(7", y’). 

Pour avoir le degré de la courbe C’, cherchons le nombre des 
points communs à cette courbe et à une droite quelconque 
ax'+ by! + c = 0. Cela revient à chercher le nombre des points 


communs à la courbe C, et à la courbe 
afı(£, y)+bfs(z, y) + cfilz, y) = 0, 


puisqu’à un point de C’ correspond un seul point de C, et inver- 
sement. Or il n’y a que trois points d’intersection variables avec a, 
b, c. La courbe C’ est donc du 3° degré. En résumé, les coor- 
données d’un point de la courbe C, peuvent s'exprimer ration- 
nellement au moyen des coordonnées d’un point d'une cubique 
plane, et, comme les coordonnées d’un point d’une cubique sont 
des fonctions elliptiques d'un paramètre, il en est de même des 
coordonnées d’un point de C}. 

Il résulte aussi de la démonstration, et de ce qui a été vu plus 
haut pour les cubiques, que l’on peut faire cette représentation 
de telle façon qu’à un point (x, y) de Cn ne corresponde qu'une 
valeur de ų dans un parallélogramme des périodes. 

Soient x = Yu), y = b, (u) les formules qui donnent x et y; 
toute intégrale abélienne w =f R (x, y) dx attachée à la courbe C, 
(I, n° 108) se ramène par ce changement de variable à l'intégrale 
d'une fonction elliptique; cette intégrale w s'exprime donc elle- 
même à l’aide des transcendantes p, 6, & de la théorie des fonc- 
tions elliptiques. L'introduction de ces transcendantes dans l’Ana- 
lyse a doublé la puissance du calcul intégral. 


EXEMPLE. Quartiques bicirculaires. — Une courbe du 4° degré ayant 
deux points doubles est du premier genre. Lorsque les points doubles 
sont les points circulaires à l'infini, la courbe C, est une quartique bi- 
circulaire. Si l'on a pris pour origine un point de cette courbe, on peut 
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prendre pour courbes adjointes Ca—> des cercles passant par l'origine 


£? y?+r+uy = o: 


pour avoir une cubique correspondant point par point à la quartique C;, 


J ` , Ve T y 
il suffit, d'après la méthode générale, de poser z' = —— >» y' = —— 
x?+ y’ paya 
1 ! 
On a inversement & = ©; y = —— =» et ces formules définissent 
T'+y viy? 


une inversion par rapport au cercle de rayon un décrit de l’origine pour 
centre. Pour avoir l'équation de la cubique C;, il suffira de remplacer æ 
et y par les valeurs précédentes dans l'équation de C;. Supposons, par 
exemple, que l'équation de la quartique C, soit (z? y?}?— ay = o0; la 
cubique C} aura pour équation ay'(y'?+ x?) —1= 0. 


Remarque. — Lorsqu'une courbe plane C, admet des points singuliers 
d'espèce supérieure, elle est du premier genre pourvu que tous ces points 


à n(n —3) 


singuliers soient équivalents à points doubles ordinaires. Par 


2 

exemple, une courbe du quatrième ordre ayant un seul point double, où 
deux branches de courbe sont tangentes l’une à l’autre sans présenter 
aucune singularité, est du premier genre; il suffit, pour le voir, de couper 
cette quartique par un réseau de coniques tangentes aux deux branches 
au point double et passant par un autre point de la quartique. La courbe 
J?= R(x), où R(z)est un polynome du 4° degré premier avec sa dérivée, 
présente une singularité de cette espèce à l'infini. On la ramène à une 
cubique par une transformation birationnelle en posant 


td... a a 


ce qui permet de retrouver facilement les formules d'inversion (87). 


EXERCICES. 


1. Démontrer qu’une fonction doublement périodique entière est une 
constante, au moyen du développement 


2ni nI 


+ © 
J) =$ Me Dg 


[La condition f(3 + w')= f(z) exige que lon ait A, = 0, si n o.] 


2. Si a n’est pas un multiple de z, on a la formule 


E Š 
sın (3 a 3 g a 
D Fo M =(1+ =)] } (+ =) 
sin &œ a a —nT 
— o 


www.rcin.org.pl 


EXERCICES. 235 
en 3+ a dans la formule qui donne le développement 


[On change z 
de cotz, puis on intègre entre les limites o et z ] 


3. Déduire de la formule précédente les nouveaux produits infinis 


+ © 
cos(z+a) 23 FH 23 — 
—— =| + ——— [| D a NEER enr, 
cosa 2A +T 2a — (2L N —1I)T 
— œ 
D + © 
sinx — Sin 3 EAW a Z 1 ý z3 3 — 
Ee a o a a 
sın% ay À d'HT A2 NT CONTE g 
am 


z TERET 
— 4 


+o 
Cos 3 — COs% FEN Il \ 
— ———— I — — L — — I — 
i] SEL 2NT j 


I — COS Q 


Transformer ces nouveaux produits en produits de facteurs primaires, 
ou en produits ne renfermant plus de facteurs exponentiels, tels que 


4. Démontrer les formules 


I 1 1 
tangs = 23 : : +... 
3 ONE T NS (2n +1)r? ¥ i 
í á h 
I i I 1 I 
z = — — 93 — — +... + (— 1)! — — H. 
sin 3 Z [= 2? — íT? ) Z? — n?T* 
4, “ I [j 
Etablir des formules analogues pour — ner — . 
sing — sina COS3 — cosa 
5. Etablir la formule 
sinta z? 32(32— 1) z? (32—1)(32— 4) 
= J] — — + — As — 
4 TZ I (1:2)? (Taag) 
z?( z2 z2 2 
DE nt EN E mnt: i 
+ (— 1)”: Un ) ss 
[1.2...(n+1)f? 
; iiz - : I 
6. Décomposer en éléments simples les fonctions ——, ——. 
J p°u 
7. Lorsque g2: = 0, on a 
P (au; o, g3) "= p'(u; 0, g3), 


p(au; 0, 83) = ap(u; 0, 83), 
a étant une racine cubique de l'unité. En déduire la décomposition en 
lorsque g= 0. 


! 


éléments simples de — 
pPu—p 
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8. Etant données les intégrales 


Ç az +b A ar?+ b Iph 
ai V7 eu J Vi+æt 


dr f ar? + b 
te |! => 2 dr. 
e Vas x à Vu — rt) — k?z?) 


on demande d'exprimer la variable v et l'une quelconque de ces intégrales 
au moyen des transcendantes p, €, 5. 


9. Etablir la formule de décomposition de M. Hermite (n° 331) en éga- 
lant à zéro la somme des résidus de la fonction F(2)[£(a — 3)— £(xy— 2)] 
dans un parallélogramme de périodes, F(3) étant une fonction elliptique, 
et z, zy étant considérées comme des constantes. 


6"(o) 
1260'(0) 
[On observe que la série su ne renferme pas de terme en w®.] 


10. Déduire de la formule (60) la relation x = — 


‘11. Exprimer par des fonctions elliptiques d’un paramètre les coor- 
données x et y de lune des courbes suivantes : 


Y3=A[(æ—a)(x —b)(r e)l; ÿ3= A[(xr —a)(xr —b)}, 
J'=A(z—a}(r —b}(x —c}), y= A(r—- a} (x — b), 
y*= A(x —-a}(r —b), 

Yi=A(r—ah(x — b}(r —cr, YS=A(r—-a}(x — bjt, 
y’=A(xr—ap(r— b’, y? = A(r—a) (rx — b)’, 


H3+ (lr? mer + n)y?+A[(r—a)(xr — b)(r — are 0, 


33 A*\2 33 A+ 
Ai Axys+ | Br + - + Ary? Bz? - IARR 
Sd AT) ( Fi 4° Ft. Ur sd $ ce r 4B ) 
33 At 4* A \? 
‘+ Ary? + (Bat + 5+ Aryi+ at Br — = 0, 
Y'+ Ar) - (Bat + ma. ká \x) rm ( T— o 6) à 
LÉ A¥\? 
+ Azyi+ (Bai À —) = 0. 
I J +( aad 4B 
‘ r à \ De A. dr 
Le paramètre variable est égal, à une constante près, à l'intégrale | —- 


[Brior et Bouquer, Théorie des fonctions doublement périodiques, 
2° édition, p. 388-412.] 


-= =v omu O 
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CHAPITRE XVI. 


LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE. 


I. — DÉFINITION D'UNE FONCTION ANALYTIQUE PAR UN 
DE SES ÉLÉMENTS. 


341. Première idée du prolongement analytique. — Soit f(3) 
une fonction holomorphe dans une portion connexe A du plan, 
limitée par une ou plusieurs courbes, fermées ou non; nous pre- 
nons toujours le mot de courbes dans le sens élémentaire habituel 
comme nous l'avons fait jusqu'ici. 

Si l’on connaît la valeur de la fonction f (2) et de toutes ses déri- 
vées successives en un point déterminé æ de la région A, on peut 
en déduire la valeur de cette fonction en un autre point quel- 
conque b de la même région. Pour le démontrer, joignons les 
deux points æ et b par un chemin L situé tout entier dans la 
région À, par exemple par une ligne polygonale, ou par une 
courbe de forme quelconque. Soit à la limite inférieure de la dis- 
tance d’un point quelconque du chemin L à un point quelconque 
du contour de la région A, de telle sorte qu'un cercle de rayon à 
ayant pour centre un point quelconque de L soit situé tout entier 
dans celte région. Par hypothèse, nous connaissons la valeur de 
la fonction f(a) et de ses dérivées successives f'(a), f'(a), ..…., 
pour 3 = a. Nous pouvons donc écrire la série entière qui repré- 
sente la fonction f(z) dans le domaine du point a, 


z i Za t (3— aA aa 

(yi fays fa) + 1m fa) a E f aeaa 

I e TEEN 78 

Le rayon de convergence de cette série est au moins égal à ò, 

mais il peut être plus grand. Si le point b est situé dans le cercle 
5 Y Es © , , $, 

de convergence C, de la série précédente, il suffira d’y remplacer z 


par b pour avoir f(b). Supposons que le point b soit extérieur 
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à Co, et soit a, le point où le chemin L sort de Ce (') (fig. 82). 
Sur ce chemin prenons à l'intérieur de C un point z, voisin de œ, 


À ; EN SEI ONY WE 
tel que la distance des deux points 3, et a; soit inférieure à mi La 
série (1) et celles que l’on en déduit par des différentiations suc- 
cessives permettent de calculer les valeurs de la fonction f(z) 
et de toules. ses dérivées S arh J (u) ..., JE Sa) ei 


pour z = 3,. Les coefficients de la série qui représente la fonc- 


tion f(z) dans le domaine du point 3, sont donc déterminés si 
l’on connaît les coefficients de la première série (1), et l’on a, dans 
le voisinage du point z;, 


(z NA 


le2... Al 


(2) Jf(3)=f(21) + MP Aa SALE) Ri 

Le rayon du cercle de convergence C, de cette série estau moins 
égal à à; ce cercle renferme donc le point &, à l’intérieur et, par 
suite, ila une partie en dehors du premier cercle Co. Si le point b 
est dans ce nouveau cercle C,, il suffira de faire 3 = b dans la 
série (2) pour avoir la valeur de f(b). Supposons que le point b 
soit encore en dehors de C, et soit & le point où le chemin z, b 
sort de ce cercle. Prenons sur le chemin L'un point Z> intérieur 


(+) La valeur de f(z) au point b ne dépendant pas du chemin L, tant que ce 
chemin ne sort pas de l'aire A, on peut supposer, comme c’est le cas de la figure, 
que ce chemin ne rencontre qu'en un point le cercle C, et en deux points au plus 
les cercles successifs C,, C,, .... Cela revient, si l’on veut, à prendre pour a, le 
dernier point de rencontre de L et de C,, et de mème pour les autres. 
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à C, et lel que la distance des deux points Z» el æ, soit inférieure 


`a 

aG p ys , . . r . . 

à + La série (2) et celles qu’on en déduit par des différentiations 
2 

successives permettront de calculer les valeurs de f(z) et de ses 

dérivées f (32), f(z2), f'(32), +, au point 23. On pourra donc 

former une nouvelle série 


Z — Go , (3 — 3)" 


(3) f2) = fGs)+ — LES sit En JC) +... 


qui représentera la fonction f (3) dans un nouveau cercle C,, de 
rayon supérieur ou égal à ò. Si le point b est dans ce cercle C}, on 
remplacera s par b dans l'égalité précédente (3); sinon, on conti- 
nuera à appliquer le même procédé. Au bout d’un nombre fini 
d'opérations, on finira par obtenir un cercle renfermant le point bà 
l'intérieur; dans le cas de la figure, b est à l’intérieur de Cz. En effet, 


on peul toujours choisir les points 34, Z2, 53, ..., de façon que la 
distance de deux points conséculifs soit supérieure à zj SOI d'autre 


part S la longueur du chemin L. La longueur de la ligne polygo- 
nale 45,32...3p_1 50 est toujours inférieure à S; on a donc 


p > + |=p— b| <S. Soit p un nombre entier tel que (3 is 1) ds, 
L'inégalité précédente prouve qu'après p opérations au plus on 
tombera sur un point 3, du chemin L dont la distance au point b 
sera inférieure à à, le point b sera à l’intérieur du cercle de con- 
vergence Cp de la série entière qui représente la fonction f(z) 
dans le domaine du point Zp, et il suffira de remplacer 3 par b 
dans celte série pour avoir f(b). On pourra calculer de même 
toutes les dérivées f'(b), f"(b), .... 

Le raisonnement qui précède prouve qu’il est possible, du moins 
théoriquement, de calculer la valeur d’une fonction holomorphe 
dans une région À, et de toutes ses dérivées, en un point quel- 
conque de celle région, pourvu que l’on connaisse la suite des 
valeurs 


(4) f(a), fa), Jah ..., fim(a), si 


de la fonction et de ses dérivées successives en un point déter- 
miné a de la même région. Il en résulte que toute fonction holo- 
morphe dans laire A est complètement déterminée dans toute 
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celte aire, si elle est connue dans une région, aussi petite qu'on la 
suppose, entourant un point quelconque a pris dans À, et même 
si elle est connue tout le long d’un are de courbe, aussi petit qu’on 
le suppose, aboutissant au point æ. Si, en effet, la fonction f (=) 
est déterminée tout le long d’un arc de courbe, il en est de même 
de la dérivée f'(3), car la valeur f’(3,)en un point quelconque de 
)— 
7 


3 ~ 


cet arc est égale à la limite du rapport : 31) lorsque le 


point 3, se rapproche de z, en restant sur l'arc considéré; la 
dérivée f'(z) étant connue, on en déduira de même f"(3), puis 
f''(z), :... Toutes les dérivées successives de la fonction f(z) 
seront donc déterminées pour z = à. Nous dirons, pour abréger, 
que la connaissance des valeurs numériques de tous les termes de 
la suite (4) détermine un élément de la fonction f (3). Le résultat 
obtenu peut alors s’énoncer comme il suit : Une fonction holo- 
morphe dans laire À est complètement déterminée si l’on 
connaît un quelconque de ses éléments. On peut dire encore que 
deux fonctions holomorphes dans la même région ne peuvent 
avoir un élément commun sans être identiques. 

Nous avons supposé, pour fixer les idées, qu'il s'agissait d’une 
fonction holomorphe f(z), mais le raisonnement peut être étendu 
à une fonction analytique quelconque, pourvu que le chemin L 
suivi par la variable pour aller de æ en b ne passe par aucun point 
singulier de la fonction. Il suffit pour cela, comme nous Pavons 
déjà fait (n° 291), de décomposer ce chemin en plusieurs ares, 
tels que chacun d’eux puisse être renfermé dans un contour fermé, 
à l’intérieur duquel la branche considérée de la fonction f(z) soit 
holomorphe. La connaissance de l'élément initial et du chemin 
décrit par la variable suffit, du moins en théorie, pour trouver 
l’élément final, c’est-à-dire les valeurs numériques de tous les 
termes de la suite analogue 


(5) FON f'Cb), ..., fw(b), 


342. Nouvelle définition des fonctions analytiques. — Les fonc- 
tions analytiques que nous avons étudiées jusqu’à présent étaient 
définies par des expressions permettant de les calculer pour toute 
valeur de la variable, dans le champ où on les étudiait. Nous 
concevons maintenant, d’après ce qui précède, qu'il soit possible 
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de définir une fonction analytique pour une valeur quelconque de 
la variable dès qu’on connaît un seul élément de la fonction. Mais, 
pour exposer la théorie à ce nouveau point de vue d’une façon 
complète, il nous faut ajouter à la. définition des fonctions ana- 
lytiques d’après Cauchy une nouvelle convention, qu'il nous paraît 
ulile dénoncer d’une façon explicite. 

Soient f,(:), f2(:) deux fonctions holomorphes respective- 
ment dans deux aires À,, A», ayant une partie commune el une 
seule A (fig. 83). 

Si dans la partie commune A" on a f:(3) = f,(z), ce qui aura 
lieu si ces deux fonctions ont un seul élément commun dans cette 


région, nous regarderons f,(3) et /,(3) comme formant une seule 
fonction holomorphe F(z) définie dans la région A, + A: par les 
égalités : F(z} = fı(z) dans A,, et F(z)— f(z) dans A.. Nous 
dirons aussi que f,(z) est le prolongement analytique dans la 


région A, — A’ de la fonction holomorphe f, (3), qui n’est supposée 


définie que dans la région À,. Il est clair que le prolongement ana- 
lytique de f, (z) dans la région de A, extérieure à À, n’est possible 
que d’une seule manière (1). 


(') Pour prouver que la convention précédente est distincte de la définition 
des fonctions analytiques, il suffit de remarquer qu’elle entraine immédiatement 
la conséquence suivante : si une fonction f(z) est holomorphe dans une 
région À, toute autre fonction f,(z), qui coincide avec f(z) dans une portion 
de l’aire À, est identique à f(z) dans A. Or, considérons une fonction F(z) 
définie de la manière suivante pour toutes les valeurs de la variable complexe 3 : 


F(s] = inz; si Pad F(5)=0. 


Quelque bizarre que paraisse cette convention, elle n’a rien de contradictoire 
avec la définition antérieure des fonctions analytiques. La fonction ainsi définie 


; T i i 
F(s) serait holomorphe pour toute valeur de s, sauf pour 3 = 3? qui serait un 


Gal. .16 
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Cela posé, considérons une suite infinie de nombres réels ou 
imaginaires 


(6) sy js Ar, +. An; 
assujettis à la seule condition de rendre la série 
(7) do + A13 + 043 +...+ An3! +... 


convergente pour quelque valeur de z différente de zéro. (Nous 
prenons z = o pour valeur initiale de la variable, ce qui ne res- 
treint pas la généralité.) La série (7) a donc par hypothèse un 
cercle de convergence Co dont le rayon R n’est pas nul. Si R est 
infini, celte série est convergente pour toute valeur de z, et repré- 
sente une fonction entière de la variable. Lorsque le rayon R a 
une valeur finie, différente de zéro, la somme de la série (7) est 
une fonction holomorphe f(z) à l'intérieur du cercle Co. Mais 
comme on ne connaît que la suite des coeflicients (6), nous ne 
savons rien 4& priori sur la nature de cette fonction en dehors du 
cercle Co. Nous ne savons pas s'il est possible d'ajouter au 
cercle Co une région voisine formant avec le cercle une aire con- 
nexe À, telle qu'il existe une fonction holomorphe dans A, coïn- 
cidant avec f(z) à l’intérieur de Co. La méthode du paragraphe 
précédent permet de reconnaître s’il en est ainsi. Prenons dans 
le cercle Co un point a différent de l’origine; on peut, au moyen 
de la série (7) et des séries obtenues en dérivant terme à terme, 
calculer l’élément de la fonction f(z) qui correspond au point à, 


point singulier d’une espèce particulière. Mais les propriétés de cette fonction 
F(z) seraient en contradiction avec la convention que nous venons d'adopter, 
puisque les deux fonctions F(z) et sing seraient identiques pour toutes les 
valeurs de z, sauf pour z = Sa qui serait un point singulier pour une scule 
d’entre elles. 

M. Weierstrass, en Allemagne, et M. Méray, en France, ont développé la 
théorie des fonctions analytiques, en s'appuyant uniquement sur les propriétés 
des séries entières; leurs recherches sont d’ailleurs complètement indépendantes. 
La théorie de M. Méray est exposée dans son grand Ouvrage Leçons nouvelles sur 
l’Analyse infinitésimale. Nous montrons dans le texte comment on peut définir 
de proche en proche une fonction analytique, connaissant un de ses éléments, 
mais en supposant toujours connus les théorèmes de Cauchy sur les fonctions 
holomorphes. 
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el, par suite, former la série entière 


a 6 (3— a" 


(8) NP Cr 5-2 


fo(a)+...… 


[.2... 7 


qui représente la fonction f(z) dans le domaine du point æ. Cette 
série est certainement convergente dans un cercle de centre a et 
de rayon R — |a | (n° 266), mais elle peut être convergente dans 
un cercle plus grand. Supposons d’abord que le rayon du cercle 
de convergence de la série (8) soit toujours égal à R— |a], 
quel que soit le point æ pris dans le cercle Co. Alors il n'existe 
aucun moyen de prolonger analytiquement la fonction f(z) en 
dehors du cercle, du moins si l’on n'emploie que des séries 
entières. Nous pouvons affirmer qu'il n'existe pas de fonction 
holomorphe F(z) définie dans une région A du plan plus grande 
que le cercle Co et coïncidant avec /(3) dans Co; car la méthode 
du prolongement analytique permettrait, comme nous l’avons vu, 
de déterminer la valeur de cette fonction en un point extérieur au 
cercle Co. On dit alors que la portion du plan extérieure au 
cercle Co est un espace lacunaire pour la fonction f(3). Nous en 
verrons des exemples un peu plus loin. 

Supposons en second lieu qu’en choisissant convenablement le 
point æ dans le cercle C,, le cercle de convergence C, de la 
série (8) ait un rayon plus grand que R — | a |. Ce cercle C, a une 
partie extérieure à Co (fig. 84) et la somme de la série (8) est une 
fonction holomorphe f,(z) dans le cercle C,. A l'intérieur du 
cercle y de centre a, qui est tangent intérieurement au cercle Co, 
on a f,(3) = f(z) (n° 266); donc cette égalité subsiste dans toute 
la région commune aux deux cercles Co, C,. La série (8) nous 
fait connaître le prolongement analytique de la fonction f(z) 
dans la portion du cercle C, extérieure au cercle Co. Soit a’ un 
nouveau point pris dans celte région; en opérant de la même 
façon, nous formerons une nouvelle série entière ordonnée sul- 
vant les puissances de 3—4/, qui sera convergente dans un 
cercle C}. Si ce cercle C; n’est pas tout entier à l'intérieur de C,, 
la nouvelle série donnera le prolongement de f(z) dans une région 
plus étendue, et ainsi de suite. On conçoit donc qu’il est possible 
d'étendre ainsi de proche en proche le domaine d’existence de la 
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fonction f(z), qui n’était définie d’abord qu’à lintérieur du 
cercle Co. 

Il est clair qu'on peut faire les opérations précédentes d'une 
infinité de manières. Pour s’y reconnaître, il faut définir avec 
précision le chemin suivi par la variable. Nous présenterons 

i TAE TERN 
d’abord quelques remarques. Soit C’, le cercle de rayon — décrit 
q q 0 J z 


de l'origine pour centre; & étant un point quelconque de Ci, le 


Fig. 84. 


rayon du cercle de convergence de la série (8) est au moins égal 
SAR $ $ n R E A 
à z> mais peut être plus grand. Soit z +7 la limite inférieure de 
ce rayon lorsque a décrit C, ; on ne peut avoir r > o. Si, en effet, 
r était positif, il existerait une fonction F(z) holomorphe dans le 
cercle de rayon R + r, ayant pour centre l'origine et coïncidant 
avec f(z) à l’intérieur de Co. Pour une valeur de 3 dont le module 
serait compris entre R et R+ r, F(z) serait égal à la somme de 
l'une quelconque des séries (8), a étant un point de Ci tel que 
: R ` X AARNE x ~y 
l’on ait |s- a| < PEU D'après le théorème de Cauchy, F(z) 
serait égal à la somme d’une série entière convergente dans le 
cercle de rayon R + 7, et celte série devrait être identique à la 
série (7), ce qui est impossible. 
T ART E zep SHR 
Il faut donc que la limite inférieure en question soit égale à —- 
Je dis en second lieu qu’il existe au moins un point a du cercle C,, 


+ 3 , R 
pour lequel le rayon de convergence de la série (8) est égal à —- 
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Soit, en effet, &,, £s, ..., En) ... une suite de nombres positifs 
décroissants, :, tendant vers zéro lorsque nz croît indéfiniment. 
t 


Au nombre s; on peut faire correspondre un point a; du cercle Ci, 
pour lequel le rayon de convergence de la série correspondante (8) 


ANE on MRY A å ji i 
est inférieur à — + :;. Nous obtenons ainsi une suite indéfinie de 
2 


points @s, An, +.) Ans ++. Situés sur le cercle C;. Il y a donc 
au moins un point limite sur ce cercle; soit æ un de ces points 


limites. Le rayon de convergence de la série (8) pour ce point q 


A | ` R , ` R 
ne peut être supérieur à —. Supposons-le en effet égal à — +1; 
2 2 


§ ‘ T) RP k 
puisqu'il v a dans le cercle de rayon — décrit du point 4 pour 
z VA 


centre une infinité de points 4;, on peut en trouver un pour 
lequel le rayon de convergence correspondant est plus petit que 
A + 1. Mais ce point étant à une distance du point & inférieure 


` 1 e s , ` 
à z> ce rayon de convergence doit être au moins égal à 


Il faut donc que l’on ait n = o, et le cercle de convergence qui a 
pour centre le point & est tangent intérieurement au cercle Co au 
point æ où le rayon Oa rencontre ce cercle. Le point æ est un 
point singulier de f(z) sur le cercle Co. Dans un cercle c, ayant 
pour centre le point 4, aussi petit que soit le rayon, il ne peut 
exister de fonction holomorphe qui soit identique à f(z) dans la 
partie commune aux deux cercles Co et c. Il est clair aussi que le 
cercle de convergence de la série (8) ayant pour centre un point 
quelconque du rayon Oz est tangent intérieurement au point a 
au cercle Co. 

Considérons maintenant un chemin L partant de l’origine et 
aboutissant à un point quelconque Z en dehors du cercle G,, et - 
imaginons un mobile décrivant ce chemin en marchant toujours 
dans le même sens de O vers Z. Soit z, le point où le mobile sort 
du cercle; si ce point x, était un point singulier, il serait impos- 
sible de poursuivre sur le chemin L au delà de ce point. Nous 
supposerons que ce n’est pas un point singulier; on peut alors 
former une série entière ordonnée suivant les puissances de z — z, 
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et convergente dans un cercle C, de centre a, dont la somme 
coïncide avec f(z) dans la partie commune aux deux cercles Co 
el C;. Pour calculer f(x), f'(æ), ee ip on pourra par exemple 
employer un point intermédiaire sur le rayon O4,. La somme de 
la seconde série nous fait connaître le prolongement analytique 
de f(z) le long du chemin L, à partir de &,, tant que le mobile 
décrivant ne sort pas du cercle C,. En particulier si tout ce 
chemin à partir de æ, est situé à l’intérieur de C,, cette série 
donnera la valeur de la fonction au point Z. Si le chemin sort du 
cercle C, au point s, on formera de même une nouvelle série 
entière convergente dans un cercle C, de centre æ, et ainsi de 
suite. Nous admettrons d’abord qu'au bout d’un nombre fini 
d'opérations on arrive à un cercle C, de centre ap, renfermant 
toute la portion du chemin L qui suit ap, et en particulier le 
point Z. Il suffira de remplacer s par Z dans la dernière série 
employée et dans celles qu'on en tire en différentiant terme à 
terme pour avoir les valeurs de f(Z), f'(Z), f'(Z), ..., avec 
lesquelles on arrive au point Z, c’est-à-dire l'élément final de la 
fonction. 

Il est clair qu'on arrive en un point quelconque du chemin L 
avec des valeurs bien déterminées pour la fonction et toutes 
ses dérivées. Remarquons aussi qu'on pourrait remplacer les 
cercles Co, Ci, Co, +.., Cp par une suite de cercles définis de 
la même façon ayant pour centres des points quelconques 2,, 
Z2, +++, 3, du chemin L pourvu que le cercle de centre z; ren- 
ferme la portion du chemin L comprise entre 3; et 3;4 ,. On peut 
aussi modifier le chemin L, en conservant les mêmes extrémités, 
sans changer la valeur finale de f(3), f'(z), f(z), .... En effet, 
les cercles Co, Ci, ..., Cp recouvrent une portion du plan for- 
mant une espèce de bande dans laquelle est situé le chemin L; 
on peut remplacer le chemin L par tout autre chemin I/ allant 
de z = o au point Z, et situé dans cette bande. Supposons, pour 
fixer les idées, qu'on soit obligé d'employer trois cercles consé- 
culifs Co, Ci, Co (Jig. 85). Soit L’ un nouveau chemin situé dans 
la bande formée par ces trois cercles; joignons les deux points m 
et n. Si l’on va de O en m d'abord par le chemin Oz, m, puis par 
le chemin Onm, il est clair qu’on arrive en m avec le même 
élément, puisqu'on a une fonction holomorphe dans la région 
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formée par C, et C;. De même si lon va de m en Z par le 
chemin m2,2 ou par le chemin mnZ, on arrive dans les deux cas 
au point Z avec le même élément. Le chemin L est donc équi- 
valent au chemin OnmnZ, c'est-à-dire au chemin L’. La méthode 


Fig. 85. 
Ga 


iG 
D 


RS i 


est la même, quel que soit le nombre des cercles successifs. En 
particulier, on peut toujours remplacer un chemin de forme 
quelconque par une ligne brisée ('). 


343. Points singuliers. — En procédant comme il vient d'être 
expliqué, il peut arriver qu'on ne puisse trouver un cercle ren- 
fermant toute la partie du chemin L qui reste à décrire, aussi loin 
que l’on poursuive les opérations. Il en sera ainsi lorsque le 
point p sera un point singulier sur le cercle C,_,, car on sera 
arrêté à ce moment-là. Si l’opération peut être continuée indéfi- 
niment, sans qu’on arrive à un cercle renfermant toute la portion 
du chemin L qui reste à décrire, les points 4h_1, 4p, Gpy4, +++, 
tendent vers un point-limite À du chemin L, qui peut être soit le 
point Z lui-même, soit un point compris entre o et Z. Le point À 
est encore un point singulier, et il est impossible de poursuivre 
le prolongement analytique de f(z) le long du chemin L au delà 
du point À. Mais, si À est différent de Z, cela ne prouve pas que 
le point Z soit lui-même un point singulier, et qu'on ne puisse 


(!) Le raisonnement exige un peu plus d'attention lorsque le chemin L pré- 
sente des points doubles, parce qu'alors la bande formée par les cercles suc- 
cessifs Ca, C, C, ... peut se recouvrir partiellement elle-même. Mais il n’y a 
au fond aucune difficulté véritable. 
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aller de O en Z par un autre chemin. Prenons par exemple les 
fonctions yı + 3 ou Log(1 + :); on ne pourrait aller de l'ori- 
gine au point z = — 2 le long de l'axe réel, puisqu'on ne pour- 
rait franchir le point singulier 3 = — 1. Mais si l’on fait décrire 
à la variable 3 un chemin ne passant pas par ce point, il est clair 
qu'on arrivera au point 3 = — 2 au bout d’un nombre fini d'opéra- 
Uons, car tous les cercles successifs passeront par le point s = — 1. 
Remarquons que la définition précédente des points singuliers 
dépend du chemin suivi par la variable; un point À peut être un 
point singulier pour un chemin déterminé, et ne pas l'être pour un 
autre chemin, si la fonction admet plusieurs branches distinctes. 

Lorsque deux chemins L,, Li, allant de l’origine au point Z, 
conduisent à des éléments différents en Z, il existe au moins un 
point singulier à l’intérieur de l’aire qui serait balayée par l’un de 
ces chemins, L, par exemple, si on le déformait d’une manière 
continue en conservant les extrémités de façon à l’amener à coïn- 


Fig. 86. 


cider avec Li. Supposons, ce qu’on peut toujours faire, que les 
deux chemins L,, L’ soient des lignes brisées d’un même nombre 
de côtés Oa, bicy... LZ et Oa bp- l Z (fig. 86). Soient a», 
Ds, Co, ..., l les milieux des segments a, a", b,b",..., ll; le 
chemin L, formé par la ligne brisée Oasbz...l Z ne peut 
être équivalent à la fois aux deux chemins L,, L'i, lorsqu'il ne ren- 
ferme pas de point singulier. Si ce chemin L, renferme un point 
singulier, le théorème est établi. Si les deux chemins L, ct Ls 
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ne sont pas équivalents, on en déduira un nouveau chemin Ls 
compris entre L, et L, par le même procédé. En continuant de 
la sorte, ou bien on arrivera à un chemin L, renfermant un point 
singulier, ou bien on aura une suite indéfinie de chemins L, 
Lə, .... Ces chemins tendront vers un chemin limite A, car les 
points i, A», A3, ... lendront vérs un point limite compris 
entre 4, et a, ... et de même pour les autres. Ce chemin- 
limite À doit renfermer nécessairement un point singulier, puisque 
l’on peut tracer, de part et d’autre de A, deux chemins infiniment 
voisins de À et conduisant à des éléments différents pour la fonc- 
tion au point Z. Il ne pourrait en être ainsi, si À ne renfermait pas 
de point singulier, puisque les chemins infiniment voisins de A 
doivent être équivalents à ce chemin lui-même. 

La définition précédente des points singuliers est purement 
négalive, et ne nous apprend rien sur la nature de la fonction 
dans le voisinage. Aucune hypothèse sur ces points singuliers ou 
sur leur distribution dans le plan ne peut être écartée a priori, à 
moins d'impliquer contradiction. C’est l'étude seule du prolon- 
gement analytique qui peut nous apprendre les différentes circon- 
stances possibles. 


344. Problème général. — Il résulte de ce qui précède qu'une 
fonction analytique est virtuellement déterminée quand on en 
connaît un élément, c'est-à-dire quand on connaît une suite de 
coefficients ao, A13 Q2, ..., Any ... tels que la série 


A+ a (£ —-4)+... + arle — a) +... 


ait un rayon de convergence différent de zéro. Ces coefficients 
étant connus, on est conduit à se poser le problème général sui- 
vant: trouver la valeur de la fonction en un point quelconque $ 
du plan quand on fait décrire à la variable un chemin déter- 
miné allant du point x au point $. On peut aussi se proposer 
de déterminer a priori les points singuliers de la fonction ana- 
lytique; il est clair d’ailleurs que les deux problèmes sont étroite- 
ment liés l’un à l’autre. La méthode même du prolongement ana- 
lytique fournit une solution, au moins théorique, de ces deux 
problèmes; mais elle n’est praticable que dans des cas très par- 
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ticuliers. Par exemple, comme rien n'indique a priori le nombre 
des séries intermédiaires qu'il faudra employer pour aller du 
point & au point ĝ, et qu'on ne peut calculer les sommes de ces 
séries qu'avec une cerlaine approximation, il paraît impossible de 
se rendre compte de l'approximation finale que l’on obtiendra. 
Aussi la recherche de solutions plus simples, au moins dans des cas 
particuliers, était-elle nécessaire. Ce n’est cependant que depuis 
quelques années que ce problème a fait l'objet de travaux suivis, 
qui ont déjà conduit à d'importants résultats ('). Si ces recherches 
sont aussi récentes, ce n’est pas uniquement à la difficulté de la 
question, quelque considérable qu’elle soit, qu’il faut lattribuer. 
En effet, les fonctions qui ont été étudiées successivement par 
les géomètres n’ont pas été choisies par eux d’une façon arbi- 
traire; l'étude de ces fonctions s’imposait par la nature même 
des problèmes qui s’offraient à leurs efforts. Or, à part un petit 
nombre de transcendantes, toutes ces fonctions, après les fonc- 
tions explicites élémentaires, sont définies soit comme racines 
d'équations non susceptibles d’une résolution formelle, soit comme 
intégrales d'équations différentielles algébriques. On conçoit donc 
que l'étude des fonctions implicites et des fonctions définies par 
des équations différentielles a dů précéder logiquement l'étude 
du problème général dont ces deux problèmes ne sont au fond 
que des cas très particuliers. 

Il est facile de montrer comment l'étude des équations différen- 
uielles algébriques se rattache à la théorie du prolongement ana- 
lytique. Considérons, pour fixer les idées, deux séries entières 
y(x), z(x), ordonnées suivant les puissances positives de x et 
convergentes dans un cercle C de rayon R décrit du point x — o 
pour centre. Soit d'autre part F(x,y,7",7", .….,ÿ{P), 2, 3, .…., 39) 
un polynome entier en x, y, y’, -.., yP 3,3', ..., 319, Suppo- 
sons que l’on remplace dans ce polynome y etz par les séries pré- 
cédentes, y’, y”, ..., y?) par les dérivées successives de la série 


y(æx), et z', 3", ..., 319) par les dérivées de la série z(x), le 


(') Pour tout ce qui concerne cette question, je renverrai le lecteur à l'excel- 
lent Ouvrage de M. Hadamard : La série de Taylor et son prolongement ana- 
lytique (Naud, 1901). On y trouvera des renseignements bibliographiques très 
complets. 
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résultat est encore une série entière convergente, dans le cercle C. 
Si tous les coefficients de cette série sont nuls, les fonctions holo- 
morphes y(x) et s(x) satisfont, dans le cercle C, à la relation 


(9) PC Ho. Pl, 2,8, 0) 0: 


Nous allons maintenant établir que les fonctions obtenues par le 
prolongement analytique des séries y(x) et s(x) satisfont à la 
méme relation dans tout leur domaine d'existence. D'une façon 
plus précise, si l’on fait décrire à la variable z un chemin L par- 
tant de l’origine et sortant du cercle C pour aboutir à un point 
quelconque a du plan, et si l’on peut poursuivre le prolongement 
analytique des deux séries y(x) et s(x) tout le long de ce chemin 
sans rencontrer aucun point singulier, les séries entières Y (x — a) 
et Z(x — a) avec lesquelles on arrive au point æ représentent dans 
le domaine de ce point deux fonctions holomorphes qui vérifient 
la relation (9). Soit, en effet, x, un point du chemin L intérieur 
au cercle C et voisin du point où ce chemin L sort du cercle C; du 
point z, comme centre on peut décrire un cercle C,, en partie 
extérieur au cercle Q, et il existe deux séries entières y (x — zı), 
z(x — x, ) convergentes dans le cercle C, et dont les sommes sont 
identiques aux sommes des deux séries y(x)et 3(x) dans la partie 
commune aux deux cercles C, C;. En remplaçant dans F les 
fonctions y et z par ces deux séries, le résultat obtenu est une 
série entière P(x — x,) convergente dans le cercle C,. Or, dans la 
partie commune aux deux cercles C, C,, on a P(x —x,)— o; la 
série P(x — x,) a donc tous ses coefficients nuls, et les deux nou- 
velles séries y(æ—x,) et 3(x—x,) satisfont à la relation (9) 
dans le cercle C;. En continuant de la sorte, on voit que cette 
relation ne cesse jamais d’être vérifiée par les prolongements ana- 
lytiques des deux séries y(x) et 3(x), quel que soit le chemin 
suivi par la variable; ce qui démontre la proposition. 

L'étude d’une fonction définie par une équation différentielle 
n’est donc au fond qu’un cas particulier du problème général du 
prolongement analytique. Mais, d’un autre côté, il est aisé de com- 
prendre que la connaissance d’une relation particulière entre une 
fonction analytique et quelques-unes de ses dérivées puisse dans 
certains cas faciliter la solution du problème. Nous aurons à revenir 
sur ce point dans l'étude des équations différentielles. 
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L'étude des fonctions modulaires elliptiques avait fourni à 
M. Hermite le premier exemple d’une fonction analytique définie 
dans une portion du plan seulement. Nous allons indiquer une 
méthode très simple pour obtenir des fonctions analvtiques admet- 
tant pour espace lacunaire une région quelconque du plan, moyen- 
nant certaines hypothèses, d'un caractère très général, sur la 


courbe qui limite cette région. 


345. Lignes singulières. Espaces lacunaires. — Nous démon- 
trerons d’abord une proposition préliminaire (1). 

Soient ap Aastate s ess ne PTE Os. sa Elan EUX SÉTIES, 
à termes quelconques, dont la seconde est absolument conver- 
gente et a tous ses termes différents de zéro; soit C un cercle de 
centre 3, ne contenant à son intérieur aucun point &; et passant 
par un seul de ces points : la série 


+ © 


(10) F(3)= X- 
er 
yai 
représente dans le cercle C une fonction holomorphe qui peut 
être développée en série ordonnée suivant les puissances de 3 — z9. 
Le cercle de convergence de cette série est précisément le 
cercle C. 

On peut évidemment supposer que z= 0, car si l’on change z 
en Zo 3’, 4, est remplacé par d&y— 39, et cy ne change pas. Nous 
supposerons aussi que l’on a |a| —R, en désignant par R le 
rayon du cercle C, et [ai] >R, pour > 1. Dans le cercle C, le 


Là , C A r Là ps + : 
terme général = peut être développé en série entière, et cette 


V7 1e 
série admet, comme il est facile de le voir, la fonction majo- 
rante Le] + D’après une proposition générale démontrée plus 
R F P PEOP 8 paus 


R 


(') POINCARÉ, Acta Societatis Fennicæ, t. XIII, 1881; GOURSAT, Bulletin des 
Sciences mathématiques, 2° série, t. XI, p. 109 et t. XVII, p. 247. 
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haut (n° 267), la série Y]c,| étant convergente, la fonction F(3:) 
peut être développée en série entière dans le cercle C, et cette série 
peut être obtenue en ajoutant terme à terme les séries entières qui 
représentent les différents termes. On a donc, dans ce cercle C, 


+o 
re x / Cy 
(10) F(3)= Ao+ A13 + Ao3?+...+A,zt+..., À = y 
V 
v=1 


+o 

Choisissons un nombre entier p tel que hi |c] soit plus petit 
v=p+1 

que = [c,|; ce qui est possible puisque c, n’est pas nul et que la 

série X|cy| est convergente. Le nombre p étant choisi de cette 

façon, nous pouvons écrire F(3) —F,(3)+F,(z), en posant 


p +o 


~ Cy =. Ci LT Ci 
Fils 2e Fils) + > — ; 
dy— 3 dj — 3 dy, — 3 


Va? V=p+1 


F,(3)est une fonction rationnelle qui n’a que des pôles extérieurs 
au cercle C, elle est donc développable en série entière dans un 


cercle C’ de rayon R'> R. Quant à F,(3), ona 


(11) Pals)= Bu Bis Li Emma, 
où 
Bha Ci : Cp+1 Cp+2 
Deo 10 Er FRERES 
giri (ap+1)”+! (Ap+2 j” +l 


On peut encore écrire ce coefficient 


+ æ 
I EAR n+l 
B, = ere 00 VAS a c, | En ; 
a'i Aand \ ay 
v=p+1 


mais On a par hypothèse 


ai 
al< 1, et le module de la somme 
E 


+o 


dı n+l 
Cy =n 
dy 


y =p+1 
est, d’après la façon dont on a choisi le nombre p, inférieur à 


1 . . [j 
, lc|. Le module du coefficient B, est donc compris entre TTA 


3 À Hy 
et zgr lch etle module du terme général-de la série (11) est com- 
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p zjn 3|cl12/2 
pris entre — |>| et leil = 


Je IE: > è 
; cette série est donc divergente si 


1 
a R 2R |R 
l’on a |3| > R. En ajoutant à la série Fa (3), convergente dans le 
cercle de rayon R, une série F, (2) convergente dans un cercle de 
rayon R'> R, il est clair que la somme F(z) admet le cercle C de 
rayon R pour cercle de convergence; ce qui démontre la proposi- 
tion énoncée. 

Cela posé, soit L une courbe, fermée ou non, admettant en 
chaque point un rayon de courbure déterminé. La série X| c| étant 
absolument convergente, supposons que les points de la suite &,, 
Qa, ++»; Qi, e». Soient tous sur la courbe L, et y soient distribués 
de telle sorte que, sur un arc fini de la courbe L, il y ait toujours 
une infinité de points de cette suite. La série 


Pr 
aA 
(a? se ee 
+ . 

est convergente pour tout point 3, n’appartenant pas à la courbe L 
el représente une fonction holomorphe dans le domaine de ce 
point; il suffirait de reprendre la première partie de la démonstra- 
tion précédente, en prenant pour le cercle C un cercle quelconque 
de centre 3, et ne renfermant aucun point &;. Si la courbe L n'est 
pas fermée et ne présente pas de point double, la série (12) repré- 
sente une fonction holomorphe dans toute l'étendue du plan, 
sauf pour les points de la courbe L. Nous ne pouvons en conclure 
que cette courbe L est une ligne singulière; il faut encore être 
assuré que le prolongement analytique de F (3) n’est pas possible 
à travers une portion, aussi pelite qu'elle soit, de L. Il suffit de 
vérifier pour cela que le cercle de convergence de la série entière 
qui représente F(z) dans le domaine d'un point quelconque zo, 
non situé sur L, ne peut jamais renfermer un arc de cette ligne, 
quelque petit qu'il soit. Supposons en effet que le cercle C de 
centre Z renferme un arc aĝ de la ligne L. Sur cet arc 48 prenons 
un point a;, et sur la normale en à; à cet arc prenons un point 3 
assez voisin du point a; pour que le cercle C; décrit du point z’ 
comme centre avec [3'— a;| pour rayon soit tout entier à l'inté- 
rieur de C et n’ait pas d’autre point commun avec l'arc 48 que le 
point a; lui-même. D’après le théorème qui vient d’être démontré, 
le cercle C; est le cercle de convergence de la série entière qui 
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représente F(z) dans le domaine du point z’. Mais ceci est en 
contradiction avec les propriétés générales des séries entières, 
car ce cercle de convergence ne peut être plus petit que le cercle 
de centre 3/ qui est tangent intérieurement au cercle C. Si la 
ligne L est fermée, la série (12) représente deux fonctions ana- 
lytiques distinctes, dont l’une n'existe que dans l'aire A inté- 
rieure à la ligne L et pour laquelle la portion du plan extérieure 
à celte ligne est un espace lacunaire; lautre fonction, au con- 
traire, n'existe qu’à l'extérieur de la ligne L et admet la région 
intérieure pour espace lacunaire. On dit aussi que la ligne L est 
une coupure essentielle pour chacune de ces fonctions. 

Étant données plusieurs lignes, fermées ou non, L,, La. ..., 
L,, on pourra former de cette façon des séries de la forme (12) 
admettant ces lignes pour coupures essentielles; la somme de ces 
series admettra loutes ces lignes pour coupures essentielles. 


346. Exemples. — Soient AB un segment de droite et z, 8 les affixes 


ma+n$s 


des extrémités A, B. Tous les points y = > Où m et n sont deux 


m+n 
nombres entiers positifs variant de 1 à + +, sont situés sur le segment AB, 
et sur une portion finie de ce segment il y a toujours une infinité de points 
de cette espèce, puisque le point y divise le segment AB dans le rap- 


m AE z 1.12 , She 
port —. Soit d'autre part Cm,» le terme général d’une série à deux 
n 


indices absolument convergente. La série à deux indices 


(æ 
F(z m,n 
) mait+n86 
se Z 


mn 


représente une fonction analytique admettant le segment AB pour cou- 
pure essentielle. On peut, en effet, transformer cette série en une série à 
un seul indice d’une infinité de manières. Il est clair qu’en ajoutant plu- 
sieurs séries de cette espèce on pourra former une fonction analytique 
admettant pour espace lacunaire un polygone quelconque. 

Voici un autre exemple où la ligne L est une circonférence. Soient x un 
nombre positif incommensurable, v un nombre entier positif. Posons 


= pna — gai = PURVA i 
a = eT y dy = aV = CRT, 


tous les points a sont distincts et situés sur le cercle C de rayon un 
ayant pour centre l’origine. De plus, nous savons qu’on peut trouver deux 
nombres entiers m et n tels que la différence 27(n 4 — m) soit moindre 
en valeur absolue qu’un nombre £, aussi petit qu'on le suppose. 
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Il existe donc des puissances de a dont l'argument est aussi voisin de 
zéro qu'on le veut et, par suite, sur un arc fini de la circonférence, il y 


: : su à , 7 . a” Kp 
aura toujours une infinité de points aY. Posons ensuite cy = — ; la série 
2 


+o 


F(3) = ELAN 


représente, d'après le théorème général, une fonction holomorphe dans le 
cercle C, qui admet comme espace lacunaire toute la portion du plan 
extérieure à ce cercle. En développant chaque terme suivant. les puis- 
sances de 3, on trouve pour le développement de F(s) la série entière 

: Le 3 g? z” 
(13) F(z) = 14+ —— + ——_— HE lm +... 

e 1 garei 2a*—i 

Il est facile de vérifier directement que la fonction représentée par 

cette série entière ne peut pas être prolongée analytiquement au delà du 


cercle C. Si nous lui ajoutons en effet la série -ə il vient 
+ 
| I I 
3) +- = 2 + 3| —— +i)+...+ st — +i)... = 2F (az), 
1—3 24 —1 24"—ı 
ou 
aa E LA 
F(as)=-F(3)+- . 
2 2 1—3 
En changeant dans cette relation 3 en az, puis en 4?z, ..., on trouve 
la relation générale 
pr 1 I 1 1 
1) F(a”z)= — F(z3) + — - , 


on aù(1— 3 VS Re = ES GO e dur Az 
2 ( 3) 2 (1— aa) 2(1 3) 


qui montre que la différence 22F(a3)— F(z) est une fonction ration- 
tionnelle &(3) admettant les n pôles du premier ordre 1, =, -3 eat 

La formule (14) a été établie en supposant que Pon a |z| <1, et|aj| =1. 
Si l'argument de a est commensurable avec +, la formule (14) montre 
que F(z) est une fonction rationnelle; il suffirait de prendre pour n un 
nombre entier tel que at=—1. Si l'argument de a est incommensurable 
avec 7, il est impossible que la fonction F(z) soit holomorphe sur un 
arc fini AB de la circonférence, aussi petit qu’on le suppose. En effet, 
soient a? et a!-P deux points situés sur l'arc AB(n > p). Les nombres x 
et p étant ainsi choisis, imaginons que l’on fasse tendre z vers a-P, az 
tendra vers a-—P, et les deux fonctions F(z) et F(a”z) devraient tendre 
vers des limites finies, Or, la relation (14) montre que ceci est impossible, 
puisque la fonction (2) admet le pôle a~». 
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Une méthode analogue s'applique, comme l’a démontré M. Hadamard, 
à la série considérée par M. Weierstrass 


(15) F(z) = Db" z", 


où a est un entier positif, et b une constante de module inférieur à un. 
Cette série est convergente pourvu que |z| ne dépasse pas l'unité, et diver- 
gente si |z| > 1. Le cercle C de rayon un est donc le cercle de conver- 
gence. La circonférence est une coupure essentielle de la fonction F(3). 
Supposons en effet que sur un arc fini 48 de la circonférence il n’y ait 


aucun point singulier de cette fonction. Si l’on remplace dans F(z) la 
2kiT 


variable z par ze œ% , k et A étant deux entiers positifs, et c un diviseur 
de a, tous les termes de la série (15) ne changent pas à partir du terme 
de rang À, et la différence PUD Fc ch ) est un polynome. La fonc- 
tion F(z) n'aurait donc pas non plus de point singulier sur l'arc 448% que 


RE : l 2kr AIE 
lon déduit de l'arc 48 par une rotation d’un angle —— autour de l'origine. 
c 
Prenons % assez grand pour que — soit inférieur à l'arc aß; en faisant suc- 
c 


cessivement k = 1, 2, . . ., ch, il est clair que les arcs 418,428, ... recou- 
vriraient complètement la circonférence. La fonction F(z) n'aurait donc 
aucun point singulier sur la circonférence, ce qui est absurde (n° 342). 

Cet exemple offre une particularité intéressante; la série (15) est abso- 
lument et uniformément convergente le long du cercle C. Elle représente 
donc sur ce cercle une fonction continue de l'argument 0 (1). 


3 
3 : è A ' E 
(!) M. Freedholm a démontré de mème que la somme de la série yara, 


0 
où a est une quantité positive inférieure à l'unité, ne peut être prolongée au delà 


du cercle de convergence (Comptes rendus, 24 mars 1890). Cet exemple conduit 


à une conséquence qui mérite d'être signalée. Sur le cercle de rayon 1, la série 
est convergente et la somme 


F(8) = Za"[cos(n?6) +isin(n°6)] 
est une fonction continue de l’argument 8, qui admet une infinité de dérivées. 


Cependant cette fonction F (6) ne peut ètre développée par la formule de Taylor 


dans aucun intervalle, aussi petit qu'il soit. Supposons en effet que, dans l'inter - 
valle (9,— x, 0,+ a), on ait 


F(8)=A,+A,(0—0,)+...+ A,(0—0,)"+.... 


La série qui est au second membre représente une fonction holomorphe de la 
variable complexe 0 dans le cercle c de rayon x décrit du point 8, pour centre. 
A ce cercle c la relation z = el: fait correspondre, dans le plan de la variable z, 
une aire fermée A renfermant l'arc y du cercle de rayon 1 allant du point d’ar- 
gument 0, — x au point d'argument 6, + x. Il existerait donc dans cette aire A 
une fonction holomorphe de z coïncidant avec la somme de la série Za"z"° le 
long de y; ce qui est impossible, puisqu'on ne peut prolonger la somme de cette 
série au delà du cercle. 


GiT. 
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347. Singularités des expressions analytiques. — Toute expres- 
sion analytique, telle qu’une série dont les différents termes sont 
des fonctions d’une variable z, ou une intégrale définie dans 
laquelle cette variable figure comme paramètre, représente, moyen- 
nant certaines conditions, une fonction holomorphe dans le voi- 
sinage de chacune des valeurs de z pour lesquelles elle a un sens. 
Si l’ensemble de ces valeurs de z recouvre complètement une 
région connexe du plan A, l'expression considérée représente une 
fonction holomorphe dans cette région A. Mais si l’ensemble de 
ces valeurs de 3 forme deux ou plusieurs régions distinctes sépa- 
rées, il peut se faire que l’expression analytique considérée repré- 
sente dans ces différentes régions des fonctions complètement 
distinctes. Nous en avons déjà rencontré un exemple au n° 297. 
Nous avons vu, en effet, comment on peut former une série à 
termes rationnels, convergente dans les deux triangles curvi- 
lignes PQR, P'Q'R' (fig. 68), dont la somme est égale à une 
fonction holomorphe f(z) dans le triangle PQR et à zéro dans le 
triangle P'Q'R’. En ajoutant deux séries analogues, on obtiendra 
une série à termes rationnels dont la somme sera égale à f(z) 
dans le triangle PQR, et à une autre fonction holomorphe (2), 
absolument quelconque, dans le triangle P'Q'R’. Ces deux fonc- 
tions f(z) et e(z) étant arbitraires, il est clair que la somme de 
la série dans le triangle P'Q'R' n'aura en général aucun rapport 
avec le prolongement analytique de la somme de cette série dans 
le triangle PQR. 

Voici encore un exemple très simple, analogue à un exemple 


1 — z” 


signalé par Schröder et par M. Tannery. L'expression a LEGA Dis 
est un entier positif qui augmente indéfiniment, a pour limite + 1 
si |z| < 1, et — 1, si |z|> 1; si |z| = 1, cette expression n’a pas 
de limite, sauf pour z= 1. Or la somme des n premiers termes 
de la série 

E a E G e a e i) 


- -? 
I- Es > ir 3 


est égale à l'expression précédente. Cette série est donc conver- 

gente pourvu que | z| soit différent de l'unité; elle représente + 1 

à l’intérieur du cercle C de rayon un qui a pour centre l'origine, 

et — 1 à l’extérieur de ce cercle. Cela posé, soient f(3), #(z) deux 
i 
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fonctions analytiques quelconques, par exemple deux fonctions 
entières; l'expression 


(3) = CES o(3)] + - S(3)[f(3)— 9(3)] 
est égale à f(z) à l’intérieur de C, et à (z) à l’extérieur de C. La 
circonférence elle-même est pour cette expression une coupure, 
mais d’une nature bien différente des coupures essentielles dont 
nous venons de parler. La fonction qui est égale à Ÿ(3) à l’inté- 
rieur de C peut être prolongée analytiquement en dehors du 
cercle, et de même la fonction qui est égale à 4(3) à l'extérieur 
de C peut être prolongée analytiquement à lPintérieur. 

Des singularités analogues se présentent pour les fonctions 
représentées par des intégrales définies. L'exemple le plus simple 
est fourni par l'intégrale de Cauchy; si f(z) est une fonction 
holomorphe à l’intérieur d’un contour fermé F et sur ce contour 


I f(z)dz el : i ' 
LES représente f(æ) si le point 2 


est à l’intérieur de T. La même intégrale est nulle si le point x est 


lui-même, l'intégrale : 
7 2R Lt 


` ? pe ~ P . (z 
à l'extérieur du contour F, car la fonction JUS) est alors holo- 


3 — 


morphe à l’intérieur du contour. La ligne Fest encore une cou- 
pure non essentielle pour l'intégrale définie. De même l'intégrale 


> \ 


Cp T FEAN L 
définie | cot ( = )dz admet comme coupure laxe réel; elle 
0 \ d 


est égale à + 27i ou à — 27i, suivant que le point x est au-dessus 
ou au-dessous de cette coupure (n° 303). 


348. Formule de M. Hermite. — On peut rattacher au même 
ordre d'idées un résultat intéressant dû à M. Hermite ('). Soient 
F (4, 3), G(4, z) deux fonctions holomorphes des deux variables ¿et z, 
par exemple deux polynomes, ou deux séries entières convergentes 
pour toutes les valeurs de ces deux variables. L'intégrale définie 


r E = 
(16) b(3)= f ALI 


prise suivant le segment de droite qui unit les deux points z et 6, 
représente, ainsi que nous le démontrerons plus loin (n° 353), une 
fonction holomorphe de z, sauf pour les valeurs de 3 qui sont 


(') HERMITE, Sur quelques points de la théorie des fonctions (Journal de 
Crelle, t. 91). 
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racines de l’équation G(ż, 3) — 0, t étant l’affixe d’un point pris 
sur le segment 48. Cette équation détermine ainsi un nombre fini 
ou infini de courbes pour lesquelles l'intégrale (z) cesse d’avoir 
un sens. Soit AB une de ces courbes, ne présentant pas de point 
double; nous supposerons, pour nous placer dans un cas bien 
précis, que lorsque £ décrit le segment aĝ, une des racines de 
l'équation G(4, 3) — o décrit l’are AB, et que toutes les autres 
racines de la même équation, s’il en existe, restent en dehors 
d’un contour fermé convenablement choisi entourant l'arc AB, 
de telle façon que le segment aĝ et larc AB se correspondent 
point par point. L'intégrale (16) n’a aucun sens lorsque z vient 
sur larc AB; nous nous proposons de calculer la différence des 
valeurs de la fonction ®(z) en deux points N, N’ infiniment voi- 
sins d’un point M de la ligne AB, pris de part et d'autre de cette 
ligne. Soient £, + £, € +e' les affixes des trois points M, N, N’ 
respectivement. À ces trois points la relation G(t, 3) —0 fait 
correspondre dans le plan de la variable 4 le point m sur aĝ et les 
deux points infiniment voisins n, n° pris de part et d’autre de 45; 
soient 6, 0+ 1, 4+ n’ les valeurs correspondantes de £. Prenons 
dans le voisinage du segment 45 un point y assez rapproché pour 
qu'à l'intérieur du triangle ay ( fig. 87) l'équation G(4, + £) = o 


Fig. 87. 


Y A G 
N , 
i 
æ B 


‘ . . F(t, bte 
n’ait pas d'autre racine que ¿= f} +7. La fonction AANE Seated 


G(4, E de 
la variable £ n’a donc qu'un seul pôle 0+ à l’intérieur du 
triangle aßy, et, d’après les hypothèses qui ont été faites, ce pôle 
est un pôle simple. En appliquant le théorème de Cauchy, on à 


donc la relation 


AIRES ha t+e), 
B 


(9) x GS C+E) G(4, =+ €) 
CFE, Ce) . F(0+n, E e) 
u GE Taa NOTE ra 
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Y x 

Les deux intégrales f à f sont de la même forme que ®(3); 
E 

elles représentent respectivement deux fonctions ®, (2), D,(z) 


qui sont holomorphes tant que la variable n’est pas située sur 
certaines coupures. Soient AC et BC les coupures qui correspon- 
dent aux deux segments ay et By du plan des ż¿, et qui sont infi- 
niment voisines de la coupure AB de ® (2). Donnons maintenant 
àz la valeur Ẹ + e'; la valeur correspondante de test 4 + /, repré- 
Fte etet) 
i G(t, L+e') 
à l’intérieur du triangle 487. Nous avons donc la relation 


PEU YF(4,t F(t t s) 
18 nt + a dt = 0; 
(8) À Smérs AET Oee) 


sentée par le point x’, et la fonction de ż est holomorphe 


en retranchant membre à membre les deux formules (17) et (18) 
on peut écrire la relation obtenue 

A A AE ES R4e e')] 
F (0 +n, +e) 

Gi (0n, Che) 


= 2n 


Mais les deux fonctions ®, (2), ®»(z), n'admettant pas la 
ligne AB comme coupure, sont holomorphes dans le voisinage 
du point z = € et, en faisant tendre £ et e/ vers zéro, on obtient 
à la limite la différence des valeurs de ®(3) en deux points infi- 
niment rapprochés de part et d’autre de AB. Nous écrirons le 
résultat sous forme abrégée. 


APESIN 
oG(0, £) ? 


00 


(19) P(N)— P(N')—=o0ir 


c'est la formule de M. Hermite. On voit qu’elle se rattache très 
simplement au théorème général de Cauchy ('). La démonstra- 
tion indique bien comment on doit prendre les deux points N 
et N'; le point N(Ķ + £) doit être tel qu’un observateur décrivant 
le segment &f laisse à sa gauche le point 0 + n correspondant. 

Il est à remarquer que la ligne AB n’est pas une coupure 
essentielle pour la fonction ® (z). Dans le voisinage du point N’, on 
peutremplacer, d’après la formule (18), ® (z) par —[D,(3) + D: (z)|; 
or, la somme ®,(:)+ ®, (z) est une fonction holomorphe dans le 


z (1) GOURSAT, Sur un théorème,.de M. Hermite (Acta Mathematica, t. 1). 
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triangle curviligne ACB et sur la ligne AB elle-même, ainsi que 
dans le voisinage de N'. On peut donc faire traverser à la variable z 
la ligne AB en un point quelconque M de cette ligne, différent des 
extrémités À et B, sans rencontrer aucun obstacle au prolonge- 
ment analytique. Il en serait évidemment de même si l’on faisait 
franchir à la variable s la ligne AB dans le sens opposé. 


Exemple. — Considérons l'intégrale 
S 


B f(t) dt 
(20) P(z)= k ALLA 
Ca t— 3 


l'intégrale étant prise suivant un segment AB de l’axe réel, et f(t) 
désignant une fonction holomorphe le long de ce segment AB. 
Représentons z sur le même plan que 4. La fonction P(z) est une 
fonction holomorphe de z dans le voisinage de tout point non 
situé sur le segment AB lui-même qui est une coupure pour Pin- 
tégrale. La différence D(N) — HN’) est ici égale à = 27i f(È), 
{ étant un point du segment AB. Lorsque la variable z franchit la 
ligne AB, le prolongement analytique de D(3) est représenté par 
P(z) Honif(z). 

Cet exemple donne lieu à une remarque importante. La fonction (3) 
est encore une fonction holomorphe de z, sans que f(¢) soit une fonction 
analytique de {, pourvu qu'elle soit continue entre x et 8. Mais, dans ce 
cas, les raisonnements précédents ne s'appliquent plus, et le segment AB 
est en général une coupure essentielle pour la fonction (2). 


EXERCICES. 


1. Trouver les lignes de discontinuité des intégrales définies 
1 


b 
sdt dt 
dia f: RTE taja k t+ iz 


vo “a 


prises suivant la ligne droite qui joint les points (o, 1), ou (a, b); pré- 
ciser la valeur de ces intégrales, pour un point 3 non situé sur les cou- 
pures. 


byi I 
2. On considère quatre cercles de rayons —;, ayant pour centres les 
2 


points +1, +i, — 1, — i. L'espace situé à l’extérieur de ces quatre 
cercles se compose d’une aire finie A; renfermant l'origine, et d’une 
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aire indéfinie A+. Former, par la méthode du n°297, une série de fonctions 
rationnelles qui converge dans ces aires, et dont la somme soit égale à 1 
dans A, et à o dans A,. Vérifier le résultat en faisant la somme de la série 
obtenue. 


3. Traiter les mêmes questions en considérant les deux aires inté- 
rieures au cercle de rayon 2 ayant pour centre l’origine, et extérieures 
aux deux cercles de rayon 1 ayant pour centres les points + 1 et — 1 res- 
pectivement. [APreLz, Acta mathematica, t. 1.] 

4. L'intégrale définie 
{a sin z 


p(z) — f dt, 
IE 1+— 2t cosz3 + t? i 


prise le long de l’axe réel, admet comme coupures les droites g = (2k +1)r, 
k étant entier. Soit ¢ = (2k +1) 7T + i$ un point de l’une de ces coupures. 
La différence des valeurs de l'intégrale en deux points infiniment voisins 
de celui-là, de part et d'autre de la coupure, est égale à m (e25 + e—a%). 
[HenmirE, Journal de Crelle, t. 91.] 


5. Les intégrales définies, prises le long de l'axe réel, 


1 © A = +- . =) 
T7 pilta) e—ilt—z) 
J= i qu = f. à pa 


V — © v — O 


admettent comme coupure laxe réel dans le plan de la variable 3. Au- 
dessus de cet axe, on a J —2ir, jo — 0, et au-dessous on a J = o0, 


Jọ = — 2 i7. Déduire de ces formules les valeurs des intégrales définies 
+o : +o 
git cos({ — 3) 
tte gp ane frs 
El De: À. PR t— 3 
Fe eût AT Cats RS 
dt, at RE" [A 
t— 53 Ë —5 
— a . U — D 


[Henmire, Journal de Crelle, t. 91.] 


6. Etablir, au moyen des coupures, la formule (p. 151. Ex. 15) 


1.71 ME T 
Í 1 = =. 
I+ et . SinaT 


tv — © 


[HermiTE, Journal de Crelle, 1. 91.] 


ea't+2) 


dt, qui admet comme 


+o 
On considère l'intégrale p(z) = di À Le US 
o 


coupures toutes les droites y = (2k +1)r, et qui reste constante dans la 
bande comprise entre deux coupures consécutives. Puis on établit les rela- 
tions, Z et z + 2ê7 étant deux points séparés par la coupure y = 7, 


P(z+oaoir) = P(z)+oireira, P(z+2ir) = eita e(z). 
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CHAPITRE XVII. 


FONCTIONS ANALYTIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES. 


I. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES. 


Nous allons nous occuper dans ce Chapitre des fonctions ana- 
lytiques de plusieurs variables complexes indépendantes. Pour 
simplifier le langage et les formules, nous supposerons qu'il y a 
deux variables seulement; mais il n’y a aucune difficulté à étendre 
les propriétés générales aux fonctions d’un nombre quelconque 


de variables. 


349. Définitions. — Soient 3 = uw + iv, Z = w + it deux va- 
riables complexes indépendantes; toute autre quantité complexe Z 
dont la valeur dépend des valeurs de z et de z' peut être dite fonc- 
tion des deux variables z et z'. Représentons les valeurs des deux 
variables z et z' par les deux points de coordonnées (u, v) 
el (w, t) dans deux systèmes d'axes rectangulaires, situés dans 
deux plans P, P’, et soient A, A’ deux portions quelconques de 
ces deux plans. Nous dirons qu’une fonction Z= f(z, z') est 
holomorphe dans les aires A, A’, lorsque, à tout système de deux 
points 3, z', pris respectivement dans les aires A, A’, correspond 
une valeur bien déterminée de f(z, z'), variant d’une manière 
continue avec & et z', el lorsque chacun des rapports 

fa +h, 3) — f(z, z), fla, z'+ k)— fí z, z') 
h k 


! restant fixes, les 


tend vers une limite déterminée lorsque, z et z 
modules de A et de k tendent vers zéro. Ces limites sont les 
dérivées partielles de la fonction f(z, z') et on les représente par 
la même notation que dans le cas des variables réelles. 


Séparons dans f(z, z') la partie réelle et le coefficient de č, 
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f(z, z) =X + iY; X et Y sont des fonctions réelles des quatre 
variables indépendantes réelles u, ¢, œ, /, vérifiant les quatre 


relations 
ES ONE D'OR OU N ONE RTL a; 
du  d& due ou ðw dt STE ae 


dont la signification est évidente ('). On peut éliminer Y de six 
manières différentes, en passant aux dérivéés du second ordre; 
mais les six relations obtenues se réduisent à quatre équations 


seulement 
d? X 9? X x DER 
— = = 0, — —- it, 
du ðt de dw du dw dv dt 
22X DER SU X 2X 
ae, fs = 0, na a 7 = 0, 
ou? dv? dw? ot? 


La multiplicité de ces relations explique aisément pourquoi 
l'on s’en est pea servi jusqu'ici pour l'étude des fonctions ana- 
lytiques de deux variables 


300. Cercles de convergence associés. — Les propriétés des 
séries entières à deux variables réelles (I, n° 185-186) s'étendent 
aisément au cas où les coefficients et les variables ont des valeurs 
complexes. Soit 


(1) F(3, z') = D anus" a'n, 


une série double à coefficients quelconques. Si la série 


(2) b3 A mi R” R'”, 


où Amn = |amal|, et où R et R’ sont des nombres positifs, est con- 
vergente, ou si du moins tous les termes de cette série (2) sont 
plus petits qu’un nombre fixe M, la série (1) sera absolument con- 
vergente pourvu que l’on ait |z| < R, |z'|< R’. Soit C le cercle 
décrit dans le plan de la variable z de l’origine comme centre avec 
un rayon R; soit de même C’ le cercle décrit dans le plan de la 


(1) Si z et z' sont des fonctions analytiques d’une autre variable x, ces rela- 
tions permettent aisément d'établir que la dérivée de f(z, s') par rapport à x 
s'obtient par la règle habituelle qui donne la dérivée d’une fonction composée. 
Les formules du calcul différentiel, en particulier les formules du changement 
de variables, s'étendent donc aux fonctions analytiques de variables complexes. 
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variable z' du point z'= o comme centre avec le rayon R' (fig. 88). 
La somme de la série (1) est une fonction bien déterminée des 
deux variables z et z’, lorsque ces variables restent comprises 
respectivement à l’intérieur des deux cercles C, C’. Soit C, un 
cercle de rayon R, < R concentrique à C; soit de même C; un 
cercle de rayon R’ < R’ concentrique à C’; lorsque les variables z 
et z! restent comprises respectivement à l’intérieur des cercles C, 


Fig. 88. 


et C’, la série (1) est uniformément convergente ; la somme F (3, 3’) 
est par conséquent une fonction continue des deux variables z, z’, 
à l'intérieur des deux cercles C et C. 

En différentiant terme à terme la série (1), par rapport à la 
variable z par exemple, la nouvelle série obtenue 


(3) 2 MAp 2713" 


est encore absolument convergente lorsque z et z' restent respec- 
tivement dans les deux cercles G et C'. Posons en effet |z| =r, 
|z'|=7'; en remplaçant chaque terme de la série (3) par son 
module, on obtient une série double à termes positifs dont les 
termes sont au plus égaux à ceux de la série double 


R m—1 r n 
R \R w)? 
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or cette dernière série est convergente et a pour somme 


Soit ~ la somme de la série (3); nous désignerons de même par 5 
la somme de la série obtenue en différentiant terme à terme la 
série (1) par rapport à z', et, d'une façon générale, par SE 
la somme de la série obtenue en différentiant successivement 
chaque terme de la série (1) m fois par rapport à z et n fois par 
rapport à z’. 

Prenons à l’intérieur de C un point quelconque z de module r 
et de ce point comme centre décrivons un cercle c de rayon R — r 
tangent intérieurement au cercle C. Soient de même 3z’ un point 
quelconque de module 7” < R', et cle cercle décrit du point z’ 
comme centre avec R'— 7" pour rayon. Soient enfin 3 + h 
et 3/ + k deux points quelconques pris respectivement dans les 
cercles c et c’, de telle sorte que l’on ait 


|z|+ |A| < R, |z |+ |k| < R. 
Si l’on remplace z et z' par z+ h et z'+ k dans la série (1), on 
peut développer chaque terme en une série ordonnée suivant les 
puissances de & et de k, et la série multiple ainsi obtenue est 
absolument convergente. En ordonnant cette série suivant les 
puissances de k et de k, nous pouvons écrire le résultat 


gm+nfF ` 


` (= oz'™” ) 
(4) OS ee pie D A 


1.2...70.1.2... N 


En raisonnant comme dans le cas d’une seule variable, on en 


sR oF oF i MS H 
conclut que les séries — et — représentent les dérivées partielles 
03 03 
de la fonction F(z, z3’). La série entière (1) représente donc une 
fonction holomorphe des deux variables à l’intérieur des cercles C 


et C’. D’une façon générale, la somme de la série que nous avons 
om+nFKF 


gdz" FA 
étaient réelles, et la formule (4) est identique à la formule de 
Taylor pour le cas de deux variables. 


représentée par a la même signification que si les variables 


WwW.rcin.org.pl 


268 CHAPITRE XVII. — FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


Toutes ces propriétés offrent la plus grande analogie avec les pro- 
priétés des séries entières à une seule variable. Il y a cependant une 
différence essentielle entre les deux cas. Dans le cas d’une seule 
variable, il y a un seul cercle C séparant les points où la série est 
convergente des points où la série est divergente. Dans le cas de 
deux variables, on doit considérer une infinité de systèmes de 
cercles associés jouant le même rôle que le cercle unique de con- 
vergence. Il existe, en effet, en général, une infinité de systèmes 
de deux cercles C, C’, de rayons R et R’ respectivement, tels que 
la série double (1) soit absolument convergente pourvu que l’on 
ait à la fois |s| < R, |z'| <R', et divergente si l’on a en même 
(mn)! ma 

E U E 


n 
? 


temps |2|> R, |z'|> R'. Par exemple, la série 


que l’on obtient en développant , est absolument con- 


I 
vergenle pourvu que l’on ait |z|+|z'|< ı et dans ce cas seulement. 
Tout système de cercles C, C’, dont les rayons R, R’ satisfont à 
la relation R + R'= 1, est un système de cercles de convergence 
associés. Il peut aussi arriver que l’on puisse se borner à consi- 
dérer un seul système de cercles associés; c'est ce qui a lieu pour 
la série 23" 3/7, qui n’est convergente quesi l’on a à la fois|z|< 1, 
PAPE 


391. Intégrales doubles. — Quand on se propose d’étendre 
aux fonctions de plusieurs variables complexes les théorèmes 
généraux que Cauchy a déduits de la considération des intégrales 
définies prises entre des limites imaginaires, on rencontre des 
difficultés, qui ont été complètement élucidées par M. Poincaré (!). 
Nous n’étudierons ici qu’un cas particulier bien simple qui nous 
suffira pour la suite. Soit f(z, z') une fonction holomorphe 
lorsque les variables z, z’ restent comprises respectivement dans 
les deux régions A, A’ (fig. 89). Considérons une courbe ab 
située dans A et une courbe a'b' dans A’, et divisons chacune de 
ces courbes en arcs plus petits par des points de division en 
nombre quelconque; appelons 36, 31, Zay -+., Zkt 3x, . ... Z les 
points de division de ab, 3, et Z coïncidant avec a et b, et 3,, Z4» 
Bus soon Shi ps + 9 2-11 A les points de division de a bl z, et 


0 


(+) Porxcark, Sur les residus des intégrales doub'es (Acta Mathematica, t. IX). 
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Z! coïncidant avec «a! et b'. La somme à deux indices 


(5) SD D (sur zra ar aaan — zhi) 


f=th=1 


tend vers une limite lorsque les deux nombres m et n augmentent 
indéfiniment de façon que tous les modules |z — 2x _,let|z, — Zal 
tendent vers zéro. Soit f(3, z)—X+1Y, X et Y étant des 
fonctions réelles des quatre variables w, 6, w, t; posons encore 


Fig. 89. 


34 = Uk + Ùk, 34, = Wh + Ita. Le terme général de la somme S 
peut s'écrire 


[X (tri Ven En tht) + EY CUr Veti Warih )] 
X [uk — Uk (Ve — Vk) [wh — Was + ilin — trn-1)], 


et, si l’on effectue les produits indiqués, on a huit produits par- 
tiels. Démontrons par exemple que la somme des produits partiels 


n m 


(6) à, DRE Pris Wat lai )(Ux — Ua )( Wh — Wn1) 


k=1k=1 


tend vers une limite. Nous supposerons, comme c’est le cas dans 
la figure, que la courbe ab n’est rencontrée qu’en un point par 
une parallèle à axe Op, et de même qu’une parallèle à l'axe Ot 
ne rencontre qu'en un point au plus la courbe a'b'. Soient 
v = ọ(u), t—=%(w) les équations de ces deux courbes, uo et U 
les limites entre lesquelles varie u, wọ et W les limites entre 
lesquelles varie w. Si l’on remplace dans X les variables v et 4 
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par (u) et 4(w) respectivement, elle devient une fonction con- 
tinue P(u, œ) des variables & et w et la somme (6) peut encore 


s'écrire 


n m 


O ; 
(6) > y PULL, Whi Qu — Up (Wh — Wn-1). 


Aalst 
Lorsque m et n croissent indéfiniment, cette somme a pour 
limite l'intégrale double I f VC, w) du dw étendue au rectangle 
LA e 


limité par les droites u = ue, u = U, œ = wo w = W. 
Cette intégrale double a aussi pour expression 


U . 


/ du | P(u, w) dw, 


e 
Ho a 


ou encore, en introduisant les intégrales curvilignes, 


(7) / du X(u, o: w, t)dw. 
+ (ab) Y {a'‘b') 


Dans cette dernière expression, on suppose que ų et o sont les 
coordonnées d’un point quelconque de l'arc ab, et w, t les coor- 
données d’un point quelconque de l'arc a'b'. Le point (u, +) 
étant supposé fixe, on fait décrire au point (w, £) Parc a'b'et l'on 


prend l'intégrale curviligne f X dw le long de a'b’. Le résultat 


est une fonction de «u, ¢, soit R (u, 6), et l’on calcule ensuite lin- 


tégrale curviligne fR (u, e) du le long de larc ab. 


La dernière expression obtenue (7) pour la limite de la 
somme (6) sapplique quels que soient les chemins ab et a'b. 
Il suffit, comme on l'a déjà fait plusieurs fois, de décomposer 
chacune des courbes ab et a'b' en arcs assez petits pour salis- 
faire aux conditions requises, d’associer de toutes les manières 
possibles une portion de ab à une portion de a'b', puis d’ajouter 
les résultats. En opérant de la même façon avec toutes les sommes 
de produits partiels analogues à la somme (6), on voit que S a 
pour limite la somme de huit intégrales doubles analogues à l'in- 


tégrale (7). Représentons cette limite par JIE, z') dz da, 
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nous avons légalité 


>» 


y) F(z, )dzdz'= [ du f xaw— $ do f Xai 
Y (ab) e (a'b') (ab) © {a'b') 
— f du f Y dt — f do f Y dw 
(8) e (ab) {ab “ (ab) ( 
Ez [ du Ydw —71 dv f Y dt 
Y (ab) (ab) +” (ab) Y {(a'b') 
| LE f du | Xdt+i f d f Cip: 
\ © (ab) tab" +” (ab) © (a'b') 


que l’on peut écrire d’une façon abrégée 


[fre sde date | (dua Cder ER EN) de + dt) 


e iab) © ia'b') 


Ce 


ou encore 


(9) fre. 3') ds ds'— f ds f F(z, z yde: 
TVR Y (ab) (a'b') 


La formule (9) est tout à fait semblable à celle qui permet de 
calculer une intégrale double ordinaire, étendue à la surface d’un 
rectangle, au moyen de deux quadratures successives (I, n° 123). 


On calcule d’abord l'intégrale [FC 3!) dz' le long de Parc a'b’, 


en y supposant 3 constant; le résultat est une fonction (3) de z, 
que l'on intègre ensuite le long de l'arc ab. Comme les deux 
chemins ab et a'b' jouent un rôle analogue, il est clair que l’on 
peut intervertir l’ordre des intégrations. 

Soit M un nombre positif supérieur au module de F(z, z’) 
lorsque z et z' décrivent les arcs ab et a'b'; si L et L/ désignent 
les longueurs respectives de ces arcs, le module de lintégrale 
double est inférieur à MLL’ (n° 287). Lorsqu'un des chemins, «'' 
par exemple, forme une courbe fermée, l'intégrale F (z, 3°) ds! 

(ab) 
sera nulle si la fonction F (3, z') est holomorphe pour Jes valeurs 
de z'à l’intérieur de cette courbe et les valeurs de z situées sur ab. 
Il en sera donc de même de l’intégrale double. 


392. Extension des théorèmes de Cauchy. — Soient C, C’ deux 
courbes fermées sans point double, situées respectivement dans 
les plans des variables z et z', F(z, z') une fonction holomorphe 
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lorsque z et z/ restent dans les aires limitées par ces deux courbes 
et sur ces courbes elles-mêmes. Considérons l’intégrale double 


=f | Fiz: z') ds" 
dz 
Y (C) Jic l G= ama). 


où æ est un point intérieur au contour C et z’ un point intérieur 
au contour C’ et supposons ces deux contours décrits dans le sens 


direct. L'intégrale 
7, 0 , ! 
f F(z, z')dz 
5 —x)(3 — x) 


e (C) { - 
3 1 : ` ` é K D EE A) 
où z désigne un point fixe du contour C, est égale à 274 . 
2 ee 
On a donc 
AE A E AE, 
EEY. dz 
7 


et, en appliquant encore une fois le théorème de Cauchy, 
= — 4m F (v, x); 
ce qui nous conduit à la formule 


PCs sc) AA 
2 


I 
[O0 F(x, z')= — — | dz TC F ET A 
( ; ) ÁT °/(C) c) (T) aata. 


tout à fait pareille à la formule fondamentale de Cauchy, et d’où 
l’on peut tirer des conséquences analogues. On en déduit lexis- 
tence des dérivées partielles de tous les ordres de la fonction 


r 5 2 om+n F 
s 21 í MT : r w i 

F(z, 3') dans les aires considérées, la dérivée Jamg yant pour 
expression 
(1) gm+n F T EE 2e LA at f à W F(z, 3')dz' 

En et CEE D nt SE a i z 2 R 

2 Tr? es ! ” 
dx’ ÿx'n 4T? (C) (C) (3 — æ)m+1 (z = æ'}#+1 


Pour obtenir la formule de Taylor, supposons que les con- 
tours C et C’ soient des circonférences; soient a le centre de C 
et R son rayon, b le centre de C’ et R' le rayon. Les points x et x’ 
étant pris respectivement à l’intérieur de ces circonférences, on 
afæ—a|=r<R,et|z'— b| = 7'< R', et la fraction rationnelle 

1 | yi 


(=e) =x) [>a (sa): b= b)] 
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peut être développée suivant les puissances de x — a et de z'— b, 
+o +o 


j (æ— a)n(x — b)" 
(z—2x)(s—2) > 2e a)n+1(3— bjr? 


m=0 t= 


la série du second membre étant uniformément convergente 
lorsque z et z’ décrivent Ur les cercles C et C/, car 


r\m RAN 

; génér = =.) « Un p 

le module du terme général est == RE (R) (E) On peut donc 
I La Å r LA 

remplacer RTE er En la série précédente dans la for- 


mule (10) et intégrer terme à terme, ce qui donne 


+ wo 


p j i Hiz ada 
Hlo y= m A X @— a)" (x b) f az [ (3 apris bym? 


e 
m=0 n=0 YV C) (C') 


en tenant compte des formules obtenues en remplaçant x et x! 
par a et b dans les relations (10) et (11), on retrouve la formule 
de Taylor 

en dE æ—an(x'— bn 
(12) F(z,z')=F(a, b)+ y >: ed, À La Pr 


da gb" m'n\! 
m=ûn—=û 


la combinaison m = n = o étant exclue de la sommation. 


Remarque. — Le coefficient &mn de (x — a)” (x'— b)” dans 
la série précédente est égal à l'intégrale double 


I ; F(z, zdz r 
T E E AS A 
si M est la limite supérieure de |F (z, 3')| le long des cercles C et C’, 
on a, d’après une remarque générale, 


M ' M 
lamn] < y mE NUET rR- anR = RS: 


M 


jorante pour F(x, x’) (T, n° 186). 


La fonction est donc une fonction ma- 


393. Fonctions représentées par des intégrales définies. — Pour 
étudier certaines fonctions, on cherche souvent à les exprimer par 
Cn RES 18 
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des intégrales définies, où la variable indépendante figure comme 
paramètre sous le signe intégral. Nous avons déjà donné des condi- 
tions suffisantes pour qu’on puisse appliquer la formule habituelle 
de différentiation lorsque les variables sont réelles (1, n°° 97, 175). 

Nous allons reprendre la question pour les variables complexes. 
Soit F(z, z’) une fonction holomorphe des deux variables z et z’, 
lorsque ces variables restent comprises respectivement dans deux 
régions À et A’. Prenons dans la région A un chemin déterminé L 
de longueur finie, et considérons l'intégrale définie 


(13) P(r) = f FC, z)dz, 
tE) 
où z est un point quelconque de la région A’. Pour démor trer que 
celte fonction ® (x) est une fonction holomorphe de x, décrivons 
du point z comme centre une circonférence C de rayon R, située 
tout entière dans la région A’. La fonction F(z, 3’) étant holo- 
morphe, on a, d’après la formule fondamentale de Cauchy, 
F(z, z') dz 
F(z, æ} = nr FES AAGA, 


. T 
2T dJe & Å— g 


et l'intégrale (13) peut encore s'écrire 


Paa 2 dz ALIAS ST. 


ATF JU Vic 
Soit x + Ar un point voisin de + dans ie cercle C; on a de même 


1 e F(z.z'\dz 
p(x + Ar) = — dz rr 
SELI Aga TEn Ar 


et par suite, en reprenant un calcul déjà fait (n° 293), 


P(r+ Ar) — b(r) I $ l F(zs..s) ds 
= — c — 
i 


Ar RE « 0 
Ar 
+ — dz 
LIN 


F(2, z') ds k 

Jal ar aP (z= as Ar) 
Soient M un nombre positif supérieur au module de F(z, z/) 
lorsque les variables z et 3/ décrivent respectivement les lignes L 
et C, S la longueur de la ligne L, et p le module de Ax. Le module 
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de la seconde intégrale est inférieur à 


Taa __ M8 
2T LT. ET idées R(R — ọ) 


et par conséquent tend vers zéro lorsque le point x + Ax se rap- 
proche indéfiniment du point x. La fonction ®#(x)admet donc une 
dérivée unique qui a pour expression 


1 F(z, z')dz' 
ad. ri P TES 
(æ) a (3 — g)? 


oF j f F(z, z')dz' 
(3 —æ) | 


et la formule précédente peut encore s'écrire 
9E 

I D'(r) — li = da 

(14) (x) Kr 


Nous retrouvons la formule habituelle de différentiation sous le 
signe intégral. 

Le raisonnement ne s'applique plus lorsque le chemin d'in- 
tégralion L s'étend à linfini. Supposons, pour fixer les idées, 
que L soit une demi-droite indéfinie issue d’un point a et faisant 
un angle 0 avec l’axe réel. Nous dirons que l'intégrale 

P(x) — f F(z, x) dz 
“4 
est uniformément convergente si à tout nombre positif e on peut 
faire correspondre un nombre positif N tel que l’on ait 


f. F(3, x) ds 
ay+pei 


< ?; 


pourvu que p soit supérieur à N, quel que soit æ dans A’, En 
reprenant un raisonnement employé pour les variables réelles (I, 
n° 175), on démontre que toute intégrale uniformément conver- 
gente est égale à la somme d’une série uniformément convergente 
dont les termes sont des intégrales prises le long de certains seg- 
ments de la demi-droite indéfinie L. Toutes ces intégrales sont des 


WwW.rcin.org.pl 


276 CHAPITRE XVII. — FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


fonctions holomorphes de x; il en est done de même de l’inté- 
P ; 


grale f F(z, xæ) dz (n° 298). 


On voit de la même façon que l’on peut appliquer la formule 
habituelle de différentiation, pourvu que lintégrale obtenue 


PE 
r dz soit elle-même uniformément convergente. 
Aa à 


Si la fonction F(z, 3!) devient infinie pour une limite &ọ de la 
ligne d'intégration, on dira de même que l'intégrale est uniformé- 
ment convergente dans un certain domaine si à tout nombre 
positife on peut faire correspondre sur la ligne L un point ao + 7h 
tel que lon ait 


.b | 
| F(z, mr à E, 


“ to 


b étant un point quelconque de la ligne L compris ao et ao +", 
cetle inégalité devant avoir lieu pour toutes les valeurs de x dans 
le domaine considéré. Les conclusions sont les mêmes que dans le 
cas où une limite de l'intégrale est rejetée à linfini, et s'établissent 
de la même façon. 


354. Application à la fonction r. — L'intégrale définie prise le long de 
Paxe réel 
.+ > 
(15) DE 2 f t:-le-tdt, 
0 


que nous n'avons étudiée que pour les valeurs réelles et positives de 3 
(I, n° 92), a une valeur finie pourvu que la partie réelle de z, que nous dési- 
gnerons par (z), soit positive. Soit en elfet s = x + iy; on en déduit 
+ 
|é5-te--t| = t7-1 e-t. Comme l'intégrale i ¿x-1 e-tdt a une valeur finie 
+ 0 

lorsque v est positif, il en est évidemment de mème de l'intégrale (15) 
(1, n° 89-90). Cette intégrale est uniformément convergente dans tout le 
domaine défini par les conditions N > & (2) >n, N et n étant deux nombres 
positifs arbitraires. Nous pouvons écrire en effet 

1 a+ © 
Fis)= F tz=—-1 e-t dt + y ts ter fe, 
1 


“vo 


et il suffit de prouver que chacune des intégrales du second membre est 
uniformément convergente. Démontrons-le par exemple pour la seconde. 
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N 


Soit l un nombre positif supérieur à un; si R(3)< N, ona 


+o +o 
f A RN 1d EEE f UN —Le-t dt, 


«/1 1 


et l’on peut prendre l assez grand pour que la dernière intégrale soit infé- 
rieure à tout nombre positif s. La fonction T(z) définie par l'intégrale (15) 
est donc une fonction holomorphe dans toute la région du plan située à 
droite de laxe Oy. Cette fonction T(z) satisfait encore à la relation 


(16) T(z+ 1) = 312) 


obtenue par une intégration par parties, et par suite à la relation plus géné- 
rale 


(17) T(z+n)=3(53+1)...(3+n—:1)r(3) 


qui en est une conséquence immédiate. 

Cette propriété permet d'étendre la définition de la fonction T(3) aux 
valeurs de 3 dont la partie réelle est négative. Considérons en effet la fonc- 
tion 

T(3+n) 


f (gaya EE — EI ATE = $ 
(18) À ) 2 1 € es ue D PACA (ES (à 


où n est un nombre entier positif; le numérateur T(z + n) est une fonc- 
tion holomorphe de z, définie pourvu que l’on ait R(z) > —n; la fonc- 
tion Y(z)est donc une fonction méromorphe définie pour toutes les valeurs 
de la variable dont la partie réelle est supérieure à — n. Or cette fonction 
Y(z) coïncide avec la fonction holomorphe T(z) à droite de l'axe Oy, 
d'après la formule (17); elle est donc identique au prolongement analytique 
de la fonction holomorphe F(s) dans la bande comprise entre les deux 
droites R(3) = 0, R(3) = — n. Comme le nombre entier n est arbitraire, 
on en conclut qu'il existe une fonction méromorphe, admettant comme 
pôles du premier ordre tous les points 3=0, 3 = —1, 3—=—92, ..., 
z= n, ..., et qui, à droite de l'axe Oy, est égale à l'intégrale (15). 
On représente encore cette fonction méromorphe par T(z), mais la for- 
mule (15) ne permet de calculer sa valeur numérique que si l'on a R (2)>o0. 
Si R (z) < o, il faut en outre se servir de la relation (17) pour avoir la va - 
leur numérique de cette fonction. 

Voici une expression de la fonction T (3) qui est valable pour toute valeur 
de z. Soit S(z) la fonction entière 


qui admet pour zéros les pôles de T(z). Le produit S(z3)T(z) doit être 
une fonction entière. On démontre que cette fonction entière est égale 
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à e—C:, C étant la constante d’Euler (1) (4, p. 116), et l’on en déduit la 
formule 


+ © m 
1 1 z\ =“ 
i — 903! n 
l — = že I+ -— je 
(9) zr(z) r(3 +1) II #1 A 
n=1 
* 1 7 
qui montre que =————— est une transcendante entière. 


NES 


353. Prolongement analytique d’une fonction de deux variables. — 
Soit u = F (z, z') une fonction holomorphe des deux variables z et 3 
lorsque ces deux variables restent respectivement dans deux régions con- 
nexes À et A’ des deux plans où on les représente. On démontre, comme 
dans le cas d’une seule variable (n° 34), que la valeur de cette fonction 
pour un système quelconque de points Z, z' pris dans les régions A, A’ est 
déterminée si l’on connaît les valeurs de F et de toutes ses dérivées par- 
tielles pour un système de deux points 3 = à, z'= b, pris dans les mêmes 
régions. Il semble facile, d'après cela, d'étendre aux fonctions de deux 
variables complexes la notion du prolongement analytique. Considérons 
une série à deux indices Za»h telle qu’il existe deux nombres positifs 7, 
r', jouissant de la propriété suivante : la série 


(20) F(23,3')=2a,,z" 3" 


est convergente si l’on a à la fois |s| < r, |z'| < r', et divergente si l’on a 
à la fois |z| >r, [s'| > 7". La série précédente définit alors une fonc- 
tion F(z, z'), qui est holomorphe lorsque ies variables z, 3’, restent res- 
pectivement dans des cercles G, C', de rayons 7 et r'; mais elle ne nous 
apprend rien sur le mode d'existence de cette fonction lorsque l’on a |z| >r, 
ou |z'|> r’. Imaginons, pour fixer les idées, que l’on fasse décrire à la 
variable" un chemin L allant de l’origine à un point Z extérieur au cercle C, 
et à la variable z’ un autre chemin LE’ allant du point z'= o à un point Z' 
extérieur au cercle C'. Soient & et B deux points pris respectivement sur 
les deux chemins Let L', « étant à l’intérieur de Cet B à l’intérieur de C’. 
La série (20) et celles qu'on en déduit par des différentiations répétées 
permettent de former une nouvelle série entière 


(21) Eomn(z—a)"(3— 8)" 


qui est absolument convergente lorsque l’on a[z— a| < r, et |z'— |< ri, 
m, et r} étant deux nombres positifs convenablement choisis. Appelons C; 
le cercle de rayon r4 décrit du point « pour centre dans le plan des z, et C; 
le cercle de rayon r décrit du point B pour centre dans le plan de la va- 
riable z’. Lorsque z est dans la partie commune aux deux cercles C et C;, 
et la variable z’ dans la partie commune aux deux cercles C'et Ch, la somme 
de la série (21) est identique à la somme de la série (20). Si l'on peut 


(©) Heërwire, Cours d'analyse, 4™ édition, p. 142. 
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choisir les deux nombres 7, et r} de façon que le cercle Gy soit en partie 
extérieur au cercle C, ou le cercle C’ en partie extérieur au cercle C’, on 
aura étendu la définition de la fonction F(z, z') à un domaine en partie 
extérieur au premier. En continuant de la sorte, on conçoit bien la possi- 
bilité d'étendre de proche en proche la fonction F(z, 3’). Mais il inter- 
vient ici un nouvel élément important. En effet, il est nécessaire de tenir 
compte des manières relatives dont les variables se déplacent sur leurs 
chemins respectifs. En voici un exemple très simple dù à M. Sauvage (1). 
Soit u = ÿ3 — 3° +1; nous prenons pour valeurs initiales z = z'= 0, u = 1, 
et les chemins décrits par les variables 3, 3’ sont définis comme il suit : 
1° le chemin décrit par la variable 3' se compose du segment rectiligne 


allant de l’origine au point z'= 1; 2° le chemin décrit par 3 se compose 
de trois demi-circonférences, la première OMA ( fig. go) a son centre sur 


laxe réel, à gauche de l’origine, et son rayon inférieur à —; la seconde ANB 
2 


a encore son centre sur l’axe réel, et placé de telle façon que le point —1 
soit sur le diamètre AB; enfin la troisième BPC a pour centre le milieu du 
segment qui va du point B au point C (3 = 1). La première et la troisième 
de ces demi-circonférences sont au-dessus de l’axe réel, et la seconde au- 
dessous, de façon que le contour OMANBPCO entoure le point 3 = —1. 
Cela posé, choisissons les marches suivantes : 

1° 3’ reste nul, et z décrit tout le chemin OABC; 

2° z reste égal à 1, et 3’ décrit tout son chemin. 

Si l’on considère la variable auxiliaire ¿ = 3 — z', on voit facilement que 
le chemin décrit par la variable #, si l’on représente cette variable # par un 


C) SAUVAGE, Premiers principes de la Théorie générale des fonctions de 
plusieurs variables (Annales de la Faculté des Sciences de Marseille, t. XIV). 
Ce Mémoire est une excellente introduction a l’étude des fonctions analytiques 
de plusieurs variables. 
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point du plan des Z, est précisément le contour fermé OABCO qui entoure 


le point critique 4 ——1 du radical ÿt+1. La valeur finale de u est 
donc u = — 1. 

Choisissons au contraire les marches suivantes : 

1° z reste nul et z’ varie de o à 1—2(e étant un nombre positif très 
petit); 

2° z' reste égal à 1 — e et z décrit tout le chemin OABC; 

3° z reste égal à 1, et z' varie de 1 — £ à 1. 

Lorsque z' varie de o à 1 — £, la variable auxiliaire £ décrit un chemin O 0" 
aboutissant à un point O’ très voisin du point — ı sur l'axe réel. Lorsque z 
décrit ensuite le chemin OABC, ż décrit un chemin O'A'B'C'’ superposable 
au précédent et aboutissant au point C'(OC'= =£) sur l'axe réel. Enfin 
lorsque z’ varie de ı— £ à 1, ¿ ira de C'à l’origine. La variable auxiliaire 4 
décrit donc le contour fermé OO'A'B'C'O qui laisse à l'extérieur le 
point — 1, pourvu que & soit pris assez petit. La valeur finale de u sera 
donc égale à +1. 

La nature des singularités des fonctions analytiques de plusieurs va- 
riables est beaucoup moins bien connue que celle des fonctions d’une seule 
variable. Une des plus grandes difficultés du problème tient à ce que les 
couples de valeurs singulières ne sont pas isolés (1). 


II. — FONCTIONS IMPLICITES. — FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 


356. Théorème de Weierstrass: — Nous avons déjà établi (1, 
n° 187) l'existence des fonctions implicites définies par des 
équations dont le premier membre peut être développé en série 
ordonnée suivant les puissances positives et croissantes des deux 
variables. Les raisonnements, qui étaient faits en supposant les 
variables et les coefficients réels, s'appliquent sans modification 
lorsque les variables et les coefficients ont des valeurs quelconques 
réelles ou imaginaires, pourvu que l’on conserve les autres hypo- 
thèses. Nous allons établir maintenant un théorème plus général, 
ct nous conserverons les notations déjà employées dans cette 
étude; les variables complexes seront désignées par x et y. 

Soit F(x, y) une fonction holomorphe dans le domaine d'un 
système de valeurs æ = a, y =B et telle que l’on ait F(a, B) — 0; 
nous supposerons, ce qui est toujours permis, & = fi = o. L'équa- 


(*) Pour tout ce qui concerne cette question, voir un Memoire de M. Poincaré 
dans les Acta mathematica (t. XXVI). 
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tion F(o, y)=o admet la racine y = 0 à un certain degré de 
multiplicité. Le cas qui a été étudié est celui où y = o est une 
racine simple; on va maintenant étudier le cas général où y = o 
est une racine multiple d'ordre n de l'équation F(0, y)= o. Si 
l'on ordonne le développement de F(x, y) dans le domaine du 
point æ = y = 0, suivant les puissances de y, ce développement 
est de la forme 


(22) F(x, y) = Ao + Ay +...+ Any? Anti +... 


les coefficients A; étant des séries entières en + dont les n pre- 
mières sont nulles pour æ = o, tandis que À, ne s’annule pas 
pour z = o. Soient C et C’ deux cercles de rayons R et R’ décrits 
de l’origine comme centre dans les plans des x et des y respec- 
tivement. Nous supposerons que la fonction F(x, y) est holo- 
morphe dans le domaine défini par ces deux cercles et aussi sur 
les cercles eux-mêmes; comme A, n’est pas nul pour x = o, nous 
pouvons supposer le rayon R du cercle C assez petit pour que la 
fonction À, ne s’annule pas à l’intérieur de C, ni sur ce cercte. 
Soit M la limite supérieure de [F(x, y)| dans le domaine précé- 
dent, et B la limite inférieure de [A,|. D’après le théorème fonda- 
mental de Cauchy, lon a 


À l F(z. v')dy' 
F(æ,7) — =S Í EA a A, 


x et y étant deux points quelconques pris dans les cercles C et C; 
on en conclut que le module du coefficient A» de y™ dans la for- 


: re M x 
mule (22) est inférieur à Ra’ quelle que soit la valeur de x dans 


le cercle C. 
Cela posé, nous pouvons écrire 


(23) F(x, y) = Auy"(1+P +Q) 
en posant 
p = St + SE pr, 
A ai 
Q k A T0 
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Soit » le module de y; on a 


M. jp p ets. A. 
PL pe (+ +) = ee “CE 


. 0.5 « L É] s 
et ce module sera inférieur à z pourvu que lon ait 


BR’ 


(4) PER pure 


Soit d'autre part u(r) la valeur maximum du module des fonc- 
tions Ao, A4, +- +, An_, pour toutes les valeurs de x dont le mo- 
dule ne dépasse un nombre r< R. Ces n fonctions étant nulles 
pour £= 0, y(r) tend vers zéro avec r, et l’on peut toujours 
prendre r assez petit pour que l’on ait 


(25) HD PERESS L)J<i r<R, 


o étant un nombre positif déterminé. Les nombres r et 5 ayant 
été choisis de façon à satisfaire aux conditions précédentes, rem- 
plaçons le cercle C par le cercle C, décrit dans le plan des x, 
du point z =o pour centre, avec le rayon r, et de même le 
cercle C’, du plan de la variable y, par le cercle concentrique C; 
de rayon p. Si l’on donne à x une valeur telle que |z|£r, et que 
l’on fasse décrire à la variable y le cercle C,, tout le long de ce 
cercle on a, d’après la façon dont on a choisi les nombres r et o, 
[PI < =, [QI < L, et par suite |P + Q| < 1. Lorsque la variable y 
décrit le cercle C, dans le sens direct, l'argument de 1 + P + 
revient à sa valeur initiale, tandis que l'argument du facteur A, y” 
augmente de 2n7. L'équation F(x,y)—=0, où |x|£r, a donc 
n racines dont le module est inférieur à o, et n seulement. 

Toutes les autres racines de l'équation F(z, y) —o, s’il en 
existe, ont leurs modules supérieurs à p. Comme on peut rem- 
placer le nombre o par un nombre aussi petit qu’on le voudra, 
inférieur à 9, à la condition de remplacer en même temps r par 
un nombre plus petit vérifiant toujours la condition (25), on voit 
que l'équation F(z, y) = 0 admet n racines et n seulement qui 
tendent vers zéro en même temps que x. 

Lorsque la variable æ reste à l’intérieur de C, ou sur ce cercle 
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lui-même, les n racines y,, Ya, ++, Yn, dont le module est infé- 
rieur à p, restent dans le cercle Cp. Ces racines ne sont pas en 
général des fonctions holomorphes de æ dans le cercle C,, mais 
toute fonction symétrique entière de ces n racines est une fonc- 
tion holomorphe de x dans ce cercle. Il suffit évidemment de le 
démontrer pour la somme y} + y* is. 4+ y$, où k est un nombre 
entier positif. Considérons pour cela l'intégrale double 
orie, yr) 
ET a 
E(x, y) æ'—x 


i= f dy | y ; 
Y (Cp) (Cr) 


où l’on suppose |z| < r. Si |y |= 2, la fonction F(z', y’) ne peut 
s’annuler pour aucune valeur de la variable z’ à l’intérieur de C, 
ou sur C,, et le seul pôle de la fonction sous le signe intégral à 
l’intérieur de C, est le point z'= x. On a donc 


E (æy) F(x, y’) 
arae a a! ~ ga 
Pa EZ, y) 2—2 F(z, ÿ ) 


et par suite 


Fæ, y) 
dy" 
| = azi f CR rarr à 
Cp F(x, y) 


D’après une propriété générale (n° 306), cette intégrale est égale 


à — 477 + y +. oy), Vu Vas +++, Ja étant les n racines 
de l’équation F(z, y) — 0 de module inférieur à p. D'autre part, 
l'intégrale I est une fonction holomorphe de æ dans C;, car on 


r J TE. . r 
peut développer — en série uniformément convergente or- 
æ 


donnée suivant les puissances de +, et calculer ensuite l’intégrale 
terme à terme. Les diverses sommes Sy étant des fonctions holo- 
morphes dans le cercle C,, il en est de même de la somme de ces 
racines, de la somme des produits deux à deux, etc., et par con- 
séquent les n racines Vi, Yes +++, Yn SONL aussi les racines d’une 
équation de degré n 

(26) f(x, y) =y" + aayi Aa yP + Anay + An = O, 


dont les coefficients ai, a2, +--+ &n sont des fonctions holo- 
morphes de æ dans le cercle C,, s'annulant pour x = o. 
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Les deux fonctions F(x, y) et f(x, y) s’annulent pour les 

mêmes systèmes de valeurs des variables æ, y, à l’intérieur des 
; F(x, 
cercles C, et C,. Nous allons montrer que le rapport ECæ y) est 
Fiz, y) 

une fonction holomorphe dans ce domaine. Prenons pour ces 
variables des valeurs déterminées telles que |z| <r, | y| <9, et 
considérons l'intégrale double 


} F(æx’. y’) dx 
J = dy RER AN E TUE - + : N 
D (Co) e cn IEI DARCOS") 


Pour une valeur de y’ de module 5, la fonction f(x’, y') de la 
variable z’ ne peut s’annuler pour aucune valeur de x’ intérieure 
à C, ou située sur ce cercle. La fonction sous le signe intégral 
admet donc le seul pôle z'= x à l’intérieur de C,, et le résidu 
F(æ, v') 1 


correspondant est TR SITES 
KATEN 


+ Par suite, on a encore 


Elzy) 47 


= antl - -= ; 
POT AREE 


mais les deux fonctions holomorphes F(x, y'), f(x, y) de la 
variable y’ ont les mêmes zéros avec les mêmes degrés de multi- 
plicité à l’intérieur de GC. Leur quotient est donc une fonction 
holomorphe de y’ dans G; el le seul pôle de la fonction à intégrer 
dans ce cercle est y'= y; on a donc 


F(z. 7 
EE a EP 22 
Jx, y) 
y r I 
D’autre part, on peut remplacer, dans l'intégrale, ——— 
| (æ'—x)(y'—7) 
par une série entière uniformément convergente, ordonnée sui- 
vant les puissances posilives de æ et de y. En intégrant terme à 
terme, on voil que celte intégrale est égale à la somme d’une série 
entière ordonnée suivant les puissances de æ et de y, et conver- 
gente dans les cercles C,, Cp. Nous pouvons donc écrire 


F(x, y) = fer, y)H(æ, >), 
ou 


(27) F(x, y)=(y"+ay"-t+...+a,)H(x, 7), 


la fonction H(x, y) étant holomorphe dans les cercles C,, C,. 
Le coefficient A, de y” dans F (x, y) contient un terme constant 
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différent de zéro; comme &,, 42, ..., an sontnuls pour z = o, le 
développement de H(x, y) contient forcément un terme constant 
différent de zéro, et la décomposition donnée par la formule (27) 
met en évidence ce fait que toutes les racines de F(x, y) = o qui 
tendent vers zéro avec æ s'obtiennent en annulant le premier 
facteur. L'important théorème qui précède est dû à M. Weier- 
strass (!). Il généralise, du moins autant que cela est possible pour 
une fonction de plusieurs variables, la décomposition en facteurs 


des fonctions d’une seule variable. 


397. Points critiques. — Nous sommes donc ramenés, pour 
étudier les v racines de l'équation F(z, y) —0, qui sont infini- 
ment petites en même temps que z, à étudier, pour les valeurs 


de x voisines de zéro, les racines d’une équation de la forme 
(28) F(a y) =y Hary Tt dpt 24. + AT T Anm 0; 


OÙ Ai, Q2, +, An Sont des fonctions holomorphes s'annulant 
pour æ = 0. Lorsque n est © 1 (seul cas dont nous ayons à nous 


occuper), le point x = o esten général un point critique. Eli- 
; 3 ; of | 
minons y entre les deux équations f=o et J = 0; le résul- 


tant A(x) est un polynome entier par rapport aux coeflicients à, 
l, ++, An, et par conséquent une fonction holomorphe dans le 
domaine de l’origine. Ce résultant (?) est nul pour æ = 0, et, 
comme les zéros d’une fonction holomorphe forment un système 
de points isolés, nous pouvons supposer qu'on a pris le rayon r 
du cercle C, assez petit pour qu'à l’intérieur de. C, l'équation 
Ar) o n'ait pas d'autre racine que x — 6. Pour tout point x, 
pris dans ce cercle, autre que l’origine, l'équation f(xs, y) = 0 
admettra n racines distinctes; d’après le cas déjà étudié (1, n° 187), 
les n racines de l'équation (28) seront des fonctions holomorphes 
de x dans le domaine du point #4. Il ne peut donc y avoir à l’inté- 
rieur du cercle C, d'autre point critique que l’origine. 

Soient yi, V2, -.-, I'n les n racines de l'équation /(xs, y) = 0. 


(') Abhandlungen aus der Funclionenlehre von K. Weierstrass (Bcr- 
lin, 1860). 

(?) Nous écartons le cas où ce résultant serait identiquement nul. Dans ce 
cas f(x, y) serait divisible par un facteur [/,(x, y)]f, où ÆA> 1, f(x, y) 
étant de même forme que f(x, y). 
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Faisons décrire à la variable x un lacet autour du point x = 0, 
en partant du point £; tout le long de ce lacet, les r racines de 
l'équation f(x, y) — o sont distinctes et varient d’une manière 
continue. Si l’on part du point x, avec la racine y, par exemple, 
en suivant la variation continue de cette racine tout le long du 
lacet, on reviendra au point de départ avec une valeur finale égale 
à une des racines de f( xo, y) = o. Si cette valeur finaleest y,, la 
racine considérée est uniforme dans le domaine de l'origine. Si 
celte valeur finale est différente de y,, supposons qu’elle soit égale 
à Və. Un nouveau lacet décrit dans le même sens conduira de la 
racine y, à une autre des racines y, V2, +++, Yn- La valeur finale 
ne peut être y», puisque le chemin inverse doit conduire de y2 
à vı. Cette valeur finale doit donc être une des racines y,, 
Vas se. Fn; Si C'est 1, On voit que les deux racines y, el y: se 
permutent quand la variable décrit un lacet autour de lorigine. 
Si cette valeur finale n'est pas y,, c’est une des (n — 2) racines 
restantes; soit »4 cette racine. Un nouveau lacet décrit dans le 
même sens conduira de la racine y à une des racines V1, V2, Ya, 
Vas se, Yn- Ce ne peut être y, pour la même raison que tout à 
l'heure; ce n’est pas non plus y», puisque le chemin inverse con- 
duit de y: à yı. Cette valeur finale est donc y, ou une des (r — 3) 
racines restantes Va, Vs, «++: Yne Sic'est y1, les trois racines y4, 
Yz, Yz Se permutent circulairement quand la variable æ décrit un 
lacet autour de l’origine. Si la valeur finale est différente de y4, 
on continuera à faire tourner la variable autour de l’origine, et, 
au bout d’un nombre fini d'opérations, on retombera forcément 
sur une racine déjà obtenue, qui sera la racine y,. Supposons, 
par exemple, que cela arrive après p opéralions; les p racines 
obtenues y, Va, - - -, »h Se permutent circulairement quand la va- 
riable æ décrit un lacet autour de l’origine, on dit qu’elles forment 
un système circulaire de p racines. Lorsque p = n, les n racines 
forment un seul système circulaire, Lorsque p est < n, on recom- 
mencera le raisonnement en partant d'une des n — p racines res- 
tantes, et ainsi de suite; il est clair qu’en continuant de la sorte 
on finira par épuiser toutes les racines, et l’on peut énoncer la 
proposition suivante : Les n racines de l’équation F (£, y) =o, 
qui sont nulles pour x =o, forment un ou plusieurs systèmes 
circulaires dans le domaine de l’origine. 
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Pour la généralité de l’énoncé, il suffit de convenir qu'un sys- 
tème circulaire peut se composer d’une seule racine; cette racine 
est alors une fonction uniforme dans le voisinage de l’origine. 
Les racines d’un même système circulaire peuvent être repré- 
sentées par un développement unique. Soient y, Ya, +.., Yp 
les p racines d’un système circulaire; posons x = x'?. Chacune 
de ces racines devient une fonction holomorphe de x’ pour toute 
valeur de +’ autre que z'— 0; d’autre part, quand x! décrit un 
lacet autour de x'= 0, le point x décrit p lacets successifs dans le 
même sens autour de l’origine. Chacune des racines V4, Yo, «.. Ir 
revient donc à sa valeur initiale. Ce sont done des fonctions uni- 
formes de z’ dans le domaine de l’origine; comme ces racines 
tendent vers zéro lorsque x' tend vers zéro, l'origine z!'— o ne 
peut être qu’un point ordinaire, et l’une de ces racines est repré- 
sentée par un développement de la forme 


(29) Y= ULH TH... H Ane M... 
1 


ou, en remplaçant +! par x”, 


t 1\2 4 AH 
(30) Y = U La x") PEU S) +. 


Je dis maintenant que le développement (30) représente toutes 


les racines d’un méme système circulaire; pourvu que l’on 
1 


attribue à x” ses p déterminations. En effet, supposons qu’en 
P ) q 


. P,— , . . . 
prenant pour le radical yx une de ses déterminations on ait le 


développement de la racine y,; si la variable æ décrit un lacet 
1 


dans le sens direct autour de l’origine, y, se change en y3, et x” 


2i 
est multiplié par eP” . On verra de même qu’on aura y, en rem- 
1 1 2qTi 


plaçant z” par z’e P dans la formule (30). Ce développement 
unique met bien en évidence la permutation circulaire des p 
racines. ll nous resterait à montrer comment on peut séparer les 
n racines de F(z, y) = o en systèmes circulaires et calculer les 
coelficients a; des développements (30). La méthode générale est 
exposée en détail dans tous les Ouvrages consacrés aux fonctions 
algébriques. Nous ne traiterons que quelques cas particuliers 
d’une application fréquente. 
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: EI T. EA ; 
Si pour z = y = 0, la dérivée — n’est pas nulle, le développe- 
: 0x 


ment de F(x, y) renferme un terme du premier degré en x, et 
l’on a 


(31) F(x,y)=Axz+Byr+..…. (AB Zo), 


les termes non écrits étant divisibles par lun des facteurs æ?, 
xy, y”t'. Considérons pour un moment y comme la variable 
indépendante, l’équation F(x, y)=o admet une seule racine 
tendant vers zéro avec y, et celte racine est holomorphe dans le 
domaine de l’origine. Le développement, que l’on a appris à cal- 
culer (I, n° 46, 187), est de la forme 


(32) x = y" (ao+ ay +...) (@0): 


En extrayant les racines ni" des deux membres, il vient 


1 
(33) = y aot ay +... 


Pour y —0, l'équation auxiliaire u? = aÿ + a&i y +...admet n 
racines distinctes, dont chacune est développable en série entière 
suivant les puissances de y. Comme ces n racines se déduisent de 

ETI 
l’une d'elles en la multipliant par les puissances successives dee ” , 
on peut prendre pour Yao + ay +... dans la formule (33) l’une 


quelconque de ces racines, à la condition d'attribuer successive- 
1 


n 


ment à z" ses n déterminations. 
On peut donc écrire l’équation (33) 
1 


gre = biy + bay? +... (b, 0), 


el l’on en tire inversement un développement de y suivant les 


puissances de x" 


132 


(34) PENRE IE IS A SN 
1 


Ce développement, lorsque l’on donne successivement à g” ses n 
valeurs, représente les n racines qui tendent vers zéro avec z. Ce 
fait avait déjà été signalé (I, p. 458); nous en voyons ici la signi- 
fication analytique. 


-Js , 0F : 
Considérons encore le cas où Jy S! alpont 2 = y= 0, 6t.o0ù 
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lon a n = 2. On peut écrire l’équation, en ordonnant par groupes 
de termes homogènes, 


(35) F(x,y) = (x, y)+ps(x, Y)+...=0, 


gi(æ, y) désignant un polynome homogène de degré i. 
Le coefficient de y? dans v,(x, n'étant pas nul par hypo- 
J P2 | | 
thèse, nous supposerons ce coefficient égal à l’unité; soit 


palz, Y)=(y —ax)(y — zx). 


Posons y = ux, l'équation (35) devient, en supprimant le fac- 
teur æ?, 


(36) (u—a)(u — B)+ zọ3(1, u)+...=0 


et, pour z = 0, admet, en supposant æ el B différents, les deux 
racines simples u = 4, u = ĝ. Il y a donc deux racines de cette 
équation &, et s, qui tendent respectivement vers a et ĝ lorsque x 
tend vers zéro, et qui sont holomorphes dans le domaine de l’ori- 
gine. À ces deux racines w, et U, correspondent deux racines 
holomorphes y, et y, de l'équation (35), dont les développements 
commencent respectivement par 4x et Bs. 

Il n’en est plus de même si 8 = g. On posera alors y = z (a + v), 
et la nouvelle équation F,(x, v) = o, obtenue en divisant par x?, 
oF, 
Da 
pour z = ¢ = 0, nous venons de voir que les deux racines infini- 


admet encore deux racines nulles pour x = o. Si n’est pas nul 


ment petites de l’équation en p forment un système circulaire; il 
en est donc de même des racines infiniment petites de l'équation 
en y. Si les deux racines de l'équation en v sont holomorphes, 
comme dans le cas déjà traité, il en sera de même des racines de 
l'équation en y. Lorsque l’équation en ¢ présente la même ambi- 
guïté que l’équation en y, on recommencera la même transfor- 
mation jusqu'à ce qu’on arrive à une équation dont les racines 
soient séparées. 


Lorsque tous les coefficients de F (x, y) sont réels, et qu'on ne considère 
que les valeurs réelles infiniment petites des deux variables +, y, le pro- 
blème revient à construire une courbe analytique dans le voisinage d’un 
point double. Le théorème de Weierstrass permet de discuter facilement 
toutes les formes possibles. En effet, les coefficients de F(s, y) étant 
réels, les deux racines infiniment petites y, et ya sont évidemment réelles 


G., IT. i 19 
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ou imaginaires conjuguées lorsque x est réel, et par suite sont racines d'une 
équation du second degré de la forme 


(37) Y+2P(x)y +Q(x)= o0, 


P(æ) et Q(x) étant des fonctions holomorphes à coefficients réels, qui sont 
nulles pour v = o. On en tire pour expression de ces racines 


y =—P(x)+VR(x), 


R(x) étant aussi une fonction holomorphe de v à coefficients réels, qui 
est nulle pour æ = o. Soient aæP et bær” les termes de moindre degré 
dans P(x) et R(x); pour les valeurs infiniment petites de æ, R(x) a le 
signe de son premier terme, et on ne doit donner à v que des valeurs ren- 
dant bx” positif. Cela posé, deux cas sont à distinguer. Si r est impair, 
r=2r+1,0x devra être positif; supposons b positif, æ devra l'être aussi, 
et les deux valeurs de y seront données par un développement 


Y=—(axr+azr#i+...)+Vz(bz" +...) 


dont tous les coefficients sont réels. La courbe présente à l’origine un 
rebroussement de première ou de seconde espèce. Si r est pair r = 27", 
y n’est réel pour des valeurs infiniment petites de æ que si b est positif. 
Si b était négatif, l’origine serait un point double isolé. Lorsque b est 
positif, les deux racines de l'équation en y sont holomorphes et par lori- 
gine il passe deux branches de courbe ne présentant aucune singularité. 
Ces deux branches ont en général des tangentes distinctes, mais elles 
peuvent aussi être tangentes l’une à l’autre. 


398. Fonctions algébriques. — Les fonctions implicites les 
mieux étudiées jusqu'ici sont les fonctions algébriques, définies 
par une équation F(x, y) —o, dont le premier membre est un 
polynome entier éndécomposable en æ et y. On dit qu'un po- 
lynome entier est indécomposable lorsqu'il n’est pas possible de 
trouver deux autres polynomes entiers de degré moindre F, (æ, y) 
et Fa(x, y) tels que l’on ait identiquement 


Flg, 7) = File, r)x Pr, >}: 


Si le polynome F(x, y) était égal à un produit de cette espèce, il 
est clair que l'équation F{x, y) — o pourrait être remplacée par 
deux équations distinctes F, (x, y) = 0, F,(x, y) = 0: 

Soit donc 


(38) F(x,y)=#o(tz)7"+m(r)yt-1+...+on(r)y +on(r)=0, 


l'équation proposée de degré n en y, Dos Pis eo. Pa étant des 
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polynomes entiers en æ. En éliminant v entre les deux relations 


oF 


F — 0, de o, on obtient pour résultant un polynome entier A(x), 


qui ne peut être identiquement nul, puisque F(x, y) est supposé 
indécomposable. Marquons dans le plan les points %4, 2%, ..., #4, 
racines de l’équation A(x)—o, et les points Be, Ba, ..., Bas 
racines de 2,(x)—=0, quelques-uns des points 4; pouvant aussi 
faire partie des racines de (x)= 0. Pour un point a différent 
des points 4;, 8j, l'équation F(a, y)— o a n racines distinctes et 
finies b,, b2, ..., bn. Dans le domaine du point a, l'équation (38) 
admet donc n racines holomorphes qui tendent respectivement 
vers bDi, Da, ..., On lorsque x tend vers a. Soit 4; une racine 
de A(x)= 0; l'équation F(x;, y) — 0 admet un certain nombre 
de racines égales. Supposons, par exemple, qu'elle admette p 
racines égales à b. Les p racines qui tendent vers b lorsque x 
tend vers g; se partagent en un certain nombre de systèmes cir- 
culaires et les racines d’un même système circulaire sont repré- 
sentées par un développement en série ordonnée suivant les 
puissances fractionnaires de æ — 4;. Si la valeur a; n’annule pas 
#9(x), toutes les racines de l'équation (38) dans le domaine du 
point æ; se partagent ainsi en un certain nombre de systèmes cir- 
culaires, quelques-uns de ces systèmes pouvant ne comprendre 
qu'une seule racine. Pour un point B; qui annule o (æ), quelques- 
unes des racines de l'équation (38) deviennent infinies; pour étu- 


. . I ` e ` [4 ? 

dier ces racines, on pose y — 7 et l'on est conduit à étudier les 
` ; F Ho 3 š 

racines de l'équation F; (x, y) = y'"F (æ, 3] = 0, qui devien- 


nent nulles pour æ = Bj. Ces racines se partagent encore en un 
certain nombre de systèmes circulaires, les racines d’un même 


système étant représentées par un développement en série de la 
forme 


m m+1 


Y = amlls — Bj) P+ am+ı (£ — Bj) E EE An 0% 


les racines correspondantes de l’équation en y seront données 
par le développement 


=% l mi 
y =(x.— ßj) Re ol] ; 


que l’on peut ordonner suivant les puissances croissantes de 


www.rcin.org.pl 


292 CHAPITRE XVII. — FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 
1 


(x — B;), mais on aura au début un nombre fini de termes à 
exposants négalifs. 
Pour étudier les valeurs de y pour les valeurs infinies de x, on 


I E 3 r od 2 Là 
pose £ = =) et l’on est ramené à étudier les racines d’une équa- 


tion de même forme dans le voisinage de l’origine. En résumé, 
dans le domaine d’un point quelconque x = a, les n racines de 
l'équation (38) sont représentées par un certain nombre de séries 


ordonnées suivant les puissances croissantes de æ— a ou de 
1 


(x — a), pouvant renfermer un nombre fini de termes à expo- 
sants négatifs, et cet énoncé s'applique aussi aux valeurs infinies 


I 
de +, en remplaçant z — % par s 


Il est à remarquer que les puissances fractionnaires ou les 
exposants négatifs ne se présentent que pour des points excep- 
tionnels. Les seuls points singuliers des racines de l'équation sont 
donc les points critiques autour desquels quelques-unes de ces 
racines se permutent circulairement, et les pôles où quelques- 
unes de ces racines deviennent infinies; d’ailleurs un point peut 
être à la fois un pôle et un point critique. On appelle souvent 
points singuliers algébriques ces deux espèces de points sin- 
guliers. 

Nous n'avons étudié jusqu’ici les racines de l'équation proposée 
que dans le domaine d’un point déterminé. Supposons mainte- 
nant que l'on joigne deux points x =a, x = b, pour lesquels 
l'équation (38) a ses z racines distinctes et finies par un chemin AB 
ne passant par aucun point singulier de l’équation. Soit y, une 
racine de l'équation F(a, y) = o; la racine y = f(x) qui se réduit 
à yı pour æ = a est représentée dans le domaine du point a par 
un développement en série entière P(x — a) et l’on peut se pro- 
poser d’en trouver le prolongement analytique en faisant décrire à 
la variable l'arc AB. C’est un cas particulier du problème général, 
et nous savons d'avance que l’on arrivera au point B avec une 
valeur finale qui sera une racine de l'équation F(b, y)=o 
(n° 344). On arrivera certainement au point b au bout d’un 
nombre fini d'opérations; en effet, les rayons des cercles de con- 
vergence des séries représentant les diverses racines de l’équa- 
tion F(z, y)=—0, et ayant pour centres les différents points du 
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chemin AB. ont une limite inférieure (') à >œo, puisque ce 
chemin ne renferme aucun point critique, et il est clair que l’on 
pourra toujours prendre les rayons des différents cercles que l'on 
utilise dans le prolongement analytique au moins égaux à à. 

Parmi tous les chemins joignant les points A et B, on peut 
toujours en trouver un conduisant de la racine y, à l’une quel- 
conque des racines de l'équation F (b, y) = 0 comme valeur finale. 
On s'appuie pour le démontrer sur la proposition suivante : Si 
une fonction analytique z de la variable x wadmet que p va- 
leurs distinctes pour chaque valeur de x, et si elle wa dans 
tout le plan (y compris le point à linfini) que des points sin- 
guliers algébriques, les p déterminations de z sont racines 
d’une équation de degré p, dont les coefficients sont des fonc- 
tions rationnelles de x. Soient Zi, 32, ... Zp les p détermina- 
tions de 3; lorsque la variable æ décrit une courbe fermée, ces p 
valeurs 3,, Z2, ..., 3p ne peuvent que s’échanger entre elles. La 
fonction symétrique Uk = s + z% SEn e PA où k est un nombre 
entier positif, est donc une fonction uniforme. D'ailleurs, cette 
fonction ne peut avoir que des singularités polaires. En effet, dans 
le domaine d’un point quelconque à distance finie x = a, les déve- 
loppements de 341, Z2, ..., Zp ne présentent qu'un nombre fini de 
termes à exposants négalifs. Il en est donc de même du dévelop- 
pement de ux. D'ailleurs, la fonction up étant uniforme, son déve- 
loppement ne peut renfermer de puissances fractionnaires. Le 
point a est donc un pôle où un point ordinaire pour up, et il en 
est de même du point à l'infini. La fonction u est donc une fonc- 
tion rationnelle de x, quel que soit le nombre entier Æ; il en 
est par suite de même des fonctions symétriques simples, telles 
que Ezi, 233%, ..., ce qui démontre le théorème énoncé. 

Cela posé, supposons qu’en allant du point & à un autre point 
quelconque x du plan par tous les chemins possibles on ne puisse 
obtenir comme valeurs finales que p des racines de l'équation 


F(æ,Y)=0, (p< n). 


Ces p racines y, Yz, ..., Yp ne peuvent évidemment que 


(') Il suffit, pour le démontrer en toute rigueur, d'un raisonnement analogue 
à celui de la page 245. 
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s’échanger lorsque la variable x décrit un contour fermé, et elles 
jouissent de toutes les propriétés des p branches Z1, 3», ..., Zp 
de la fonction analytique z que nous venons d'étudier. On en con- 
clut que y1, Ya, - - -, Yp seraient racines d’une équation de degré p 
F,(x, y)= o à coefficients rationnels. L’équation F(x, y) =o 
admettrait donc toutes les racines de l'équation F,(x, y)=o, 
quel que soit x, et le polynome F(z, y) ne serait pas indécom- 
posable, contrairement à l’hypothèse. Si l’on n'apporte aucune 
restriction au chemin décrit par la variable x, les n racines de 
l'équation (38) doivent donc être considérées comme des branches 
distinctes d’une seule fonction analytique, ainsi qu’on l’a déjà 
remarqué sur quelques exemples simples (n° 264). 

Imaginons que de chacun des points critiques on trace une cou- 
pure indéfinie de façon que ces coupures ne se croisent pas entre 
elles. Si le chemin suivi par æ est assujetti à ne franchir aucune 
coupure, les n racines sont des fonctions uniformes dans tout le 
plan, car deux chemins ayant les mêmes extrémités pourront se 
ramener l’un à l’autre par une déformation continue sans traverser 
aucun point critique (n° 343). Pour pouvoir suivre la variation 
d’une racine le long d’un chemin quelconque, il suffira de con- 
naître la loi de permutation de ces racines lorsque la variable 
décrit un lacet autour de chacun des points critiques. 


Remarque. — Ce qui rend l'étude des fonctions algébriques relativement 
facile, c’est qu’on peut déterminer a priori, par des calculs algébriques, 
les points singuliers de ces fonctions. Il n’en est plus de même en général 
pour les fonctions implicites non algébriques, qui peuvent avoir des points 
singuliers transcendants. Par exemple, la fonction implicite y(x) définie 
par l'équation eÿ — v — 1 = o n’admet aucun point critique algébrique, 
mais elle admet le point singulier transcendant æ = — 1. 


359. Intégrales abéliennes. 


Toute intégrale I = fR(x,y)dæ, 


où R{x, y) est une fonction rationnelle de x et de y, et où y est 
la fonction algébrique définie par l'équation F(x, y)= 0, est une 
intégrale abélienne attachée à cette courbe. Pour achever de 
déterminer cette intégrale, il faut se donner la limite inférieure xs, 
et la valeur correspondante y, choisie parmi les racines de lPéqua- 
ton F(x,,7)= 0. Voici quelques-unes des propriétés générales 
les plus importantes de ces intégrales. Quand on va du point £o 
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à un point quelconque æ par tous les chemins possibles, toutes 
les valeurs de l'intégrale I sont comprises dans l’une des formules 


I= i+ Miwi + Mie +...+ Mp Ur A ECS TE RTE 2e 


L, I, ... 1, étant les valeurs de l'intégrale qui correspondent à 
certains chemins déterminés, m,, m:,... Mp des nombres entiers 
arbitraires et w,, ə, ... w, des périodes. Ces périodes sont de 
deux sortes; les unes proviennent de lacets décrits autour des 
pôles de la fonction R(x, y); ce sont les périodes polaires. Les 
autres proviennent de contours fermés appelés cycles, entourant 
plusieurs points critiques; ce sont les périodes cycliques. Le 
nombre des périodes cycliques distinctes ne dépend que de la 
relation algébrique considérée F(x, y)= 0; il est égal à 2p, 
p désignant le genre de cette courbe (n° 340). Au contraire, le 
nombre des périodes polaires peut être quelconque. Au point de 
vue des singularités, on distingue trois classes d’intégrales abé- 
liennes. On appelle intégrales de première espèce celles qui 
restent finies dans le voisinage de toute valeur de æ; si leur 
module augmente indéfiniment, ce ne peut être que par l'addition 
d’une infinité de périodes. Les intégrales de seconde espèce sont 
celles qui admettent un pôle unique, et les intégrales de troisième 
espèce admettent deux points singuliers logarithmiques. Toute 
intégrale abélienne est une somme d’intégrales des trois espèces, 
et le nombre des intégrales distinctes de première espèce est égal 
au genre. 

L'étude de ces intégrales se fait très facilement à l’aide de 
surfaces planes à plusieurs feuillets, appelées surfaces de Rie- 
mann. Nous n’avons pas à nous en occuper ici. Nous donnerons 
seulement, à cause de son caractère tout à fait élémentaire, 
la démonstration d’une proposition fondamentale, découverte 


par Abel. 


360. Théorème d’Abel. 
lement, considérons la courbe plane C représentée par l’équa- 
tion F(x, y)=o,et soit D(x, y)—0o l’équation d’une autre 
courbe plane algébrique C’. Ces deux courbes ont N points com- 
muns (£1, Yi), (L2, Va), - ++, (£y, Yn) (le nombre N étant égal au 
produit des degrés des deux courbes). Soit R(x, y) une fonction 


Pour énoncer les résultats plus faci- 


www.rcin.org.pl 


296 CHAPITRE XVII. — FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


rationnelle ; considérons la somme suivante 


ei (yd 
(39) = © R(x,y)dr. 

i=1 Too) 

(Tyi 
R(x, y)dæ désignant l'intégrale abélienne prise depuis 

Y (X00) ; 
un point fixe x, jusqu’au point g; suivant un chemin qui con- 
duit pour y de la valeur initiale yọ à la valeur finale y;, et la 
valeur initiale yọ de y étant la même pour toutes ces intégrales. 
Il est clair que la somme I n’est déterminée qu’à une période 
près, comme chacune des intégrales elles-mêmes. Imaginons 
maintenant que quelques-uns des coefficients 44, a2, ..., ax du 
polynome ® (x, y)soient variables. Lorsque ces coefficients varient 
d’une manière continue, les points z; varient eux-mêmes d’une 


manière continue, et lorsque aucun de ces points ne passe par un 
des points de discontinuité de l'intégrale [ R(x, y) dx, la somme I 


varie elle-même d’une manière continue, pourvu que l’on suive la 
variation continue de chacune des intégrales qui y figurent tout 
le long du chemin décrit par la limite supérieure correspondante. 
La somme [I est donc une fonction des paramètres &,, 42, ..., Ak, 
dont nous allons chercher la forme analytique. 

Désignons d’une façon générale par òV la différentielle totale 
d'une fonction quelconque V par rapport aux variables &,, 


do, TE Dr) dk; 


Nous avons, d’après la formule (39), 
N 
èl = X Ræ yi) 
i=1 
Des deux relations F (z; yi)= 0, P(xi, yi)= 0, on tre 


oF oF 0, ðP , x 
— zi + — ôy; = — zi + — yi + 0p; = 0 
E Zit dy; OVi = 0, Js; i Jy: Yi i ; 


et par suite Òr; — V(ai,yi)0®i, W(xi,yi) étant une fonction 
rationnelle de £i, Vi, d4, 2; -+ +, 4x, et Pi étant mis pour (Ziyi) 
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Nous avons donc 


O7 


EE 
shi 2 R( Ti, Yi) Y (Ti Yi) p;; 
pasi 


le coefficient de a, dans le second membre est une fonction ration- 
nelle symétrique des coordonnées des N points (æ;, yi) communs 
aux deux courbes C, C'; la théorie de l'élimination prouve que 
cest une fonction rationnelle des coefficients des deux po- 
lynomes F (x, y) et P(x, y), et par suite une fonction rationnelle 
de 41, d2, ..., ax. Il en est évidemment de même des coelficients 
de Ôas, ..., dax. et l s'obtiendra par l'intégration d'une différen- 
tielle totale 


n 
I = fma =+ Tadda +.. + Thk Ùak, 


OÙ Ti, To, o.. T SOnt des fonctions rationnelles des variables a4, 
a», ..., ax. Or l'intégration ne peut introduire d’autres transcen- 
dantes que des logarithmes. La somme I est donc égale à une 
fonction rationnelle des coefficients ai, ax, ..., ar, augmentée 
d’une somme de logarithmes de fonctions rationnelles des 
mémes coefficients, chacun de ces logarithmes étant multiplié 
par un facteur constant. Telle est, sous sa forme la plus générale, 
l'énoncé du théorème d’Abel. En langage géométrique, on peut 
dire aussi que la somme des valeurs d’une intégrale abélienne 
quelconque, prises depuis une origine commune jusqu'aux N 
points d’intersection de la courbe donnée avec une courbe 
variable de degré m, D(x, y)= o0, est égale à une fonction 
rationnelle des coefficients de (x, y), augmentée d’une 
somme d’un nombre fini de logarithmes de fonctions ration- 
nelles des mêmes coefficients, chaque logarithme étant mul- 
tiplié par un facteur constant. 

Le second énoncé paraît au premier abord plus frappant; mais, 
dans les applications, il faut toujours se reporter par la pensée à 
l'énoncé analytique pour évaluer la variation continue de la 
somme I qui correspond à une variation continue des para- 
mètres A4, A2, ..., ax. Le théorème n’a de sens précis que si l’on 
tient compte des chemins décrits par les N points z,, æ2,..., Ly 
sur le plan de la variable x. 

L'énoncé devient d’une simplicité remarquable lorsque l’inté- 
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s'a ` J9 a LA = 
s , 3 2, i 
grale est de première espèce. En effet, si Tmi, Ta, ..., T4 n'étaient 
pas identiquement nuls, on pourrait trouver un système de va- 
leurs aj= a, ..., ay = a, pour lequel I deviendrait infini. 
Soient (£, y1), - - +, (£p Yn) les points de rencontre de la courbe C 


avec la courbe C’ qui correspond aux valeurs a}, ..., a, des para- 
(x,y) 

mètres. L'intégrale f R(x, y) dx augmenterait indéfiniment 
Y (zoY0) 


lorsque la limite supérieure tendrait vers l’un des points (£, y, ); 
ce qui est impossible si l'intégrale est de première espèce. Par 
suite, on a ò] — o, et lorsque &,, a», ..., ax varient d’une manière 
continue, I reste constant; le théorème d’Abel peut alors s’énoncer 
comme il suit : 


Étant données une courbe fixe C et une courbe variable C' 
de degre m, la somme des accroissements d’une intégrale abé- 
lienne de première espèce attachée à la courbe C, le long des 
lignes continues décrites par les points d’intersection de C 
avec C', est égale à zéro. 


Remarques. — Nous supposons que le degré de la courbe C’ 
reste constant et égal à m. Si, pour certaines valeurs particulières 
des coefficients ai, @2, ..., ax, ce degré venait à s'abaisser, 
quelques-uns des points d’intersection de C avec C’ devraient être 
considérés comme rejetés à l'infini, et il faudrait en tenir compte 
dans l’application du théorème. Mentionnons aussi cette remarque 
à peu près évidente que, lorsque quelques-uns des points d’inter- 
section de G avec C’ sont fixes, il est inutile de faire figurer les 


intégrales correspondantes dans la somme I. 


361. Application aux intégrales ultra-elliptiques. — Les appli- 
cations du théorème d’Abel à l'Analyse et à la Géométrie sont 
extrêmement nombreuses et importantes. Nous allons calculer 
explicitement òl dans le cas des intégrales ultra-elliptiques. 

Considérons la relation algébrique 


(40) J?= R(x) = A2 P+2+ AymPH1+,,..+ Aopys, 


le polynome R(x) étant premier avec sa dérivée; nous suppose- 
rons que À, peut être nul, mais que Ap et A, ne sont pas nuls à la 
fois, de sorte que R(x) est de degré 2p + 1 ou de degré 2p + 2. 
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Soit Q(x) un polynome quelconque de degré q; prenons pour 
origine une valeur de æ n’annulant pas R(x), et soit y, une 
racine de l'équation y? = R(x,). Nous poserons 


(x,y) 
Q(z)dr, 
= f 
L (Xo)e) VR) 


l'intégrale étant prise suivant un chemin allant de £o à x, et y 


désignant la valeur finale du radical VR(z) lorsqu'on part de £o 
avec la valeur yọ. Pour étudier le système des points d’intersec- 
tion de la courbe C représentée par l’équation (40) avec une autre 
courbe algébrique C’, on peut évidemment remplacer dans l’équa- 
tion de cette dernière courbe une puissance paire de y, telle que 
yar, par [R(x)f" et une puissance impaire y?"+! par y[R(x)]". 
Ces substitutions étant faites, l'équation obtenue ne renfermera 
plus y qu’au premier degré et l’on peut supposer l'équation de la 
courbe C’ de la forme 


(41) 7p(æ)—f(x) = 0, 


f(æ)ete(æ) étant deux polynomes premiers entre eux, de degrés À 
et p respectivement, dont nous supposerons quelques-uns des 
coefficients variables. Les abscisses des points d’intersection des 
deux courbes C et C’ sont racines de l’équation 


(42) p(s) =f? (x)— R(x)? (x)= 0, 

de degré N. Pour certains systèmes particuliers de valeurs des 
coefficients variables dans les deux polynomes f(x) et ọ(æ), il 
peut se faire que le degré de léquation soit inférieur à N; 
quelques-uns des points d’intersection sont alors rejetés à linfini, 
mais les intégrales correspondantes doivent figurer dans la somme 
que nous allons étudier. A toute racine x; de l'équation (42) cor- 


fe zi), 


respond une valeur de y bien déterminée y; = =- EN Cela posé, 


considérons la somme 


à (Yiyi) 
O vrO Syda 
= TC yi) = > Er - i 
| mi VR) 


nous avons 


N 
N Q(x) òr; Q(T:)p(Ti) a 
aa SET 208 
À VR) = e 


i=1 
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car la valeur finale du radical au point x; doit être égale à yi, 
c'est-à-dire à fee. D'autre part, de l'équation L(x;)— 0, on tire 


l 
y(x) dti + 2R(xi)o (xi) ðgi— 2f (xi) fi = 0 
et, par suite, 
N 
S Q(xi)ol(xi) __ 2flxi)ðfıi—2R(x:)o (xi) de; 
ps e A ER TTT, 
n h flxi) ji Y'(zi) 


f=1 


ou, en tenant compte de l'équation (42) elle-même, 


N 
(43) ar = Y CGR Ie 


isi 


Calculons par exemple le coefficient de òa dans ôl, ax étant le 
coefficient supposé variable de z* dans le polynome f(x); dax ne 
figure pas dans Ô9; et il est multiplié par x! dans àf;. Le coeffi- 
cient cherché de ôaz est donc égal à 


N 
ALCA LEE _ w r(xi) 
> Y'(ti) n > plr) 


ES | i= 


en posant r(æ)— Q(x)p{x)x*. La somme précédente doit être 
étendue à toutes les racines de l'équation 4 (x)= 0; c’est une 
fonction rationnelle et symétrique de ces racines, et par suite une 
fonction rationnelle des coefficients des deux polynomes f(x) 
r(æi) 
p(z) 
nilz) 
Yr) 


relatifs aux N pôles à distance finie £4, Z2, ..., Zye D'après une 


et o(x). On peut en faciliter le calcul en observant que 


est égal à la somme des résidus de la fonction rationnelle 


proposition générale, cette somme est aussi égale au résidu relatif 
au point à l'infini changé de signe (n° 310). On obtiendra donc 
le coefficient de ĉap par une simple division. 

Il est aisé de vérifier que, si l'intégrale e(x, y) est de première 
espèce, ce coefficient est nul. On a par hypothèse g £p —1; le 
degré de r(x) est g + u — k et l’on a 


g+u+kSp+k+ p—1. 


Cherchons le degré de W(x). Sil n’y a aucune réduction entre 
5 Y y 
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les termes du plus haut degré de R(x)? (x) et de f?(x), on a 


JASN, 2p +1 +24 ŚN, 
d’où 
À+u+p+IiSN, 
et a fortiort 
K+u+p+isN. 
S'il y avait réduction entre ces deux termes, on aurait 


À=up+p+i,; 


mais le terme az;xxt# ne pouvant se réduire avec aucun autre on 
aurail À + k <N, d’où la même inégalité que tout à l’heure. Il s’en- 
suit que l’on a toujours 


g+um+ÆASN —o. 


RA. ; $ nis 
Le résidu de la fonction rationnelle y 


est donc nul, car le développement commencera par un terme 


relatif au point à l’infini 


I , A 
en —;» où de degré supérieur. On verra de la même façon que le 


coefficient de òb}, dans Ôl, b} étant un des coefficients variables 
du polynome (x), est nul, lorsque le polynome Q(x) est de 
degré p — 1 ou de degré inférieur. Le résultat est bien d'accord 
avec la théorie générale. 

>, : na e a es 

Prenons par exemple 9(x) = 1, et posons 


Jx) man VAoxP+1 + apTP + Œp—1 TP! Re MT A) 
do, Q1, --., Ap Étant p + 1 coefficients variables. Les deux courbes 


J'=R(z),, y =/f(x) 


se coupent en 2p +1 points variables, et la somme des valeurs 
de l'intégrale e(æ, y) depuis une origine commune jusqu’à 
ces 2p + 1 points d’intersection est une fonction a/gébrico-loga- 
rithmique des coefficients &o, 4&1, ..., ap. Or, l’on peut disposer 
de ces p +1 coefficients de façon que p +71 de ces points d’in- 
tersection soient des points quelconques donnés à l’avance de la 
courbe y?— R(x), et les coordonnées des p points restants seront 
des fonctions algébriques des coordonnées des (p +1) points 
donnés. 
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La somme des p + 1 intégrales 
olL, Vi) + (Ta Va) ++ O(Dp+t, Ypi) 


prises depuis une origine commune jusqu’à p +1 points arbi- 
traires, est donc égale à la somme de p intégrales dont les limites 
sont des fonctions algébriques des coordonnées 


(21:1) s.. (Tp+is Yp+1), 


augmentée de quantités algébrico-logarithmiques. Il est clair que 
par des réductions successives la proposition s'étend à la somme 
de Mm intégrales, m étant un nombre entier quelconque supérieur 
à p. En particulier, la somme d’un nombre quelconque d’inté- 
grales de première espèce peut se ramener à la somme de p inté- 
grales seulement. Cette propriété, qui s'étend aux intégrales 
abéliennes les plus générales de première espèce, constitue le 
théorème d'addition de ces intégrales. 


Dans le cas des intégrales elliptiques de première espèce, le théorème 
d’Abel conduit précisément à la formule d’addition pour la fonction pu. 
Considérons en effet la cubique normale 


STEAM ER = 


et soient M; (21, Y1), Mo(æo, V2), M3(æ3, Ya) les points d’intersection de 
cette cubique avec une droite D. D’après le théorème général, la somme 


(X11) dx (T2, 2) dx a (Xa, Ya: dx 
ee- À + - — 
f VAT — gs — 83 ji Vin — gs — g: i V 4T? — g£ — 83 


est égale à une période, car les trois points M;,, Mə, M; sont rejetés à 

l'infini, lorsque la droite D s’en va elle-même à l'infini. Or, si l’on emploie 

la représentation paramétrique æ = pu, y = p'u pour la cubique, le para- 
(x.y) d 


mètre w est précisément égal à l'intégrale ——— ; et la 
lA 
o VÅT3— gr — g3 


formule précédente exprime que la somme des arguments u4, Uz, u3 qui 
correspondent aux trois points M;, Ms, M3, est égale à une période. Nous 
avons vu plus haut comment cette relation est équivalente à la formule 
d’addition relative à la fonction pu (n° 338). 


362. Extension de la formule de Lagrange. — Le théorème général 


sur les fonctions implicites définies par un système d'équations simul- 
tanées (I, n° 188) s'étend aussi aux variables complexes, pourvu que l’on 
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conserve les autres hypothèses de l'énoncé. Considérons par exemple les 
deux équations simultanées 


(44) P(æ.y)=x—-a—af(x,y)=0, Q(x, y)=y—b— glz, y)=o, 


où æ et y sont des variables complexes, f(x, y)et ọ(x, y) des fonctions 
holomorphes de ces deux variables dans le voisinage du système de 
valeurs + = a, y = b. Pour a = 0, 8 = o, les équations (44) admettent le 
D (P, Q) 
D(x,7) 
à l'unité. Donc, d’après le théorème général, les équations (44) admettent 
un système de racines et un seul tendant vers æ et b respectivement 
lorsque x et B tendent vers zéro, et ces racines sont des fonctions holo- 
morphes de g et de B. Laplace a étendu le premier à ce système d'équa- 
tions la formule de Lagrange (n° 309). 

Supposons, pour fixer les idées, que des points æ et b comme centres on 
décrive, dans les plans des variables x et y respectivement, deux cercles C 
et C’ de rayons r et r' assez petits pour que les fonctions f(x, y)ete(æx, y) 
soient holomorphes lorsque les variables æ et y restent à l’intérieur des 
cercles C, C’, ou sur ces cercles eux-mêmes: soient M et M’ les valeurs 
maximum de | f(x, y)| et de |g(x, y)| dans ce domaine. Nous supposerons 
de plus que les constantes « et 8 satisfont aux conditions M |a| <r, 
IBIS T: 

Cela étant, donnons à x une valeur quelconque, à l'intérieur de G ou 
sur le cercle lui-même; l'équation Q(x, y) = o est vérifiée pour une seule 
valeur de y à l’intérieur de C', car l'argument de y— b— }$Bo(z, y) 
augmente de 27 lorsque y décrit C’ dans le sens direct (n° 307). Cette 
racine est une fonction holomorphe y, = (x) de x dans le cercle C. Si 
Pon remplace y par cette racine y, dans P(æ, yı), équation obtenue 
z —a—auf(x, yı) =o admet une racine et une seule à l’intérieur de C,- 
pour la même raison que tout à l'heure. 

Soit v = Ẹ cette racine, et soit n la valeur correspondante de y, n = Y(E). 
La formule de Lagrange généralisée a pour but de développer suivant les 
puissances de « et de 8 toute fonction F(Ë, n) holomorphe dans le domaine 
que nous venons de définir. 

Considérons pour cela l'intégrale double 


F(x, y) dy 
Z I = d paa Lis" LM OP 
(45) ti vi en P2, AlE yY 


système de solutions v = a, y = b, et le déterminant se réduit 


æ étant un point du cercle C, P(x, y) ne peut s’annuler pour aucune 
valeur de y intérieure à C, car l'argument de v — a —af(x, y) revient 
forcément à sa valeur initiale lorsque y décrit C', æ étant un point fixe 
de C. Le seul pôle de la fonction sous le signe intégral, considérée comme 
fonction de la seule variable y, est donc le pôle y = yı, donné par la 
racine de Q(x, y)= 0, qui correspond à la valeur de v située sar le con- 
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tour C, et l’on a, après une première intégration, 
F(z,y)dæx API F(x, y1) . 
PEE À EE 
Ahat iT P(z, (= 
dy 1 


Le second membre, si l’on y suppose y, remplacé par la fonction holo- 
morphe Ÿ(æ) définie plus haut, admet à son tour un seul pôle du premier 
ordre à l’intérieur de C, le point æ = £, auquel correspond la valeur y; = n, 
et le résidu correspondant est, comme le prouve un calcul facile, 


2irF(&, n) 
Ea | 
Diz, y) 
L'intégrale double I a donc pour valeur 
F(E, n) 
D(P, Q) 
D(x, y) x= 


É ai] 


I = — 4r? 


; I ARS . A 
D'autre part, on peut développer > en série uniformément conver- 


PQ 
I y gm Ba f mon 


(æ—a—af)(yÿ—b—$e) (x —ajn+i (y — byi’ 
ce qui nous donne I = ZJ mnam Bre, où 


Daat az f ACOA PACE A) ia EACEA oa 
7 (C) (C') 


(æ sg }r+1 (y =. b})r+1 


gente 


Cette intégrale a déjà été calculée (n° 352), et nous avons trouvé qu'elle 
est égale à 

4 Tr? om+n[F(a, b).f"(a, b)” la, b)] 

mn! da! dbr 


En égalant les deux valeurs de I, on obtient la formule cherchée qui 
offre une analogie évidente avec la formule (50) (n° 309) 


' FA) am Bn om+n [F (a, b) f" (a, b)” (a, b)] ; 
(46) CROSTA | i => NE "RENE 
pa F T 


On pourrait obtenir aussi une seconde formule analogue à la for- 
mule (51) (p. 131) en posant 
D(P; Q) 
Fy 
mais les coefficients de cette seconde formule sont moins simples que 
dans le cas d’une seule variable, 


F(s, y)= e(z, y) D TORI 
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EXERCICES. 


1. Toute courbe algébrique C, de degré n et de genre p peut se ramener 
par une transformation birationnelle à une courbe de degré p + 2. 
[On procède comme au n° 340, en coupant la courbe donnée par un 


3 S n(n — i) é ; 
faisceau de courbes C,_2+ passant par ——— — 3 points de C, parmi 
2 


(n —i)(n— 2) 


lesquels sont les — p points doubles, et l’on pose 


2 
= Co 23 
A = ij Y= =, 
91 %1 


l'équation du faisceau étant ọı(7, y) + a(z, y) + uols, y) = 0.] 


2. Déduire de l'exercice précédent que les coordonnées d’un point d’une 
courbe de genre 2 peuvent s'exprimer par des fonctions rationnelles d’un 
paramètre { et de la racine carrée d’un polynome R(t), du cinquième ou 
du sixième degré, premier avec sa dérivée. 

[On peut commencer par montrer que la courbe correspond point par 
point à une courbe du quatrième degré ayant un point double.] 


3. On considère la cubique C ayant pour équation zy(ax + by) =1, 
et une droite variable D. La somme algébrique des aires balayées par les 
rayons vecteurs qui joignent l’origine aux trois points d’intersection de la 
cubique avec la droite D est nulle, lorsque cette droite se déplace d’une 
manière quelconque. 

[On s'appuie sur ce que l'intégrale abélienne f= dy — y dx, attachée 


e 


à la courbe C, est de première espèce. | 


Æ Soit y = 47 + az? +... le développement en série entière d’une 
fonction algébrique, racine d’une équation F(x, y) = 0, où F(s, y) est 
un polynome à coefficients entiers, le point de coordonnées x = o, y = 0, 
étant un point simple de la courbe représentée par F(x, y) — 0. Tous les 
coefficients &1, 4, ... sont des fractions, et il suffit de changer x en Kz, 
K étant un nombre entier convenable, pour que tous ces coefficients de- 
viennent entiers. [ EISENSTEIN. | 


[On remarque qu’il suffit d’une transformation de la forme x = Æ?x', 
y = ky', pour que le coefficient de y’ dans le premier membre de la nou- 
velle relation soit égal à un, tous les autres coefficients étant entiers. ] 
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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 
MÉTHODES ÉLÉMENTAIRES D’'INTÉGRATION. 


I. — FORMATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


363. Élimination des constantes. — Considérons une famille de 
courbes planes représentées par l'équation 
(1) F(æ, Yi Cis Cas ss Cn) = 0) 
qui dépend de n constantes arbitraires. Si l’on attribue à ces con- 
stantes des valeurs déterminées, mais quelconques, les dérivées 


successives de la fonction y de la variable x définie par l’équation 


précédente sont fournies par les relations 


F Æ, 
| mare 
2F HE AE … MP. 
(2) | dx? ? Jm oy Y dy? Ty Cu 
on F 
Oz _— — ym) = 9: 


en s’arrêtant à la relation qui permet de calculer la dérivée 
d'ordre n, on aura en tout (n +1) relations entre x, y, y', 
Y', ..., y"), et les constantes Ci, Ce, ..., Cm L'élimination de 
ces n constantes conduit en général à une relation unique entre x, 
UMA TS Mal 

(3) BL MINI 2 PIE, 

D'après la façon même dont cette équation (3) est obtenue, il 
est clair que toute fonction définie par la relation (1) satisfait à 
l'équation (3), quelles que soient les valeurs attribuées aux con- 
stantes c;; on dit que c’est une intégrale particulière de l’équa- 
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tion diflérentielle (3). L'ensemble de ces intégrales particulières 
est l'intégrale générale de la même équation. Pour employer le 
langage géométrique, ce qui est souvent commode, nous dirons 
aussi que toute courbe représentée par l'équation (1) est une 
courbe intégrale de léquation (3), ou que léquation (3) est 
l'équation différentielle de la famille de courbes considérée. Nous 
voyons que l’ordre de l'équation différentielle est égal au nombre 
des constantes arbitraires dont dépend cette famille de courbes. 
Il est clair du reste que le raisonnement ne prouve nullement que 
équation (3) n’admet pas d’autres intégrales que celles qui sont 
représentées par l'équation (1); elle peut en effet en avoir d’autres, 
comme on le verra un peu plus loin. 


Tout ceci ne s'applique pas aux cas exceptionnels où l'élimination des n 
paramètres c; entre les (n +1) relations (1) et (2) conduirait à plusieurs 
relations distinctes entre z, y, y',7",...,7%, On pourrait alors en trouver 
une ne renfermant pas y™, de sorte que la famille de courbes considérée 
serait formée par les courbes intégrales d’une équation différentielle d'ordre 
inférieur à n. Ceci aura lieu si ces courbes ne dépendent en réalité que 
de n — p paramètres (p >o); par exemple les courbes représentées par 
l'équation F[x, y, o(a, b)] = 0 ne dépendent qu’en apparence de deux 
paramètres arbitraires a et b : en réalité, elles ne dépendent que d’un seul 
paramètre variable e = &(a, b). Mais il peut aussi se produire un abaisse- 
ment de l’ordre de l'équation différentielle dans un autre cas. Par exemple, 
les courbes représentées par l’équation y? = 2azxy + ba? dépendent bien 
de deux paramètres distincts a et b, et cependant ces courbes satisfont 
toujours à l'équation y = æy’. Ceci tient à ce que ces courbes se décom- 
posent en un système de deux droites passant par l’origine, et que chacune 
d’elles est une intégrale de l'équation y = zy’. 


Exemples. — Les droites passant par un point fixe (a, b) sont repré- 
sentées par l'équation 


(4) J—b=C(xr—a), 


et dépendent d’un paramètre arbitraire C. L’élimination de ce paramètre 
entre la relation précédente et la relation y'= C conduit immédiatement 
à l'équation différentielle 


(5) J—b=y\(x—a), 


de ce système de droites. Inversement, on peut écrire l'équation (5) 
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et par suite toute intégrale de cette équation vérifie la relation 
Log(y — b) = Log(x — a) + Log C, 


qui est équivalente à l'équation (4). 

L'ensemble des droites du plan, y = Cir + C, forme une famille à deux 
paramètres, dont léquation différentielle est y"=o. La réciproque est 
immédiate. 

Les cercles d’un même plan 


(6) a?+y?+2Ar+92By+C=o 


forment une famille à 3 paramètres; l'équation différentielle correspon- 
dante doit donc être du troisième ordre. En différentiant trois fois la 


relation précédente, il vient 


(7) LP SFA SE By'= 0, 1 +y”? + yy" + By"= 0, 
7 } 
l IKI HYF 


m 


+By”= 0; 


l'élimination de B entre les deux dernières formules conduit à l'équation 
cherchée 


(8) y" y) — 3y' y" = 0. 


Les seules courbes du plan satisfaisant à cette équation sont les cercles 
et les droites. On voit d’abord que les droites sont des intégrales, car 
l'équation est vérifiée si l'on a y"= o0, et par suite y" = 0. Suppo- 
sons y" Æ 0; nous pouvons écrire l'équation (8) 


TAE à 
T LR 


d'où nous déduisons, C, étant une constante non nulle, 


Le) 


Log y" = 2 Log (i + y?) + Log Ci, 


ou 
— Z (h, 
UREN 
Une nouvelle intégration nous donne 
SER z Cir aja C, 
Vi+y? 
ou 
TA Cir + Co ; 
vi —( Cr + Con 


! 


ni 
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en intégrant encore une fois, il vient enfin 


ce qui est l'équation d’un cercle. 

On obtient aisément l'équation différentielle des coniques par la méthode 
suivante indiquée par Halphen. Si la conique n’a pas de direction asymp- 
totique parallèle à Oy, l'équation résolue par rapport à y est de la forme 

y=mr+n+VAr+2Bz+C; 
après deux différentiations, on trouve 


AC — B: 


3 » 
2 


(Az?+2Br+cC) 


ou 
9 


= (AC — B?) 3(Az?+2Bx+C), 
2 
de sorte que ( y”) 3 est un trinome du second degré en v. Pour éliminer 
les trois coefficients A. B, C, il suffira donc de différentier trois fois, et 
9 ? 
l'équation différentielle cherchée peut s'écrire sous forme abrégée 
] | S 


d? " | 
FET lon 3 |=0. 


En effectuant les calculs, on aboutit à l'équation 


Ha 


(9) 40 aE S E A a E AE 


Le mème calcul donne aussi l'équation différentielle des paraboles. En 
9 
effet, pour une parabole, l’on a A = 0o, et ( y”) * est un binome du premier 
degré. L'équation différentielle est done sous forme abrégée 


ou, en effectuant les calculs, 


( 10) 5 y"2— 3Y"y" =o 


II. — ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 
Toute équation différentielle d'ordre n, formée par lélimina- 


tion des constantes, admet une infinité d’intégrales dépendant 
de n paramètres arbitraires. Mais il n’est nullement évident qu'une 
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équation différentielle donnée æ priori possède des intégrales. 
C’est là une question fondamentale, que nous reprendrons au Cha- 
pitre suivant. Nous allons d’abord passer en revue quelques types 
simples d'équations différentielles du premier ordre, dont l’inté- 
gralion se ramène à des quadratures. L'existence des intégrales 
sera établie par la méthode même qui servira à les obtenir. Si, au 
point de vue de la logique pure, cette marche peut être critiquée, 
nous observerons simplement qu'elle est conforme à l’ordre histo- 
rique. 


364. Séparation des variables. — Le type le plus simple d’équa- 

tion différentielle est l'équation déjà étudiée 
dy 

(11) Tr = f(æ), 
où f(x) est une fonction continue, si la variable æ est réelle, et 
une fonction analytique si l’on regarde la variable indépendante x 
comme une variable complexe. Nous avons vu que cette équation 
admet une infinité d’intégrales que l’on peut représenter par la 
formule 


= f Sa)dr+0, 


la limite inférieure +, pouvant être considérée comme fixe, et C 
désignant la constante arbitraire. L’équation 
(12) si T 

2 — = 9 

dx PUY) 
se ramène à la précédente en y considérant y comme la variable 
indépendante et x comme la fonction inconnue; on en tire en 
1 


d . 
À A nt CREER: par suite 


dy (y) 
Y 
z= À dy + C 
Je. PA 


D'une façon générale, lorsqu'une équation différentielle du 
premier ordre est résolue par rapport à la dérivée de la fonction 
inconnue, il est souvent commode de l'écrire avec la notation 
différentielle 


(13) P(x, y) dx + Q(z, y)dy =0; 
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cette forme ne préjuge en rien le choix de la variable indépen- 
dante qui peut être x ou y. Si l’on veut substituer aux variables x 
et y deux nouvelles variables & et p, il suffira de remplacer dans 
l'équation (13) x, y, dx, dy par leurs expressions au moyen de u, 
v, du, de. Remarquons encore que l’on peut, sans changer les 
intégrales de l’équation (13), multiplier ou diviser les deux termes 
par un même facteur u(x, y), pourvu que l’on tienne compte des 
solutions de l'équation u(x, y) = o que l’on peut faire apparaître 
ou supprimer. Les deux cas particuliers que nous venons de traiter 
se rattachent à un procédé plus général, la séparation des va- 
riables. Si une équation différentielle du premier ordre est de la 
forme 


(14) X dr + Y dy = 0, 


X et Y ne dépendant que de x et de y respectivement, on dit que 
les variables sont séparées. L’équation s'intègre par des quadra- 
tures, car, si l’on pose 


p h 
u=f Xde f Ydy, 
© Xo Yo 
cette équation peut s'écrire dU — o, et l'intégrale générale est 
représentée par la relation U = C. 
L'équation 
(15) Ydo A idy =o, 


où X et X, ne dépendent que de x, Y et Y, ne dépendent que 
de y, se ramène à la forme précédente en divisant les deux termes 
par X, Y,. Observons sur cet exemple que l’on supprime ainsi les 
solutions des deux équations X, = 0, Y, = o. Il est clair, en effet, 
que si y = b est une racine de Y, = o, y = b est une intégrale 
de l'équation proposée, tandis qu’elle ne sera pas comprise, en 
général, dans l’intégrale générale de la nouvelle équation. 


365. Équations homogènes. — On appelle équation homogène 
toute équation de la forme 


(16) Z =f(2) 


où le second membre est une fonction homogène de degré zéro. 
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On la ramène à une forme intégrable en posant y = u x, les nou- 


/ À d du ni 
velles variables étant x et u; on a en effet Y — u + x et] équa- 
dx dx 


tion (16) devient 


2 +u= f(u). 


ix 
On peut séparer les variables, en écrivant l'équation 


dx du 
PEN I CTI" 


, , 


et l'intégrale générale s'obtient par une quadrature 


du 


(17) we Gel JA; 


/ 


, yY 
il suffira d'y remplacer u par = 


pour avoir l'équation des courbes 
intégrales. 

L'équation générale de cette famille de courbes est de la 
forme x = Co (2) C désignant la constante arbitraire. Elles 
sont toutes homothétiques à l’une d'elles avec l’origine comme 
centre d’homothétie, le rapport d’homothétie étant seul variable ; 


car on peut déduire l'équation précédente de l’équation x = 9 (2) 


z 


T } . 
en y rem lacant Tel ar s et =; respectivement. Inversement 
5 | | Er | ? 


C 
étant donnée une famille quelconque de courbes homothétiques 
par rapport à l’origine, l'équation différentielle du premier ordre 
correspondante est homogène. On peut le vérifier par le calcul, 
mais ce résultat est évident à priori; en effet, les tangentes aux 
différentes courbes de cette famille, aux points de rencontre avec 
une droite issue de l’origine, doivent être parallèles, et par consé- 
quent le coefficient angulaire y’ de la tangente ne doit dépendre 


y. 
que du rapport = 


On ramène à la forme homogène les équations 


(18) Z sy 


où a, b,c, a', b', c' sont des coefficients quelconques, b et b' 
n'étant pas nuls à la fois. Il suffit en effet pour que cette équation 
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ait la forme voulue que l’on ait c = c' = o. Or, si l’on pose 
æ= X +, y =Y e 
X et Y étant les nouvelles variables, 4 et B deux constantes 


quelconques, elle devient 


T zM aX =>—bY+aa+ b8 =e \ 
PIE No) 


et la nouvelle équation sera homogène pourvu que lon ait 
as=+ bB =+c=o, a'a+b'8+c=o. 


Ces deux conditions déterminent z et B pourvu que ab'— ba’ ne 
soit pas nul. Dans le cas particulier où T on a ab'— ba' = 0, sup- 
posons b Æ o; nous aurons ax + b'y = k(ax + by), k étant un 
facteur constant qui a une valeur finie, et en posant ax + by = u 
léquation prend la forme 


ı du u + C \ 
b dc +) 


où les variables sont séparées. 


366. Équations linéaires. — Une équation différentielle linéaire 


du premier ordre est de la forme 


dy 


dx 


(19) + Xy +X,=0, 


X et X, étant des fonctions de +. Lorsque X, = o, on peut écrire 
celle équation 

dy - 
(20) — + X dr = 0, 


et l'intégrale générale s'obtient par une quadrature 


TL 
Le f Xdx 


(21) y = Ce Yz 


Pour intégrer l'équation complète (19), où X, est supposé dif- 
férent de zéro, nous chercherons à satisfaire à cette équation en 
prenant pour y une expression de la forme (21), en considé- 
rant C, non plus comme une constante, mais comme une fonc- 
üon inconnue de g. Cela revient à faire le changement de va- 
riable y — Yz, z étant la nouvelle fonction à déterminer, et Y 
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une quelconque des intégrales de l'équation (20). Après cette 
substitution, l'équation (19) devient, en tenant compte de la rela- 
tion (20) à laquelle satisfait Y, 

dz 


Vo te, 


et s'intègre par une quadrature. On en tire 


C étant la constante arbitraire. L'intégrale générale de l’équa- 
tion (19) s'obtient donc par deux quadratures successives. On 
peut encore l’écrire, en remplaçant Y par son expression, 


(22) y= Jar (c — fx ef sax dæ) ; 


les limites inférieures dans les deux quadratures pouvant être 
choisies à volonté. 

L'intégrale générale est une fonction entière et linéaire de la 
constante d'intégration, de la forme y =Cf(x) + (x), où 
f(x)et (x) sont des fonctions déterminées de x. Cette propriété 
caractérise les équations linéaires, car, si lon élimine la con- 
stante C entre l’équation précédente et l'équation 

y'= Cf) + (x), 


on est évidemment conduit à une relation linéaire en y et y’. On 
peut énoncer le résultat sous une autre forme. Soient V4, Yo, V3 
trois intégrales particulières de l’équation linéaire, correspondant 
aux valeurs C,, C», Ca de la constante G; l'élimination des deux 
fonctions f(x) et (x) entre les trois relations 


Ji= Gf(z)+o(xr), ya= Caf(r)+e(r), Ys = Ca f(£)+ (x). 


Ys — yı —= Cs— Cı 


+7, ce qui montre que le rap- 
na di C — Ci q n P 


conduit à légalité 


port %1 est constant, pour trois intégrales particulières 
Pa Fa 
quelconques d’une équation linéaire. Si lon connaît deux inté- 


grales particulières y4, Və d’une équation linéaire, on peut donc 
écrire immédiatement l'intégrale générale 


ETRA E 
ea nt de 


WwW.rcin.org.pl 


II. — ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 315 


Remarquons encore que, si l’on connaît une seule intégrale par- 
üculière y,, on obtient l'intégrale générale par une seule quadra- 
ture; en effet, en posant y = y, + u, on est conduit à l'équation 


du : 3 LA 3 
HX u=o0, identique à l'équation (20). 


dx 
367. Équation de Bernoulli. — L'équation de Bernoulli 
3 > PE, FR — 

(23) de M TU 8: 


où n est un exposant quelconque, différent de zéro et de l’unité, se 
ramène à une équation linéaire en prenant pour inconnue y!" = Z. 
L'équation précédente peut en effet s'écrire, en divisant tous les 


termes par ea, 
I dz 


Fp dx 


+ Xz+ X, =o. 


On peut rattacher au type précédent l'équation 
P ype I q 


\ 


(21) 2(2) dr +4 (2) dy + kem(ady — yde) =o, 
où k et m sont deux nombres quelconques. Si l’on pose, en effet, 
y = ux, l'équation obtenue peut s'écrire 


| dx 
[g(u)+ud(u)] z +ry(u)+ krmn+2=o, 
et, en posant z™™+1) — z, on est conduit à une équation linéaire. 


368. Équation de Jacobi. — Considérons l'équation 


(a+ a'x + a"y)(x dy — y dx) 
| bá P 


(a5)  } (b+ be + bydy + (c+ c's+cdy)de =o, 


où a, a', a", b, b', b", c, c', c" sont des coefficients constants quelconques. 
Lorsque l’on a a = b = c = 0, l'équation rentre dans le type (24), car il 
suffit de diviser par a'x + a"y. Pour ramener le cas général à ce cas par- 
ticulier, posons v = X + «, y = Y + ß, X et Y étant deux nouvelles va- 
riables, æ et 8 deux constantes; nous obtenons une nouvelle équation de 
même forme, qui peut s'écrire 


| (a'X + a"Y)(X dY — Y dX) 
(25); — [B+ bX +b Y—(A+aX + a'Y)1— AX]dY 
+ [0 + |X + "Y — (A + a'X + a"Y)8 — AY]dX = 0, 


www.rcin.org.pl 


316 CHAPITRE XVIII. — MÉTHODES ÉLÉMENTAIRES D'INTÉGRATION. 
en posant 


A=a+aa+a"8, B = b + b'a + b"B, C =c + c'a + ce"B. 


Cette équation (25) sera du type (24)si Pon a Ax — B —0, AB — C =o. 
Nous sommes donc conduits à déterminer les constantes «, 6 par ces deux 
conditions que l’on peut écrire sous forme plus symétrique, en introdui- 
sant une inconnue auxiliaire À, 


A= N So; B — ìa = 0. C — B =0; 


Pélimination des inconnues x, 8 conduit à une équation auxiliaire du troi- 
sième degré pour déterminer À 
g — À a' a 
b BA b" = 0. 
c c' e" À 
L'intégration de l'équation de Jacobi (25) dépend donc avant tout de la 


résolution de cette équation du troisième degré, comme nous le verrons 
un peu plus loin par une autre méthode. 


369. Équation de Riccatti. — L’équation de Riccatti 


(26) Teir X17 + X= 0, 

où X, X,, X, sont des fonctions de x, ne peut pas en général 
s'intégrer par des quadratures. Les intégrales de cette équation, 
lorsque les coefficients sont quelconques, constituent des trans- 
cendantes nouvelles, dont on étudiera les propriétés. Mais cette 
équation se rattache au sujet qui nous occupe, à cause de la pro- 
priété suivante : st l’on connaît une intégrale particulière, on 
peut trouver l'intégrale générale par deux quadratures. 

Soit y, une intégrale particulière, Le changement de va- 
riable y = y, + z conduit à une équation de même forme qui ne 
doit pas renfermer de terme indépendant de z, puisque z= o 
doit être une intégrale; cette équation est en effet 


(279 Ja +(X +2Xyı)3 + X2 = 0, 


et il suffira de poser - = u pour être ramené à une équation 


wlm 


linéaire, ce qui démontre la proposition énoncée. 
De là se déduisent plusieurs conséquences importantes. L’inté- 
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grale générale de l'équation linéaire en # est de la forme (n" 366) 


u = Cf(r)—+ g(x); 


l'intégrale générale de l'équation de Riccatti est par conséquent 
de la forme 

I Cfi(r)+ glr) 
Gflæ)+ ls) Cflæ)+ ol) 


(28) TENT 


Nous voyons que c’est une fonction rationnelle et linéaire 
de la constante d'intégration. Réciproquement toute équation 
différentielle du premier ordre qui possède cette propriété est une 
équation de Riccatti. En effet, soient f(x), olz), f(x), pi (2) 
quatre fonctions quelconques de x; toutes les fonctions y repré- 
sentées par la formule (28), où C est une constante arbitraire, 
sont des intégrales d'une équation du premier ordre que lon 
obtient aisément en résolvant la relation (28) par rapport à C et 
en prenant la dérivée. On a ainsi 


Dre 
C = — 7 — ; 
WEE à 
et l'équation différentielle correspondante 
(HF — Ferna a S ERN —f)= 0 


est bien de la forme (26). 

Soient V1, V2; V3, Yı quatre intégrales particulières correspon- 
dant aux valeurs C,, C2, C3, C, de la constante C. D’après la 
théorie du rapport anharmonique, on a la relation, qu'il est facile 
de vérifier par le calcul, 


KA re 2 M ge C, — CG C3 — 
Vi—Vs Ys— y GG —C G 


ce qui prouve que le rapport anharmonique de quatre inté- 
grales particulières quelconques de l'équation de Riccatti est 
constant. 

Ce théorème permet de trouver sans aucune quadrature linté- 
grale générale d’une équation de Riccatti lorsqu'on en connaît 
trois intégrales particulières y, y», Y3. Toute autre intégrale y 
PEER. MÉs 


doit être telle que le rapport anharmonique : 


: soit 
PESTE NAT S 
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constant. On obtiendra donc l'intégrale générale en égalant ce 
rapport à une constante arbitraire; on voit que y sera une fonction 
rationnelle et linéaire de la constante, ce qui prouve que la pro- 
priété précédente n'appartient qu'aux équations de Riceatti. 
Remarquons enfin que, si l’on connaît deux intégrales particu- 
lières seulement y, et y2, on achève l'intégration par une quadra- 
ture. En effet, après la première transformation y = y + 3, l'équa- 
tion en z obtenue admet l'intégrale y: — y, ; l'équation linéaire 


On 


en u a donc aussi une intégrale particulière connue —-. 

a Ya 
trouvera donc l'intégrale générale de l'équation en u par une 
seule quadrature. 


Application. — Considérons une famille de cercles dépendant d’un 
paramètre variable, situés dans un même plan. Soient à, b, R les coor- 
données du centre du cercle variable et le rayon (les axes étant rectan- 
gulaires); a, b, R sont des fonctions supposées connues d’un paramètre 
variable a. Proposons-nous de trouver les courbes qui coupent chacun de 
ces cercles sous un angle connu YV, constant ou fonction donnée de 4. Les 
coordonnées d’un point quelconque M du cercle C de centre (a, b) et de 
rayon R peuvent être représentées par les formules 


æ = a + R cos, y =b =+ Rsinð, 


ð étant langle que fait le rayon aboutissant au point M avec la direc- 
tion Os. Le problème revient à déterminer cet angle ð en fonction du 
paramètre & de façon que la courbe décrite par le point M coupe le 
cercle C sous un angle V. L’équation différentielle du problème est donc 


a AE E" 
cot V = dd 


dy 
1+ tang0 T 


qui devient, en remplaçant dx et dy par leurs valeurs et réduisant, 


R EE + b'cos0 — a'sin0 — cot V(R'+ a'cos0 + b'sin0) = o, 


a' b', R' étant les dérivées de a, b, R, par rapport à a. En prenant pour 


; () ; l ; ; 
nouvelle inconnue tang- = {, nous obtenons une équation de Riccatti 
2 


dt 
paf Wir 11) de 
(ad) 2R z + b"(1 t?)— 24a 
— cot V[R' (1 >+ £)+ a'(1— t) + 2b't] = 0. 
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Il suffira donc de connaitre une trajectoire pour obtenir toutes les autres 
par deux quadratures. 

Considérons le cas particulier des trajectoires orthogonales; langle V 
est alors un angle droit, et la cotangente est nulle. Si Pon suppose en 
outre que les cercles considérés ont leurs centres sur une ligne droite, 
on connaît a priori deux intégrales particulières de équation (29), 
car la ligne des centres est une trajectoire orthogonale et rencontre chaque 
cercle en deux points. On vérifie aisément que l'intégration n'exige 
qu'une quadrature, car, si l’on a pris la ligne des centres pour axe des +, 

lt 


l’équation (29) se réduit à R 2 — a't =o. 

370. Équations non résolues par rapport à y’. — Dans les diffé- 
rents Cas que nous venons d'examiner, l'équation était supposée 
résolue par rapport à y'. Considérons maintenant l'équation géné- 
rale du premier ordre F(z, y, y')—o. Soit S la surface repré- 
sentée par l'équation F(x, y, 3) == 0, obtenue en remplaçant y 
par 3. À toute intégrale y = f(x) de l'équation proposée on peut 
faire correspondre une courbe F représentée par les relations 


(T) y=) a= (2), 


qui est située tout entière sur la surface S, puisque l’on a 


Fæ, f(x), f'(x)] = o. 


Mais cette courbe F n’est pas une courbe quelconque de la sur- 
face S; le long de cette courbe en eflet y et z sont des fonctions 
de x satisfaisant à la relation dy — z dx = o, et cette relation 
garde la même forme, quand on prend, au lieu de x, une variable 
indépendante quelconque. 

Inversement, soit T une courbe située sur la surface S; les coor- 
données æ, y, 3 d’un point de cette courbe sont fonctions d’un 
paramètre variable æ. Si ces trois fonctions æ = ẹọ; (a), y = 92(%), 
z = (4) satisfont à la relation dy = z dx, on peut en déduire 
une intégrale de l'équation proposée. En effet, les deux premières 
équations x = 9, (4), Y = pa(a) représentent une courbe plane C; 
soit y = f(x) l'équation de cette courbe supposée résolue par 
rapport à y. Tout le long de la courbe F on a 3 = f'(x), et par 
suite F[x, f(x), f'(x)]= 0; la courbe C est donc une courbe 
intégrale. Il n’y aurait d'exception que si cette courbe C se rédui- 
sait à un point, et la courbe F à une droite parallèle à Oz. Il revient 
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donc au même d'intégrer l'équation proposée F(x, y, y')= o0, 
ou de chercher les courbes de la surface S pour lesquelles on a 


dy — z dx = 0. 


Cela étant, supposons que l’on puisse exprimer les coordonnées 
d’un point æ, y, z de la surface S explicitement en fonction de 


deux paramètres variables w, v, 
w = fu, e) y= elu 0), 3 =%(u, pe); 


toute courbe F de la surface S s'obtient en établissant une cer- 
taine relation entre & et pọ, et, pour que cette courbe définisse une 
intégrale, il faut et il suffit que l’on ait dy = z dx ou 


af du + ed do). 


do do ) 
du de 


= du + 


ar 
Ta F dv = Vu, e)( 


do 


Nous avons ainsi une équation différentielle Ta = r(u,v), résolue 
dv 


par rapport à D Il est clair que la méthode précédente s applique 


aussi aux équations que l’on peut résoudre par rapport à y’. 
Cette transformation est immédiate pour les équations résolues 


par rapport à l’une des variables æ ou y. Soit par exemple l’équa- 
tion 
(30) J = f(x, y’); 
on peut prendre ici pour paramètres variables æ et y'= p. La sur- 
face S est alors représentée par les équations 

PE g; 3 = P, y =f (2; p) 


et la relation dy = z dx devient 


(30 p= ZAP, 

C’est le résultat que l’on obtiendrait directement en différentiant 
léquation (30) et remplaçant y’ par p. Soit p = (æ, C) linté- 
grale générale de l'équation (31); pour en déduire l'intégrale géné- 
rale de l'équation (30), il suffira de remplacer y par ọ( x, C) dans 
la formule (30). 


371. Équation de Lagrange. — Considérons en particulier une 
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équation linéaire par rapport aux deux variables x et y, 
(32) y =æo(y')+ Yy); 


en différentiant les deux membres, et désignant y’ par p, nous 
obtenons l'équation 


ar" le. Q R d 
p=e(p)+æg(p) F Ay Te 


Si l’on y considère p comme la variable indépendante, et x comme 
l’inconnue, cette équation, que l’on peut écrire 


[2(p)—p] T +zg (p)+Y(p)=0, 


est linéaire et s’intégrera par deux quadratures. Ayant obtenu x 
en fonction de p, en portant cette valeur de x dans la formule 


7 =zp(p)+%(p), 


on aura les coordonnées x et y exprimées en fonction du para- 
mètre p et d’une constante arbitraire ('). 


On peut se rendre compte aisément de la disposition des courbes inté- 
grales, en observant que v et y sont des fonctions entières et linéaires de 
la constante arbitraire C, 


(33) æ=CF(p)+b(p), y =CF;(p)+ b(p); 
mais les fonctions F(p), Fı(p), (2), Pi(p) ne sont pas quelconques, 


; ; j R : ay 
puisque le paramètre p représente le coefficient angulaire =- de la tan- 


dx 
gente. Il faut pour cela que l’on ait F; (p) = pF (p) Pi(p) = p (p) 
Soient To, l deux intégrales particulières correspondant aux valeurs C = o, 
C = ı de la constante 
\ Zo= P(p), r, \71= F(p) +æ(p), 
0; 1 
Üro= bip), lyi= Fi(pi+ bip); 
les équations (33) qui représentent une intégrale quelconque l peuvent 


encore s'écrire 
T= C (21 — To) + £o, 


| y= CCF: = Fo ) Ae A 


Aux points Mo( £o, Yo), Mi(21, Yi): M(x, y) des courbes To, Fi, T, qui 


(1) On peut aussi ramener l’équation (32) à une équation linéaire au moyen 
de la transformation de Legendre (1, n° 36). 
G;, IE. 21 
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correspondent à une même valeur de p, les tangentes à ces courbes sont 
parallèles. D’autre part on tire des formules précédentes 


Y— yo _ Z— To G 


y= =g G—1 

ce qui prouve que les trois points M, Mo, M; sont en ligne droite et que 
M Mo à SE à ; 

le rapport MM, est constant. On a donc la construction géométrique sul- 
. 1 e 

vante. Étant données les deux courbes To, T,, on joint les points Mo, 
M, de ces deux courbes où les tangentes sont parallèles, et l’on prend 


À E 3 Nio hirri 
sur la droite qui les joint le point M tel que le rapport ak >i soit égal 
À 1 1 


à une constante donnée K. Lorsque les points Ms, M, décrivent les 
courbes To, Ti, le point M décrit une courbe intégrale T,et l’on obtient 
l'intégrale générale en faisant varier la constante K. 


372. Équation de Clairaut. — Un cas particulier remarquable 
de l’équation de Lagrange avait déjà été traité par Clairaut; on 
appelle équation de Clairaut toute équation de la forme 
(34) J= FI Y. 

Suivant la méthode générale, différentions les deux membres et 


posons y' = p; nous arrivons à équation 


; 7 d 
(35) [e + f p) SE = 0. 
5 n x š . dl , ` `x bd 
On satisfait à cette équation en posant TP — o, d'où p = C. L'in- 
dx z 
tégrale générale de l'équation de Clairaut est donc 
(36) y = Cz+f(C); 


cette équation représente une famille de droites, et l’on vérifie 
immédiatement que ce sont bien des intégrales. Mais on satisfait 
aussi à l'équation (35) en annulant le premier facteur x + f'(p)= 0. 
Il s'ensuit qu’il existe une nouvelle intégrale de l'équation (54), 
qui est représentée par les deux relations 


æ+f'(p)=0, y=prz+/f(p); 
or l'élimination de p entre ces deux relations conduirait précisé- 
ment à l'enveloppe des droites représentées par l'équation (36). 


L'équation de Clairaut admet donc en outre une intégrale qui est 
l'enveloppe des droites formant l'intégrale générale. Comme 
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on ne peut obtenir cette intégrale en donnant à la constante C une 
valeur particulière, on dit que c’est une intégrale singulière. 

On est conduit à une équation de Clairaut quand on se propose de déter- 
miner une courbe plane par une propriété de ses tangentes où n'intervient 
pas le point de contact. Soit en effet y = f(x) l'équation de la courbe 
cherchée; l’équation de la tangente étant Y = y'X + y — zy', on sera 
conduit à une relation entre y' ety — xy', c'est-à-dire à une équation de 
Clairaut. Il est clair que dans ce cas c’est l'intégrale singulière qui don- 
nera la véritable solution du problème. Proposons-nous par exemple de 
trouver une courbe telle que le produit des distances de deux points 
fixes F, F' à l’une quelconque de ses tangentes soit égal à une con- 
stante b?. Soit 2c la distance FF’; le milieu du segment FF' étant pris 
pour origine, et la droite FF' pour axe des x, on est conduit à l'équation 
différentielle 

(y —xy'}—cy?= b?(1+7y"?), 
en supposant que la tangente laisse les deux points F, F' du même côté. 
On entire y = ry'+ yb? + a?y'?; l'intégrale générale se compose de la 
famille de droites 
y = Cr + Vb?+ aC, a? = b?+ cÈ. 


L'intégrale singulière, enveloppe de ces droites, est l’ellipse 


c'est la vraie solution du problème. 


373. Intégration des équations F (x, y') = o, F y, y’) = o. — Les 
équations qui ne renferment que l’une des variables x ou y s'in- 
tègrent par une quadrature, pourvu que l’on puisse résoudre la 
relation par rapport à y' (n° 364). Lorsque cette relation est algé- 
brique, y est une intégrale abélienne ou la fonction inverse 
d’une intégrale abélienne. Toutes les fois que la relation est de 
genre zéro ou de genre un, on peut exprimer x et y en fonction 
d'un paramètre variable, soit rationnellement, soit au moyen de 
transcendantes classiques. Considérons d’abord les équations 
F(y, y')=0, de genre zéro; on peut exprimer y et y’ par des 
fonctions rationnelles d’un paramètre u, y = f(u), y'= fi (u), 
et la condition dy = y'dx nous donne f'(u)du= f,(u) dx. Les 


variables x et y s'expriment donc par les formules 


(37) y=flu), z= [ER du, 
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au moyen de la variable auxiliaire u. Le même calcul s'applique 
aux équations F(y, y')= 0, lorsque la relation est du premier 
genre; mais on doit prendre pour f(u) et fi(u) des lonc- 
tions elliptiques, et x-et y s'expriment au moyen des transcen- 
dantes p, &, 3 (n° 333). 

On peut opérer de même avec les équations F(x, y’) = o0, 
lorsque la relation est du genre zéro où un; elles se ramènent 
d’ailleurs à la forme précédente en permutant + et y. 


Exemples. — 1° L'équation y?(y'—1)=(2— y'} est de genre zéro et, 


i ; I 
en posant 2— y'= yu, on en tire =1+u?, y = - — u. La rela- 
à u 


tion dy = y' dx devient ici dx = — —: On a donc z = 2. C, et l’inté- 


EN A . P l 
grale générale de léquation proposée est y = x — C — ASA 
3 PAIS 


2° L'équation y’? — 3 y'? — 9 y*— 12 y? =0 représente, quand on y regarde 
y ety' comme les coordonnées d’un point, une quartique unicursale admet- 


tant les trois points doubles (y = 0, y'= 0 ), (> SE vV- + y=a): 


Nous pouvons, en effet, écrire l'équation précédente 


(y'—2}(y'+1)= (37 +2}. 


En posant d’abord y'=u?—1, il vient 3y7?=(u+1)}(u — 2); si l’on 
pose ensuite u — 2 —34{?, on obtient finalement les expressions suivantes 
de y et y' en fonction du paramètre £, 


Y=3(t+8), y'= 3 (1+ t) (1+3). 
La relation dy = y'dx se réduit ici à dx(ı + t?) = dt; on en tire 
t = tang(r + C), 
et l'intégrale générale de l'équation proposée est par conséquent 
y = 3tang(r + C)+ 3 tang?’ (z +C). 


3° Soit R(y)un polynome du troisième ou du quatrième degré, premier 
avec sa dérivée; considérons l'équation différentielle 


(38) yi R(y). 


On a vu plus haut (n° 336) qu’on peut satisfaire à cette relation du pre- 
mier genre en posant y = f(u), y'=f'(u), fiu) étant une fonction 
elliptique du second ordre. La condition dy = y'dx devient du = dx; 
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l'intégrale générale de l’équation (38) est donc une fonction ellip- 
tique y = f(x + 0). 

Lorsque le polynome R( y) est de degré inférieur à 3, ou lorsque ce 
polynome, étant de degré 3 ou 4, n'est pas premier avec sa dérivée, la 
relation (38) est du genre zéro. On peut exprimer y et y' par des fonc- 
tions rationnelles d’un paramètre u et, en appliquant la méthode précé- 
cédente, on vérifie aisément que l'intégrale générale est une fonction 
rationnelle de z, ou une fonction rationnelle de eax, 


374. Facteur intégrant. — La méthode d'intégration par sépa- 
ralion des variables a été généralisée par Euler. Le raisonnement 
du n° 364 s'applique en effet à toute équation du premier ordre 


(39) P(x, y) dx + Q(z, y)dy =0o, 


dont les coefficients P et Q contiennent à la fois + et y, pourvu 
JQ 
0x 
pour que Pde + Q dy soit la différentielle totale d’une fonc- 
tion U(x, y) et cette fonction U(x, y) s'obtient, comme on l’a vu, 
par des quadratures (1, n° 151). L'équation (39) est donc identique 
à l'équation dU = o, et l’on y satisfait de la façon la plus générale 
en établissant entre x et y une relation de la forme U(x, y)= C. 


. ðP ` un À $ e à 
que lon ait z = . Cette condilion est nécessaire et suffisante 
y 


On intègre donc l'équation (39) par des quadratures toutes les fois 
+ PET nal ØP 0 
que les coefficients P et Q vérifient la condition — = ee. 
dy ox 
Pour que la méthode précédente puisse être appliquée, il mest 
’ , «+ OP Q. A 
pas nécessaire que lon ait — = a. il suffit de connaître un fac- 
dy ox 

. Leur intégrant, c’est-à-dire un facteur u(x, y) tel que le produit 


p(z, y)[P dx +Q dy] 


d 3 
vérifie la condition ď’ intégrabilité = et, ou, en déve- 


dx 
loppant, 


(40) 


ð 
mn Ce a 

La recherche des facteurs intégrants est donc ramenée à l’inté- 
gration de l'équation précédente, qui est une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre. Il semble qu’en opérant ainsi on fait 
dépendre l’intégration de l'équation (39) d’un problème en appa- 
rence plus difficile; mais il est à remarquer qu'il suffit de con- 
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naître une solution particulière de l’équation (40) pour pouvoir 
appliquer la méthode, et l’on peut, dans bien des cas, trouver 
une intégrale particulière de l'équation (40) par des procédés 
plus ou moins directs. Cherchons par exemple dans quel cas 
l'équation (39) admet un facteur intégrant ne dépendant que de x. 


tp op >, . r 
Si l’on suppose 5 = 0, l'équation (4o) devient 


~ dp OP 00° 
=) 
nn | 
et l'expression FR T doit être indépendante de y; s'il en est 


ainsi, on obtient un facteur intégrant y par une quadrature. Suppo- 
oP SEH : 
sons de plus Q = 1; alors FF doit être une fonction X de la va- 


riable x, et équation (39) est une équation linéaire 


(39) dy +(Xy + X:) dr = 0. 


s a 
° ; $: Xdx ; 
L’équation (40) admet la solution u = e“ zo , et l’on vérifie 
aisément qu'en multipliant l'équation (39) par ce facteur on a au 


premier membre une différentielle exacte 


f Xdx 
e” ro (dy + Xy dr + X; dx) 


x w 
à Xdx Æ T Xdx 
= d ye~ Ka —+ T Xi EY Ta dx = 0; 


\ A 


les calculs à effectuer pour l'intégration sont exactement les 
mêmes que dans la première méthode (n° 366). 

Nous démontrerons plus loin que l'équation (40) admet une 
infinité d’intégrales, sous des conditions très générales qui sont 
toujours remplies dans les cas qui nous occupent. Si l'on connaît 
un facteur intégrant p,, on peut obtenir tous les autres de la façon 
suivante. En posant u — 1, y, l'équation (40) devient 


; dv dy ; 
(40) E aa 


or on connaîl une fonction satisfaisant à cette relation : c’est la 
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fonction U (x, y) dont la différentielle totale est y, (P dx + Q dy), 


, te à ’ oU oU : s l 
puisque les dérivées partielles — ; — sont égales à 4, P et à u, Q. 


0x 0y 
. à OÙ dv ðU . 
On a donc aussi — — — 5 — = 0, ce qui prouve que y est de 
dy dr dx dy 
la forme (U), et l'expression générale des facteurs intégrants 
est — u (U), ọ étant une fonction arbitraire de U. Il est aisé 


de vérifier que x est bien un facteur intégrant, car de l'identité 
uı(P dx + Q dy )= dU 
on déduit, en multipliant par &(U), 
m1 E(U)[P(x, y) de + Q(x, y) dy] = g(U) dU, 


et le second membre est la ditiérentielle exacte de la fonction 
F(U) = fecu) au. 


On déduit de là une conséquence intéressante : 11, et 42 étant deux 
facteurs intégrants, le rapport est une fonction de U. Si ce rap- 
j 1 


port n’est pas constant, l'intégrale générale de l'équation différen- 


tielle peut donc s'écrire A = const. 


1 
Le théorème qui précède peut servir quelquefois à trouver un 


facteur intégrant. Considérons l'équation différentielle 
(41) P dx + Q dy + Pdz + Qı dy = 0, 


où P, P,, Q, Q, sont des fonctions de z, y, et supposons que lon 
sache trouver un facteur intégrant pour chacune des expres- 
sions P dx + Q dy, P, dx + Q, dy. L'expression générale des fac- 
teurs intégrants pour P dx + Q dy est uo(U), x étant le facteur 
connu, U une fonction de g et de y que l’on obtient par des qua- 
dratures, el ẹ une fonction arbitraire. L'expression générale des 
facteurs intégrants de P, dx + Q, dy est de même u, 4(U,), w 
el U, étant des fonctions déterminées et Ÿ une fonction arbitraire. 
Si l’on peut choisir les fonctions o et 4 de façon que l’on ait 


Ko (U) = m1 Y(U:). 


on aura un facteur intégrant pour l’équation proposée (41). 
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Soit, par exemple, l'équation 
ax dy + by dx + x"y"(ax dy + By dx) = 0, 
a, b, a, B étant des constantes. Tout facteur intégrant de ax dy + by dx 


1 } do 
est de la forme = o(xrbya), et de même tout facteur intégrant de la 
K) 


Y(æBy2). Pour avoir un facteur 


seconde partie est de la forme ——— 
ah UT aiia 


intégrant commun il suffira de trouver deux exposants p et g tels que lon 
ait myn (gb ya )p = (æ8y2)7, ce qui conduit aux conditions 


pa—qga+n—=o, pb—gqgi+m=—o. 


Ces conditions sont compatibles pourvu que a B — ba ne soit pas nul, et 
déterminent un facteur intégrant de la forme My. En multipliant par 
ce facteur intégrant, l'équation prend la forme 67 -1 de + 071 dv, = 0, où 
Pon a posé ¢ = zby4, pı = zB y*, et s'intègre immédiatement. 8 


re : LING 
Dans le cas particulier où aß— ba=o0, on en tire- =37 =k, et 
a 


b 


Péquation peut s'écrire (ax dy + by dr )(1+ kxmyn) = o. 


Remarque. — Quand on connait l'intégrale générale d’une équation 
différentielle du premier ordre, il est bien facile d'obtenir un facteur inté- 
grant. Soit, en effet, f(x. y) = C lintégrale générale de léquation (39). 

L'équation différentielle des courbes représentées par cette relation est 


of 


aussi — dr + L dy = 0; pour qu'elle soit identique à l'équation (39), il 


0x 
SAR à 
k 2- 0H dy 
faut que l’on ait nes er et la valeur commune des deux rapports 


précédents est évidemment un facteur intégrant pour P dr + Q dy. Tout 
autre facteur intégrant est égal à celui-là multiplié par une fonction 
arbitraire de f(x, y). 


375. Application à la représentation conforme. — La théorie 
du facteur intégrant trouve une application importante dans le 
§ pp p 

problème de la représentation conforme. Soit 


ds? = E du? + 2 F du dv + G dv? 


une forme quadratique en du, dv, dont les coefficients E, F, G 
sont des fonctions analytiques de u, v, telles que EG — F? ne 
soit pas nul. On peut encore écrire ds? sous la forme 


ds? = (a du + b de)(a; du + b, dv), 


a, b, a, b, étant aussi des fonctions analytiques de u, ¢. D’après 
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un résultat qui sera démontré plus loin en toute rigueur, chacune 
des expressions a du + b dv, a, du + b, dv admet une infinité de 
facteurs intégrants, qui sont eux-mêmes des fonctions analytiques ; 


u, u étant deux de ces facteurs, on a les identités 
u(a du + b dv) = dU, ma; du + b; dv) = dU, 


et, par suite, 
u u ds? = dU dU;, 


ce qui peut encore s'écrire, en posant 


U=X+iY, U=X— iY, ts = 


, 


=| = 


E du? 2F du dv + G dv? = À ( dX? + dY?). 


Toute surface analytique peut donc être représentée sur un plan 
avec conservalion des angles. Si la surface est réelle, on peut sup- 
poser que les points réels de la surlace correspondent à des valeurs 
réelles des variables u, ¢; les coefficients E, F, G sont réels, tandis 
que a et a, sonl imaginaires conjuguées, ainsi que b et b. On 
peut alors prendre pour u et u,, et par suite pour U et U,, des 
imaginaires conjuguées, de sorte qu'à des valeurs réelles de ų, ¢ 
correspondront des valeurs réelles de X et de Y. A des points 
réels de la surface correspondent done des points réels du plan. 

Toute surface analytique pouvant être représentée sur un plan 
avec conservation des angles, on en conclut que deux surlaces 
analytiques quelconques peuvent êlre représentées conlormément 


l’une sur l’autre. 


376. Équation d’Euler. — Des artilices très variés ont été em- 
ployés pour intégrer des équations différentielles de forme parti- 
culière. Euler en a donné un exemple célèbre avec l'équation à 
laquelle son nom est resté attaché, 

dx dy 


(42) 7 der: 


où X et Y sont deux polynomes du quatrième degré en x et y 


= 0, 


respectivement, ayant les mêmes coefficients, 


X = aott + QT? + GT? + A3 T + 4, 


Y = ao yt + a1 y? >+ aay? + Ay + a. 
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Les variables étant séparées, on obtient l'intégrale générale de 
l'équation (42) par deux quadratures, qui introduisent deux fonc- 
tions transcendantes, dépendant respectivement de x et de y. La 
découverte fondamentale d'Euler, qui a été le point de départ de 
la théorie des fonctions elliptiques, c’est d’avoir montré que cette 
relation entre les variables x et y, qui est transcendante en appa- 
rence, est en réalité algébrique. 

Considérons d’abord le cas où X est un polynome du second 
degré non carré parfait; une substitution linéaire permet de le 
ramener à la forme X — A(x?— 1), et l'équation (42) devient 
dans ce cas particulier 
dx dy 


Vie Vip 


(43) 
On peut encore l'écrire, en chassant les dénominateurs, 


Vi vider + Vi x dy = d(x 1—=y?+y Vi zr?) 
fs sde dwst 

HAT Eee + a) =, 
COST er 


ce qui montre que l’on a identiquement 


d(xyÿi—7+yvi—3x) 
PPS PR PP IPN A6 vue A dy ) 
= pun 2 _ AE ee e . 
= Me æ?)(1 YE) e (= V1—= 74 
L'expression ÿ(1— x?)(1— y?) — xy est donc un facteur inté- 


grant pour l'équation (43), et l'intégrale générale est donnée par 
la formule 


(44) zVi—pi+yvi—z=0, 
ou par la formule 
(45) ant Ph aa) ec 


puisque l'équation (43) admet les deux facteurs intégrants 1 
et y(1 — x?)(1— y?) — xy. On vérifie du reste aisément que les 
deux formules (44) et (45) sont équivalentes, d’après l'identité 


+ y ie) + [V0 er Ÿ = 1. 


En rendant la dernière formule rationnelle, on peut écrire lin- 
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tégrale générale de l’équation (43) sous la forme 
(46) d+ y?+92C'xy + C2 — i= o, 


C' désignant une constante arbitraire, et cette équation représente 
des coniques tangentes aux quatre droites z = +1, y = +1. 
Par une induction hardie, Euler a été conduit à une formule de 
même espèce, mais plus générale, qui convient au cas où X est un 
polynome quelconque du troisième ou du quatrième degré (/nsti- 
tutiones calculi integralis, t. I, Chap. V et VI). 
Soit F(z, y) un polynome à deux variables x et y, du second 
degré et symétrique par rapport à ces deux variables, 
f F(x, y) = Az? y? + AsZæy(r +y) 


CAZET + As(a?+ y?) + Airy + As(x +y)+ As. 


Ce polynome dépend de six coefficients arbitraires A,, A2, A3, As, 
A ;, Ao, et la relation F(z, y) — o peut s'écrire sous deux formes 
équivalentes 


(48) | Fiz, y)=My?+Ny+P =o, 
i | F(z,y)=Mizt+N;r+P;=o, 


M, N, P étant trois polynomes du second degré en x 
M = Az? + Az + A3, N = Asz? + A, £ + A;, P = Azz? + A;x + A6, 


et M,, N,, P, les polynomes obtenus en remplaçant x par y dans 
M, N, P. De la relation F (z, y) = o on déduit F, dx + F,dy = 0, 


ou, en remplaçant F', et F}, par leurs expressions, 
(49) (2Mæ+N,;)dr +(2My +N)dy =0. 
On tire d’ailleurs des relations (48) 
2əMy+ N=+ y VN?—4MP, 2M,z+N,= + yN?—4M,P,, 
et la formule précédente (49) peut encore s'écrire 


dx dy 


5 c E M — 0. 
e VNo iMP VNE AMP 


Cette relation sera identique à l'équation proposée (42), pourvu 
que l’on ait N?— 4MP = X, ce qui entraine nécessairement 
N°—4M,P,= Y. Or M, N, P étant du second degré, N? — 4MP 


est du quatrième degré, et l’on est conduit à écrire que deux 
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polynomes du quatrième degré sont identiques, ce qui exige cinq 
conditions seulement. Comme on dispose de six coefficients A;, 
on voit qu'un de ces coefficients restera arbitraire. Il y a donc 
une infinité de polynomes F(z, y) de la forme (47), dépendant 
d'une constante arbitraire C, et tels que de la relation 


(51) RED Y)=0, 


entre les variables x et y, on puisse déduire la relation (42). 
Cette relation (51) représente donc Pintégrale générale de l’équa- 
Lion proposée. 


La détermination effective du polynome F(x, y) exige un calcul d'iden- 
tification que l’on peut simplifier par une représentation géométrique due 
à Jacobi. Considérons, pour prendre le cas général, un polynome du qua- 
trième degré R(£) premier avec sa dérivée, et soient 41, ds, t3, łą les 
racines de R(t)— e. Soit, d'autre part, X une conique quelconque dont les 
coordonnées æ et y sont exprimées en fonction du paramètre variable { 
par des fractions rationnelles du second degré, de façon qu’à un point (z, y) 
corresponde une seule valeur de ż; appelons m1, Mə, m3, Mm, les points 
de E qui correspondent aux valeurs #1, 4», t3, t; du paramètre. Enfin 
soit X' une seconde conique passant par les quatre points M), Ma, M3. My. 
Toute droite tangente à X’ rencontre X en deux points M et M'; sit et t 
sont les valeurs correspondantes du paramètre, la relation entre ż¿ et l'est 
de la forme cherchée. Il est évident, en effet, que cette relation est symé- 
trique en £ et ', et qu'elle est du second degré par rapport à chacune des 
variables; car par un point M’ on peut mener deux tangentes à X' et par 
suite à toute valeur de ” correspondent deux valeurs de ¿ seulement. 

Soit 


(52) FE) = 0 
cette relation; on en déduit, comme nous venons de le voir, une relation 
entre les différentielles dt, dt', de la forme 


(53) JS UE e 


VP P(e) 
P(t) étant un polynome du quatrième degré. Ce polynome P(t) est 
identique à un facteur constant près à R(t). En effet, daprès la façon 
même (que l’on vient d'expliquer) dont on déduit le polynome P (£) 
de F(¢, t')}—o, les racines de P(t)—o sont les valeurs de £ pour 
lesquelles les deux valeurs de ?’ sont confondues. Or, la signification géo- 
métrique de la relation (52) montre immédiatement que ceci ne peut 
avoir lieu que si les deux tangentes à Z' issues de M sont confondues, 
c'est-à-dire si ce point M est l'un des points m1, Ms, M3, M. Nous sommes 


EA 
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donc conduits à la méthode suivante, n’exigeant que des calculs rationnels, 
pour obtenir l'intégrale générale de l’équation 
dt dt 

le 


(54) hr ee de 
3 VRG). VRT) 


(0) 


où R(t)= att + a, t? + a:t? + azt + a,, qui ne diffère que par les nota- 
tions de l'équation proposée (42). On commencera par former l'équation 
générale des coniques X’ passant par les quatre points m4, Mo, M3, M, 
de Z; cette équation est de la forme f(z, y)+ Ce(x, y)= o, C désignant 
une constante arbitraire. Puis on écrira la condition pour que la droite 
joignant les deux points M et M' de E, qui correspondent aux valeurs z, 
t du paramètre, soit tangente à X’. La relation obtenue, qui renferme la 
constante arbitraire C, représente l'intégrale générale de l'équation d’Euler. 

Pour développer les calculs, prenons pour X la parabole y?= v, et 
posons æ = {?, y = t. La conique X’ représentée par l'équation 


(55) Ag? + A'y?+ aB"zy + 2B'x + 2By + A"= 9 
coupe X en quatre points, donnés par l'équation du quatrième degré en t 
que lon obtiendra en remplaçant æ par ¿£ et y par {. Pour que cette 
équation soit identique à R(¢¿)= o, il suffira que l’on ait 
(56), A = ap A aB =a 92B'=a, 2B= ap A= adp 

Le coefficient B’ restant arbitraire, nous poserons B'= C, ce qui donne 


A'= a— 2C. 


Rappelons maintenant que l'équation tangentielle de X', c’est-à-dire la 
condition pour que la droite ag =+ By — y =o soit tangente à cette 
conique, est donnée par l'équation 


t op re 
|: A CO F 
(971 i “=o 
BoB AS y 
A DS LE 


La droite joignant les deux points (#2, £) et (#2, t') de E a pour équa- 
tion 
æ—y(t+t')+tt=o; 
nous pouvons donc prendre 


CE 6 =— (t+ t’), tr, 


En substituant les valeurs obtenues pour À, B A’, B', A”, B”, a, 8, y dans 
la condition (57), et remplaçant # et #' par æ et y respectivement, nous 
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parvenons à l'intégrale générale de l'équation d’Euler sous la forme sui- 
vante indiquée par M. Stieltjes 


ao Lee G I 
à 
ai a3 
— @a—20 — —(x + 
(58) éd En 
C s a, zy 
a 
UOTE y). Zy o 


Cette équation représente une famille de courbes du quatrième degré, 
ayant deux points doubles à linfini sur Og et Oy respectivement. L’équa- 
tion étant du second degré par rapport à la constante C, il passe deux 
courbes de la famille par un point quelconque du plan: ce qu'il était 
facile de prévoir puisque l'équation différentielle proposée donne deux 
valeurs opposées de y’ pour un même point (x, y). Ces deux valeurs de y’ 
ne deviennent égales que si le point (x, y) appartient à la courbe XY = o, 
qui se compose de quatre droites D,, D,, D;, D, parallèles à l'axe Oy, et 
de quatre droites 4;, As, As, A, parallèles à O v. Écrivons l'équation d’Euler 
sous forme entière Y dx? — X dy? = o, et prenons un point M(x, y) sur 
l'une des droites, A; par exemple, n’appartenant pas aux droites D. Pour 
les coordonnées du point M, on a Y —0, X Æ 0, et l'équation d’Euler 
donne pour y’ une racine double, y'= o. Par ce point M il passe une pre- 
mière courbe intégrale, la droite A, elle-même. Mais on peut vérifier que 
les courbes représentées par la formule (58) admettent pour courbe enve- 
loppe l’ensemble des huit droites données par l'équation XY = o, de sorte 
que par le point M de 4, il passe une nouvelle courbe intégrale tangente 
à la première. Nous avons ici un nouvel exemple d’intégrales singulières, 
car les huil droites Dz, A; ne sont pas comprises parmi les courbes repré- 
sentées par l'intégrale générale. 


Remarque. — Nous avons supposé, pour parvenir à la formule (58), 
que le polynome R(x) était du quatrième degré et premier avec sa dérivée. 
Mais il est clair que le résultat est susceptible d’une vérification directe, 
où cette hypothèse n'intervient pas, On pourrait, par exemple, former 
l'équation différentielle des courbes représentées par l'équation (58) en 
appliquant la méthode générale (n° 363) et l’équation obtenue serait 
forcément identique à l’équation d'Euler, quelles que soient les valeurs 
des coefficients ao, ai, ..., a,, puisqu'il en est ainsi lorsque ces coef- 
ficients ne vérifient aucune relation particulière. La formule (58) con- 
vient donc à tous les cas. 


377. Méthode déduite du théorème d’Abel. — On peut aussi déduire 
très aisément l'intégrale générale de l’équation d’Euler du théorème 
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d'Abel. Désignons maintenant par R(x) un polynome du troisième ou du 
quatrième degré, premier avec sa dérivée, et considérons la courbe C qui 
a pour équation y?= R(x). Si une courbe algébrique variable C’ ren- 
contre la courbe C en trois points variables seulement, M;, M», M3, on a 
démontré (n° 361) que les coordonnées (x1, V1), (L2, Ya), (æ3, Ya) de ces 
trois points variables satisfont à la relation 

dx; d£ dT 


(5 + + — = 0! 
19) Ya Y2 Fi 


Si la courbe sécante C’ dépend de deux paramètres variables dont on peut 
disposer de façon que deux des points d’intersection (£1, V1), (L2, Ya) vien- 
nent coïncider avec deux points quelconques donnés à l'avance de C, les 
coordonnées (73, y3) du troisième point d’intersection sont des fonctions 
des coordonnées (£1, Y1; Lə, Y2) des deux premiers satisfaisant à la rela- 


. ye . dx; d£ , ° ` 2 

tion (59). L’équation 2 RE — 0 est donc équivalente à l’équa- 
1 2 

tion a = 0, dont l'intégrale générale est z = const. Or les points (%4, y1), 

3 

(£2, Ya) étant sur la courbe C, on a y} = R(x;), y3 = R(z2), et l'équa- 

. aa d£ 3 ve 

tion —— + —— = 0, que l’on peut écrire 

Yı Fa 

d 2 

(60) 24 TC RE; : QU o, 


VR(x)  VR(æ) aj 


est, sauf la différence des notations, identique à léquation d’Euler. Dans 
la formule qui donne l'intégrale générale 


(61) æ = F (2i, Y1; Le, Ye) = const. 


on doit remplacer y; et yə par VR(æ:) et VR(æ) respectivement, les 
déterminations des deux radicaux étant les mêmes dans les deux for- 
mules (60) et (61). Nous obtenons ainsi, pour l'intégrale générale, une 
formule renfermant des radicaux, tandis que la formule (58) est rationnelle. 
Mais la forme irrationnelle est dans certains cas plus avantageuse. 

Développons les calculs en supposant le polynome R(æ) ramené à la 
forme normale de Legendre R(x)=(i—x?)(1—kïx?), k? étant diffé- 
rent de zéro et de l'unité. La parabole C' 


(62) y =ax?+ br +1 


rencontre la courbe C, représentée par l’équation y?= R(x) au point 
(æ —0, y =1)et en trois points variables dont les abscisses v1, Z3, æ3 
sont racines de l’équation 


(63) (a?— k)x8+ 2abx?+(b?+oa+k+1)x +26 = 0, 


obtenue en éliminant y et supprimant le facteur x. 


WwW.rcin.org.pl 


336 CHAPITRE XVIII. — MÉTHODES ÉLÉMENTAIRES D'INTÉGRATION. 


On déduit de cette équation les relations 


2 ab b+oa+ k?+1 
Ti + Lo + Tz = pam Li La + Lo T3 + T1 Tz; = PI fe , 
2b 
i a ESES 
et, par suite, 
(64) Ly + La + L3 = AL La Lz. 


Mais en écrivant que la parabole C’ passe par les deux points (21, y1), 
(£2, Ya), on peut déterminer a et b. On a en particulier 


La — Var 
PRE 2. > — V4 i, 


AT To = 
Ti — La 


portant cette valeur de a dans la formule précédente, on obtient finale- 
ment l'expression de +, au moyen de #1, Y1, de, ÿa, 


T3= -  —— . 
Lo NT Tale 
L'intégrale générale de équation d’Euler 
dx; d£ 


(65) 


=0 


PE — — 
VR(x;) VR(æa2) 


est donc représentée par la formule 


(66) PAR cm: IS 
3 = = 
xı VR (x1) — zı VR(æ2) 
378. Applications. — Quand on cherche à déterminer une 


courbe plane par une relation donnée F(z, y, m)= 0 entre les 
coordonnées (x, v) d’un point de cette courbe et le coefficient 
angulaire m de la tangente en ce point, les courbes cherchées 
s'obtiennent évidemment par l'intégration de l'équation différen- 
tielle du premier ordre F(x, y, y’) = o, que l’on déduit de la re- 
lation donnée en y remplaçant m par y’. Si cette équation est de 
degré q en y’, il passe en général, comme nous le démontrerons 
plus loin, g courbes de cette espèce par un point quelconque du 
plan. Considérons, par exemple, une famille de courbes C, repré- 
sentées par l'équation ®( x, y, a) = 0, dépendant d'ur paramètre 
arbitraire, et proposons-nous de trouver leurs trajectoires ortho- 
gonales, c’est-à-dire les courbes C’ qui, en chacun de leurs points, 
coupent orthogonalement une courbe C passant par le même point. 
Soient m, m’ les coefficients angulaires des tangentes aux deux 
courbes orthogonales C, C’ passant par un même point (x, y); on 


WwWw.rcin.org.pl 


II. —- ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 337 


doit avoir entre m et m la relation 1 + mm = o. Soit d’autre part 
F(x, y, y')= o l'équation différentielle des courbes données C; 
on a F(x, y, m) = 0, puisque m est le coefficient angulaire de la 
tangente à une courbe C passant au point (x, y) et par suite 


f 


F(z, y, — zp) =0. 


D'ailleurs m’ est aussi le coefficient angulaire de la tangente à 
une courbe C’ passant au point (x, y); cette courbe C satisfait 
donc aussi à l'équation 


(67) P(e, y, — 5) =o, 


et l’on obtient équation différentielle des trajetoires ortho- 
` I r 
gonales des courbes C en remplaçant y par — F dans l’équa- 


tion différentielle des courbes C elles-mêmes. 
Pour obtenir l'équation des courbes C, on doit éliminer & entre 
F . op 0 
les deux équations ® = o, e aY EA 
l'équation différentielle des trajectoires orthogonales, il suf- 
f op 


Ends 7 CA = 


"= 0; donc, pour obtenir 


fira d’éliminer-a entre les deux relations D 
Prenons par exemple les coniques représentées par l'équation 
J+3x?—2ax =0, 


où a est un paramètre variable. L'application de la règle précé- 
dente conduit à l'équation différentielle homogène 


(y?—32x?)y'+2æy = 0, 
ui devient, en posant y = ux et séparant les variables 
q ? P IA p ? 


dx 3 du du du 
= + 


On en tire 
xu? = C(u?—:1) ou y= C(yi— #7). 


Les trajectoires orthogonales sont donc des cubiques admettant 
l’origine comme point double. 
D’une façon plus générale, considérons une surface S dont les 
coordonnées z, y, 3 sont exprimées en fonction de deux para- 
G. TE: 22 
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mètres variables u, 6 : 

de JU, v), y =o(u,v), Sig, 2); 
on tire de ces formules 


òf af E P òy d 
dx = u + = dv, dy = 5 du+ =; dr, dz = du+ = dv, 


À do À 
et à toute valeur du rapport ne correspond une tangente à la 
surface passant par le point (u, v). Si l’on se propose de déter- 
miner les courbes de cette surface telles que la tangente à Pune 
de ces courbes en un point quelconque dépende uniquement de 
la position de ce point sur la surface, on est encore conduit à 


intégrer une équation différentielle du premier ordre 


do 


(68) F (u, v, gg) = 0: 


inversement, toute équation de cette forme établit une relation 
entre un point d’une courbe située sur la surface S et la tangente 
en ce point. 

Proposons-nous, par exemple, de déterminer les trajectoires 
sous un angle constant V d’une famille de courbes données situées 
sur la surface. Étant données deux courbes C, C’ passant par un 
point (u, ¢) et se coupant sous un angle V, on a la formule géné- 
rale (n° 277) 

PNR nee E du du + F (du dv + dv du) + G dv dv 


g VE du?+2F du de + Gdo? VE ôu?+ 2F õu 5e + Gôûv? 


E, F, G ayant la signification habituelle, du et de désignant les 
différentielles relatives à un déplacement sur C, òu et òp les diffé- 


, 


rentielles relatives à un déplacement sur C’. Les courbes C' étant 
; de dv 

données, gu est une fonction connue de u et de v, Si — r(u, +), 
N 
op las r L4 

et en remplaçant == par z(u, ¢) dans la relation précédente (69), 
du 

, de 3 í Pa x 
la relation obtenue F(u, o, )= o est l’équation différentielle 


des trajectoires cherchées. 
Considérons en particulier les trajectoires sous un angle con- 
stant des méridiens de la surface de révolution 


æ = p COS, y= p Sino; z =f eg: 
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Nous avons ici 
u 26, CRT 7 E =1 + f'?(p), F = o0, Ge ph ðv = 0, 


l’ équation (69) devient 
CAN à Vi+f'?(0) do Í 
VI[r +" (pọ) ] de? + p? dw? 


On en tire, en résolvant par rapport à dw, 


VIETE de, 


Ked 
i 


dw = tang V 


et w s'obtient par une quadrature. 
p q 


IHI. — ÉQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR. 


dn £ 3 
379. Intégration de l’équation TL = f(x). — Etant donnée 
une équation différentielle d'ordre n, 


dr s 4 | 
(70) SZ = Fe, pt], 


, ; di 7 , Me 
où y == TE celte équation et celles que l’on en déduit par des 


différentiations répétées permettent d'exprimer toutes les dérivées, 
à partir de y{*), au moyen de x, y, y', y", e., ye Si donc 
l’on se donne pour une valeur particulière x, de la variable indé- 
pendante les valeurs correspondantes yo, yh, ..., y" de la 
fonction cherchée y et de ses n — 1 premières dérivées, on peut 
de cette façon calculer les valeurs de toutes les dérivées succes- 
sives de la fonction inconnue pour la valeur z de x, et former 


une série entière 3 
A (£ — ro)? (£ — To)” 
(71) Yo+ (s — si) yo + —— a ) Jot-.+ feras te FH. 


dont la somme représente l'intégrale en question, si toutefois cette 
intégrale peut être développée par la formule de Taylor. Jusqu’aux 
travaux de Cauchy, on avait admis sans démonstration la conver- 
gence de cette série (1). Nous verrons un peu plus loin qu'il en 
ee ms ut SO ne 


(') Voir par exemple le Traité de Lacroix. 
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est bien ainsi, moyennant certaines conditions qui seront préci- 
sées. Nous indiquerons seulement ici quelques types simples 
d'équations différentielles d'ordre z dont l'intégration peut se 
ramener à des quadratures ou à l'intégration d’une équation 
d'ordre inférieur à n. 

L'équation différentielle 


dy 
(72) FET = f(x ) 


constitue le type le plus simple possible des équations différen- 
telles d'ordre n. Elle s'intègre au moyen de n quadratures succes- 
sives; en effet, en désignant par Zo une constante numérique 
prise à volonté, on a successivement 


d'-1 y 


dar =a 


Ton ad de f f(æ)dx + C(x — To) + Gi, 


a Fté)dr + C), 


y= Pa de | HE f far 
A SA 
PP S n—1 Ci (g — za)? 
3 PT E e i a 
l2... (R — 1) l-2 (A2) 
Cn-1, Cn-2, +, Co étant n constantes arbitraires, qui sont égales 


respectivement aux valeurs de l'intégrale et de ses (n — 1) pre- 
mières dérivées pour z = £o. 
On peut remplacer l'expression 


D ‘à dx f ges Me f(x)dz, 


qui renferme n signes d'intégration superposés, par une expression 
ne contenant qu’une seule quadrature portant sur une fonction où 
la variable x figure comme paramètre. Il est facile de vérifier ce 
fait qui sera rattaché plus tard à une théorie générale (n° 399). Si 
nous posons, en effet, 


(73) en D (æ—3)"-1f(z)ds, 


1.2 GT) 
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on en déduit successivement, par l’application des règles connues, 


dY, pa 5 EP 

da RSR ES — 2) be À +" LE 
dn-1Y, a . 
dar- =f FES 


drn Yi 
et enfin A m 


l'équation (72). D'ailleurs, les deux fonctions Y et Y, sont nulles, 


ainsi que leurs (n — 1) premières dérivées, pour £ = x,. Leur dif- 


— f(x). La fonction Y, est donc une intégrale de 


férence, qui est un polynome de degré au plus égal à n — 1, ne 
peut être divisible par (x — z)” à moins d’être nulle identique- 
ment. On a donc Y, = Y. 


380. Cas divers d’abaissement. — Les cas les plus fréquents où 
l’on peut abaisser l’ordre de l'équation sont les suivants : 


1° L’équation ne renferme pas la fonction inconnue. — Une 
équation de la forme 


d# y dk+1 y dry à 
(74) F (z, dvt te e.. TZ) =0 (1k <n) 
se ramène immédiatement à une équation d'ordre n — k en pre- 
df y TTAN AA Ba ; 
nant pour inconnue Lx =U. Si l’on peut intégrer léquation 


auxiliaire en «, on aura ensuite y par des quadratures, comme il 
vient d’être expliqué. 
LS DE 


NS LE ? 1) — — 
Il arrive quelquefois que l’on peut exprimer æ et u= LE à 


moyen d’un paramètre auxiliaire { par des formules 
dky 
CEF) dæk = ọ(¢), 


les fonctions f et + renfermant aussi des constantes arbitraires 
introduites par l'intégration de l'équation en u. On peut alors 
exprimer aussi y au moyen de ¿ par des quadratures; on a 


d’abord 
dyk- = o(t)dr = (t) f'(t) dt, 


d'ou l’on déduira y#=1, En continuant de la sorte, on calculera 
successivement y9, ,..,y', jusqu’à y. 
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L'équation ne renferme pas la variable indépendante. 


— Si l’on a une équation de la forme 


| ARE PRE. dr 
(75) Fr Lt no a) = 


on pourrait la ramener à la forme précédente en prenant y pour 
variable indépendante et x pour inconnue; la nouvelle équation 


: ; dx . 
ne contiendrait pas z, et en prenant qy pour nouvelle inconnue, 
F 


on serait conduit à une équation d'ordre n — 1. Mais on peut 
effectuer ces deux transformations simultanément en prenant y 


dy 
pour la variable indépendante et en prenant pour inconnue z Ia P- 


Nous avons en effet 


dy _ dp _ dp dy dp 
dx? dx dy dr 5 dy” 
REA | dp\ _ d dp PR) +? , ËP 
des" do de) TN ( D )P = EA P I i 


dry 
et ainsi de suite. D'une façon générale, —= s'exprime au moyen 
dxr ` 

de p et de ses r — 1 premières dérivées par rapport à y. On aura 
donc bien une équation différentielle d'ordre n — 1. 

Supposons que l’on ait intégré cette équation auxiliaire d'ordre 
n —ı et, pour prendre une hypothèse générale, supposons que y 
et p soient exprimées à l’aide d’une variable auxiliaire ż¿, qui peut 


RA ? wW A 3 e - , E 
être l’une de ces variables elles-mêmes, y = f(t), p = ọ(t), les 
fonctions fets 2 dépendant en outre de constantes arbitraires. De 
la relation dy pp de on üre f'(t) dt = o(t) dx, de sorte que x 
s'obtient à son tour par une quadrature 


Cette méthode est surtout employée pour l'équation du second 
ordre 
. F(y,Y7,Y')=0, 


que l’on ramène ainsi à l'équation du premier ordre 
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Soit p = ọ (y, C) l'intégrale générale de cette équation du pre- 
dy 


mier ordre. De la relation = = (y, C) on déduira z par une 


dy 
DV = Lan À — — 
a ọ( y, C) 


Si l'intégrale générale de l’équation en p est résolue par rapport 


à y, et se présente sous la forme y = f (p, C), on a de même 


quadratu re 


J'(p) dp = p dx 


z= m | LPP, 
P 


Les coordonnées d’un point d'une courbe intégrale sont ainsi 


et, par suite, 


exprimées au moyen d'une variable auxiliaire p qui représente le 
coefficient angulaire de la tangente à cette courbe. 


3° L’équation est homogène en y, y, y", ..., y" — Si m 
est le degré d’homogénéité, l'équation est de la forme 
/ I " (n) 
; w y 
(76) PME (a E, ne ZT) =o, 
Tir Y 


et l’on voit que, si y, est une intégrale particulière, il en est de 
même de Ày,, quelle que soit la constante À. On abaisse l’ordre 
de cette équation d’une unité en posant y = e/“4r: où en déduit 


en effet 
y =u ejudx, x" — eludax( rue u? ), RE 


et d’une façon générale y” est égal au produit de e/#4x par une 
fonction entière de u, u', u", ..., u1. Après la substitution dans 


l'équation proposée, il restera donc une équation d'ordre n — 1. 


4° L'équation est homogène par rapport à x, y, dx, dy, 
dy, ..., d'y. — Lorsqu'il en est ainsi, l'équation ne change pas 
quand on change x en Cæ, y en Cy, C étant une constante 
SA 


= = u pour 
= P 


quelconque. Cela posé, imaginons que l’on prenne 


nouvelle variable indépendante en prenant x ou y pour inconnue. 
Quand on change + en Gx, y en Cy, u ne change pas; la nou- 
velle équation différentielle (entre z et u par exemple) doit donc 
rester la même quand on remplace x par Cx sans changer u. 
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Cette équation est donc homogène par rapport à £, æ',x",...,æ(0), 
et l’on retombe sur le cas précédent. 


Remarque. — Dans les différents cas de réduction précédents, 
il peut se faire que l’on sache obtenir certaines intégrales de 
l'équation auxiliaire, sans pouvoir en déterminer l'intégrale géné- 
rale. Les méthodes précédentes sont encore applicables et per- 
mettent d'obtenir par des quadratures des intégrales de l'équation 
proposée, renfermant moins de z constantes arbitraires. 


381. Applications. — 1° Les équations de la forme y"= f(y) rentrent 
dans l’un des types précédents. On peut les intégrer directement sans 
aucune transformation, car, si Pon multiplie les deux membres par 27", 
on en déduit, après une première intégration, 


nd 
y’=0> [ 2f(y7) dy =F(y)+ C, 


Te 


et l’on a ensuite x par une quadrature 


dy } 
E e E e A 
VF(7)+ C 


Considérons par exemple l'équation 
V" = Y? + 4 Y?+ Aay + A3, 


l’un au moins des coefficients &, &, n'étant pas nul. Nous avons d’abord, 
en multipliant les deux membres par 2y' et en intégrant, 
! do , 2 m 
y?= SAIS a1 y? + aay? + 2đa3y + C. 
L'intégrale générale de cette nouvelle équation est une fonction elliptique 
(n° 373), pouvant comme cas particulier se réduire à une fonction simple- 
ment périodique ou même à une fonction rationnelle, si l’on a choisi la 
constante C de façon que le polynome qui est au second membre ne soit 
pas premier avec sa dérivée. 
2° Il peut se faire que lon puisse appliquer successivement plusieurs 
des méthodes de réduction à une même équation. Prenons par exemple 
l'équation du quatrième ordre 5( y”)?— 3y"y" = o. Si l’on pose d’abord 
y" = u, lon en déduit une équation du second ordre 5u'?— 3 uu” = 0, qui 


r 


: ; l , 1 2 
est homogène en u, u', u". Posons u = elvdx: il vient 30' = 26?, ou — = 7? 
> p+ 
et l’on en tire 
3 I 
p = — - , 
2T+a 
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a étant une constante arbitraire. Nous avons ensuite successivement 


wi 


1 
TA 


= — Fblr Haj 1e, 


u =y =0(r + a) ?, 
a 
J 1 
y=—4b(r+a)}+cex + d, 
b, c, d étant trois nouvelles constantes. On retrouve donc l'équation 
générale des paraboles (n° 363). 
3° Soit à déterminer les courbes planes dont le rayon de courbure est 
proportionnel à la portion de la normale comprise entre le pied M et le 
point de rencontre N de cette normale avec une droite fixe. Cette droite 
fixe étant prise pour axe des z, l'équation différentielle du problème est 


(77) 1+Y3+uyY" = 0, 


le coefficient u étant égal au rapport du rayon de courbure à la lon- 
gueur MN, précédé du signe + ou —, suivant que la direction qui va de M 
au centre de courbure coïncide avec la direction MN ou avec la direction 
opposée. Pour intégrer l'équation (77), posons y'= p; elle devient 
2 dp 
E PH RIRE 0, 
dy 

ce qu'on peut encore écrire 

dy œ 2pdp 

We wips 


’ 


et l’on en tire, après une première intégration, 


LE 
7 =CG(i+pt) ?, 


C étant une constante arbitraire. La relation dy = p dx nous donne ensuite 
"oe 
— uCp +p?) ? dp =p ds; 
ou 
u 


T = LZo— uC fas py dp. 


Posons p = tanga; toutes les courbes obtenues en faisant varier C et £o 
se déduisent, par une translation ou une transformation homothétique, de 
la courbe F représentée par les équations 


[o 4 
(T) x = af costa da, Y = costa. 
0 


Il est facile de se faire une idée de la forme de la courbe d'après ces 
équations, quelle que soit la valeur de p. Quand u est un nombre entier, 
on peut effectuer la quadrature. Si u est un nombre entier positif, la courbe 
n’a pas de branches infinies, mais elle peut avoir deux formes d'aspects très 
différents suivant la parité de u. Si p est un nombre impair, æ est une fonc- 
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tion périodique de x (I, n° 447), et la courbe F est une courbe algébrique 
fermée convexe. Si y est pair, æ augmente d’une quantité constante diffé- 
rente de zéro lorsque g augmente de 27, y est toujours positif. On a une 
courbe périodique, avec une infinité de points de rebroussement sur Oz. 
L'aspect est celui d’une cycloïde; c’est du reste une cycloïde pour p = 2. 


Remarque. — Dans les exemples que nous venons d'étudier on cherche 
toujours à ramener l'intégration d’une équation différentielle à lintégra- 
tion d’une équation d'ordre moindre. Quelque singulier que cela paraisse 
au premier abord, le procédé inverse peut quelquefois réussir. Étant 
donnée, par exemple, une équation du premier ordre f(x, y, y') = 0, en 
la combinant avec celle qu’on en déduit par une différentiation, on obtient 
évidemment une infinité d'équations du second ordre qui admettent toutes 
les intégrales de l'équation proposée. Supposons que l’on puisse trouver 
ainsi une équation du second ordre qui soit intégrable, et soit y = (x, G,C”) 
l'intégrale générale. Toutes les intégrales de l’équation du premier ordre 
proposée sont comprises dans cette formule ; mais, comme elles ne dépendent 
que d’une constante arbitraire, il doit y avoir une relation entre les con- 
stantes C, C'. Pour l'obtenir, il suffit d'écrire que la fonction g(x, C, C’) 
satisfait à l'équation du premier ordre: on est ainsi conduit à un certain 
nombre de relations entre les constantes C, C’, et ces relations doivent se 
réduire à une seule. 

L'exemple le plus intéressant de cet artifice est dû à Monge, qui s’en est 
servi pour trouver les lignes de courbure de l’ellipsoïde. Soient 2a, 20, 
20 les trois axes; les projections des lignes de courbure sur le plan du 
grand axe et de l’axe moyen sont déterminées par l'équation différentielle 


Agzyy? =+ (x?— Ay?— B) y'— xy = 0, 


(78) a? (b? —- c?) a? (a?— b?) 
| PS Gta 60 he ae 


En différentiant l'équation (78), puis en éliminant la quantité 
s? — A y?— B, 


on obtient l'équation différentielle du deuxième ordre 


d’où l’on tire successivement yy'= Cg, puis y? = Cx?+ C. 

L'intégrale générale de l'équation (78) s’obtiendra en établissant entre G 
et C' la relation ACC'+ C'+ BC = o, comme on le vérifie en remplaçant y? 
par Cæ?+ C' dans le premier membre (1). 


(1) L'équation (78) s'intègre aussi aisément par les procédés classiques. Il suffit, 
en effet, de poser z? = X, y? = Y, après avoir multiplié tous les termes par gy dæ’, 
pour être ramené à une équation de Clairaut. 
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EXERCICES. 


1. Trouver l'équation différentielle des coniques en partant de leur 
équation générale non résolue, et en éliminant les coefficients entre cette 
équation et les relations obtenues par cinq dérivations successives. 


2. Intégrer les équations différentielles 
Irre ar ao, 
LA = Iy A ENE E N (ORE mA ne E E O, 
ay?+2æy(y —2a)y'— 2y? (y — 2a) = o, a FAN o e, 
y+ 3y 2+ y$— 4 =o. 


3. Appliquer les méthodes générales d'abaissement à l'intégration de 
l'équation différentielle des coniques. 


4. On demande les intégrales de l’équation y"= 2y?( y —1) qui sont 
des fonctions rationnelles ou simplement périodiques de la variable. 


[Licence : Paris, 1899.] 


5. Étant donnés un triangle ABC et une courbe T dans le plan de ce 
triangle, soient a, b, c les points de rencontre des côtés du triangle avec 
la tangente en mà la courbe F. On demande les courbes F pour lesquelles 
le rapport anharmonique des quatre points m, a, b, c est constant, lorsque 
le point m se déplace sur l’une d’elles. 

Le rapport anharmonique de la tangente en m et des droites mA, mB, 
mC est constant aussi. 


6. Etant donnés un point O et une droite D, trouver une courbe telle 
que la portion de tangente MN, comprise entre le point de contact M et le 
point N où la tangente rencontre la droite D soit vue du point O sous un 


angle constant. 
\ | Licence : Besançon, 1885.] 


| 
7. Trouver les À RE sur le plan des zy des courbes situées sur le 


paraboloïde 2az = max? + y?, dont les tangentes font un angle constant 


donné y avec laxe Oz. 
[Licence : Paris, 1879.] 


8. Trouver les trajectoires orthogonales des familles de courbes repré- 
sentées par l’une des équations suivantes : 


y? (2a — x) = z’, y? + Mx? — 24X = 0, 
(22+ y} = azry, gayr at log(2), 
a étant le paramètre variable. 
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9. Pour que l'équation 0(x, y) = G représente une famille de courbes 
parallèles, il faut et il suffit que l’on ait 
08 \ ? oð \ 2 
— ) +(—) =ọ(9 
(5) (z) 7 
ọ(ð) étant une fonction quelconque de 9. 
[On écrit que les trajectoires orthogonales sont des lignes droites.] 


10. Trouver la condition nécessaire et suffisante pour que les courbes 
intégrales de l’équation y'= f(x, y) forment une famille de courbes 
parallèles, et montrer qu’on peut effectuer l'intégration par une quadra- 
ture. 

[Licence : Paris, 1898.] 


11°. Former l'équation générale des coniques qui coupent une conique 
donnée C orthogonalement aux quatres points communs. Ces coniques 
forment en général plusieurs familles distinctes: trouver les trajectoires 
orthogonales de chacune de ces familles. En déduire tous les systèmes 
orthogonaux dont les deux familles se composent de coniques. [Si f = 0, 
o = o sont les équations de deux coniques se coupant orthogonalement en 
leurs quatre points communs, on a une identité de la forme 


of dg , of dœ 
dx da z dy dy (5 


À et u étant deux coefficients constants. ] 


12. Trouver la condition pour que les courbes intégrales de l'équation 
différentielle y'= f(x, y) forment une famille de courbes isothermes, 


et montrer qu’on peut obtenir un facteur intégrant. 
[ Sopnvs Lie.] 
13. Soient y1, Və deux intégrales particulières de l'équation de Riccati (26) 
VA 


(p. 396). En posant — = z, on est conduit à l'équation linéaire 
F — Y3 


3' + X(Y1--Y2)3 =0. 


14. Trouver une courbe plane C telle que le triangle, ayant pour 
sommets un point quelconque M de la courbe, le centre de courbure cor- 
respondant et le pied de l’ordonnée du point M, ait une surface constante. 
On fera voir que l’une des coordonnées s'exprime en fonction de l'autre 
par une quadrature, et que l’on peut se faire une idée de la forme de la 
courbe, sans en avoir l'équation en termes finis. [ Les axes de coordonnées 


sont supposés rectangulaires.] 
[Licence : Paris, 1877.] 


13. Étant donnée une courbe plane C, soient M un point de cette courbe, 


P le centre de courbure de la courbe en ce point, et MT la tangente. Par 
le point T où cette tangente coupe laxe des v, on mène une parallèle 
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à Oy qui rencontre la normale MP en un point N. Déterminer la courbe C 
de façon que le rapport de MP à MN soit constant. 
[Licence : Toulouse, 1884.] 


16. Déterminer les surfaces de révolution telles que, en chacun de leurs 
points, les rayons de courbure des sections principales soient dirigés dans 
le même sens et aient une somme constante &. On indiquera la figure du 


méridien de la surface. 
[Licence : Toulouse, 1878.] 


17". L'intégrale générale de l'équation d'Euler peut s'écrire 


IX JT \? 
(A) — aol + y} — als + y)— a= C, 


en supposant X = ao xt + ay £3? + Go? + Az + A. 
[ LAGRANGE. ] 
[H suffit de résoudre léquation (58) (p. 334) par rapport à la constante, 
et, après quelques transformations, on obtient la forme de Lagrange. ] 


18. Les lignes asymptotiques de la surface représentée par les équations 


x=A(u—a)”(v—a)}, y—=B(u—b)"(o—b)r, z=C0(u—c)”(o—c)? 


s’obtiennent par l'intégration de l'équation d’Euler lorsque l’on a m = n, 
ou m +n = 1. Déduire de ce résultat les lignes asymptotiques de la sur- 


face tétraédrale 
æm 4 ye m z\nmn 
= a NE + ( _ = [, 
Er He 


19. Comment peut-on reconnaitre si une équation différentielle 


dy — f(x, y) dx =0 


admet un facteur intégrant de la forme XY, X ne dépendant que de x 
et Y ne dépendant que de y, et trouver ce facteur intégrant lorsqu'il 


existe ? y 
| Licence : Paris, octobre 1902.] 


20°. Étant donnée une courbe plane C, on prend le milieu m de la 
corde MM’ qui joint deux points quelconques M, M’ de cette courbe. Le 
point M restant fixe, lorsque le point M’ décrit la courbe C, le point m 
décrit une courbe homothétique c. Démontrer que les courbes c satisfont 
à une équation différentielle du premier ordre qui s'intègre comme l’équa- 
tion de Clairaut, en y remplaçant y’ par une constante arbitraire. ( Bulle- 
tin de la Société mathématique, t. XXIII, p. 88.) 
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CHAPITRE XIX. 


THÉORÈMES D'EXISTENCE. 


Les premières recherches rigoureuses, pour établir l'existence 
des intégrales d’un système d'équations différentielles ou d'équa- 
tions aux dérivées partielles, sont dues à Cauchy. L'illustre géo- 
mètre a fait connaître pour les équations analytiques un type de 
démonstration fondée sur une méthode de comparaison à laquelle 
il a donné le nom de Calcul des limites. On lui doit aussi une 
autre méthode, qui ne suppose pas les fonctions analytiques, et 
dont nous parlerons plus loin. 


I. — CALCUL DES LIMITES. 


382. Généralités. — L'idée fondamentale du Calcul des limites 
consiste dans l’emploi des fonctions majorantes; les raisonne- 
ments ont la plus grande analogie avec celui dont on s’est servi 
pour établir l'existence des fonctions implicites (L, n° 187). Toute 
fonction analytique admettant une infinité de fonctions majo- 
rantes, on conçoit que la méthode puisse être variée de bien des 
façons. La simplicité des démonstrations tient en grande partie 
au choix des fonctions majorantes. Depuis les travaux de Cauchy, 
ses démonstrations ont été perfectionnées et étendues à des cas 
plus généraux par Briot et Bouquet, Weierstrass, MM. Méray, 
Darboux, M™° de Kowaleski, et beaucoup d’autres. Aujourd’hui 
encore, on se sert à chaque instant de cette méthode pour traiter 
des questions analogues, relatives aux équations aux dérivées par- 
telles, avec des conditions initiales variées. 


383. Existence des intégrales d’un système d’équations diffé- 
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rentielles. 


Considérons d’abord une seule équation 


(1) D 2 fix, y), 


dont le second membre f(x, y) est holomorphe dans le voisinage 
d’un système de valeurs +5, Vo. Nous nous proposons de démontrer 
que cette équation admet une intégrale y(x) holomorphe dans 
le domaine du point x, se réduisant à y, pour £ = x. 

Supposons, pour abréger les formules, +,= yo = 0, ce qui 
revient à écrire x et y à la place de £ — Zo, y — Yo. Si l'équation 
proposée admet une intégrale holomorphe dans le voisinage du 
point x = o, et s'annulant avec +, il suffira, pour pouvoir écrire 
le développement en série entière de cette intégrale, de savoir 
calculer les valeurs de toutes les dérivées successives de cette 
intégrale pour x = 


i $ 1 j dy DST 
L'équation (1) nous donne d’abord (Z), =; 0): d’autre 


art, les équations que l’on en déduit par des différentiations 
; q I 

répétées permettent de calculer la valeur d’une dérivée d’ordre 
quelconque au moyen de x, y et des dérivées d’ordre inférieur, 


My of ðf dy 
dx? T əs dy dx’ 

(2) {y AF ®f dy ®f/dy\? of d'y 
des dr? Ÿ ? 0x dy dx si dy? (Z) Li 


en faisant dans ces relations z = y = 0, on calculera de proche 


SES RE ; d? 
en proche les valeurs initiales des dérivées successives (32) j 
0 


ds y d'y de : 
(2) LT (F2); --., de l'intégrale cherchée au moyen des 


coefficients du développement de f(x, y) suivant les puissances 
de x et de y. Jusqu’aux travaux de Cauchy, on avait admis sans 
démonstration que la série entière ainsi obtenue 


dy T dy" 2? dry æn 
3 = ESS -5 ) — ++) ——— +... 
LS DR (EE)? + (52 Re. cs + (2) + 
était convergente pour les valeurs de æ voisines de zéro. 


Pour démontrer en toute rigueur ce point essentiel, observons 
que les opérations par lesquelles on calcule les coefficients de la 
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série (3) se réduisent en définitive à des additions et à des multi- 


. . dry 
plications seulement, de sorte que la valeur obtenue pour z 
dx”, 0 


peut s'écrire 


dny\ 
(4) (32), Ph(@oo, oi: aio; +; Gons <-s Ano); 


P, étant un polynome à coefficients entiers et positifs, et &;; dési- 
gnant le coefficient de z'y# dans le développement de f(x, y). Si 
donc on remplace la fonction f(x, y) par une fonction majo- 
rante ọ(x, Y) et que l’on se propose de déterminer une intégrale 
holomorphe de l'équation auxiliaire 


(5) 2. = g(t, Y) 


s’annulant avec z, les coefficients de la série obtenue pour le déve- 
loppement de Y seront des nombres positifs respectivement supé- 
rieurs aux modules des coefficients du même rang de la série (3). 
Sila série obtenue pour Y est convergente dans un certain domaine, 
il en sera de même a fortiori de la série (3). Or la série obtenue 
pour Y sera certainement convergente si l'équation auxiliaire admet 
une intégrale holomorphe, s’annulant pour æ = o. 

Supposons la fonction f(x, y) holomorphe lorsque les va- 
riables z et y restent dans les cercles C, C' de rayons a et b. 
décrits de lorigine pour centre dans les plans des deux variables, 
et continue sur ces cercles eux-mêmes, et soit M la limite supé- 


rieure de | f(x, y )| dans ce domaine. On peut prendre pour fonction 
M 


; Y 
Meg nat: 


le WT ai 
peut s'écrire, en multipliant les deux membres par (: — 3) , 


b 
Y\ dY M 
ce Eure 


I — — 
a 


majorante ọ( z, Y) — , et équation auxiliaire (5) 


Nous pouvons vérifier directement que cette équation admet 
une intégrale holomorphe nulle pour æ = o; en effet, les variables 
élant séparées, on déduit de cette équation 


2 V4 
(7) Y— i5 = aM Log(1— 2). 


2 
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La constante qu'il faudrait ajouter au second membre pour avoir 
l'intégrale générale de l'équation (6) est nulle, si l’on adopte pour 
le logarithme la détermination qui est nulle pour æ = o. En résol- 
vant l'équation (7) par rapport à Y, il vient encore 


(8) Y=b—by/1+2a onean Log ( h m) 


si l’on prend pour le radical la détermination qui se réduit à 1 
pour z = 0, la formule (8) représente bien une intégrale de l’équa- 
ton (6) qui est nulle pour x = o. Cette fonction Y est holo- 
morphe dans le domaine de l'origine; en effet la fonction sous le 
radical est holomorphe à l’intérieur du cercle C de rayon q, et 
cette fonction s'annule pour 


b 
(9) ms de U 


Lorsque la variable x reste à l’intérieur du cercle C; de rayon 9 


Pam LE : 24M £ \ 
décrit de l’origine pour centre, le module de 27 Log (1 — + 


reste inférieur à l’unité (') et le radical est une fonction holo- 
morphe de z dans ce cercle. La série obtenue pour le développe- 
ment de Y est donc convergente dans le cercle de rayon 9, et il en 
est de même à plus forte raison de la première série obtenue (3). 

On voit aisément, d'après la formule (8), que tous les coefficients 
du développement de Y sont réels et positifs, ce dont nous étions 
assurés a priori. Si l’on donne à x une valeur quelconque de 
module inférieur à p, le module de Y est donc inférieur à la somme 
de la série obtegué en remplaçant æ par p. On a donc, pour 
tout point pris dans le cercle Cp, |Y|< b, et par suite |y| < b. 
Si l’on remplace y par la somme de la série (4) dans f(x, y), le 
résultat de la substitution est donc une fonction (x) holomorphe 
dans le cercle de rayon pọ. D’après la façon même dont on a obtenu 


pts ADS : ; dy 
les coefficients de la série (3), les deux fonctions (zx) et s sont 


égales, ainsi que toutes leurs dérivées successives, pour e = 0. 


(1) En elfet, tous les coefficients du développement de cette fonction suivant 
les puissances de æ sont réels et négatifs. Le module, pour |z, < p, est donc 
inférieur au module de la valeur qu’elle prend pour æ = o, c’est-à-dire à l'unité. 


Ga H. 23 
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Elles sont donc identiques, et la fonction holomorphe y satisfait à 
toutes les conditions de l’énoncé. 

Pour calculer les coefficients de la série (3), on peut substituer 
directement, à la place de y, dans l'équation (1), une série en- 
tière y = Cix + Caz? +.. ., et écrire que les deux membres sont 


Š ; f dy a : 
identiques. Le coelficient de æ*7! dans _ est 7 C», tandis que le 


coefficient de x”°-! dans le second membre ne dépend évidemment 
que de CG, C2, ..., GC, et des coefficients a;i. On vérifie bien 
de cette façon que les coefficients C, se calculent par les seules 


opéralions d’addition et de multiplication. 
La méthode s'étend sans difficulté à un système d’un nombre 


quelconque d'équations du premier ordre. Soit 


dyi : 
(10) SE = fa, Yn Ya ces Yn) CENTRE ET 01) 


un système d'équations différentielles, où les fonctions f; sont 
holomorphes dans le voisinage des valeurs £o, (sales 225 Cabas 
Ces équations admettent un système d’intégrales holomorphes 
dans le domaine du point x, se réduisant respectivement 
&(Y1)03 (V2)o; <- +> (Yn)o POUT £ = T0. 

En reprenant des raisonnements tout pareils aux précédents, la 
démonstration de ce théorème se ramène à établir que le système 


d'équations auxiliaires 


FE 0 a A 2 M 
d yä d TERURI a N: FRS CRE Ya 
T T T G-2)(-+).(-—+) 


admet un système d’intégrales holomorphes dans le voisinage de 
l’origine, s’annulant toutes pour z = 0; les fonctions fi sont sup- 
posées holomorphes tant que l’on a |z — zo|Sa, |[yi—(yi)o|£b, 
et M désigne encore le module maximum des f; dans ce domaine. 
Ces intégrales, ayant leurs dérivées égales, et s’annulant toutes 
pour z = o, doivent être identiques, et il suffit de considérer 
l’équation unique 
dY 


où l’on peut encore séparer les variables. Cette équation admet 
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n=! j sll 
(n+1i)Ma x \ 
EN EN y == Log(1—), 


2% 
qui est holomorphe dans le cercle de rayon p = ali — eu). 


l'intégrale 


et qui est nulle pour s = o. Les intégrales du système (10) sont 
donc holomorphes dans le même cercle. 
Une équation unique d'ordre n 


| dry se dy dn—1y\ 
(12) TZ = Fer, D Me 


peut être remplacée par un système équivalent formé de n équa- 
tions du premier ordre 


| dx an dr 7: ? 
(13 í 
) | dY n- PE dY n = F(x ) 
dx = Yn—1» dx DE PEPEE cs Yna), 


en introduisant comme inconnues auxiliaires les dérivées succes- 
sives de y, jusqu’à l’ordre n — 1. On déduit alors du théorème 
général que l’équation (12) admet une intégrale holomorphe 
dans le domaine du point xs, et telle que cette fonction et 
ses (n — 1) premières dérivées prennent pour x = x, des valeurs 
données à avance yo, Yy, ..., VYT", pourvu que la fonction F 
soit holomorphe dans le voisinage du système de valeurs £o, 
Fos Vos 3 Ÿ0 

Il résulte de la démonstration qu’il ne peut y avoir plus d’une 
intégrale holomorphe de l’équation (1) prenant pour z= z, la 
valeur yo. Mais rien ne permet d’affirmer jusqu'ici qu'il n'existe 
pas d’intégrale non holomorphe satisfaisant. à la même condi- 
tion ('). C’est un point qui sera établi plus loin d’une façon rigou- 


reuse (n° 387). 


(1) Voici le raisonnement employé par Briot et Bouquet pour traiter cette 
question. Soit y, l'intégrale holomorphe de l'équation (1) prenant la valeur y, 


pour æ = x,. En posant y = y,+ z, elle prend la forme 
. dz 
(1 bis) Ts “tie; zZ), 


ÿ(æ, z) étant holomorphe pour æ = Z, Z = o. Supposons que cette équation 
admette une intégrale, autre que z = o, tendant vers zéro lorsque la variable æ 
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384. Systèmes d'équations linéaires. — On trouvera plus loin 
par une autre méthode une valeur plus grande pour la limite infé- 
rieure du rayon de convergence des séries qui représentent les 
intégrales (n° 390). Lorsque les fonctions f; ont des formes 
spéciales, on peut parfois, en se servant toujours du calcul des 
limites, employer des fonctions majorantes plus avantageuses. 
C’est ce qui arrive en particulier dans le cas très important des 


équations linéaires. Soient 


(14) i = Qayi t dis yat.. o+ dinfn+ bi E Morts R) 

un système d'équations linéaires, où les fonctions a;xet bi sont des 

fonctions de la seule variable z, holomorphes dans le cercle C de 

rayon R décrit du point æ, comme centre. Ces équations admet- 

tent un système d’intégrales holomorphes dans le cercle C, se 

réduisant respectivement à ( Y1 )o, (Y2)o, ++: (Yn)o POUT £ = £9. 
On peut, pour la démonstration, supposer 


(Yi) = (Y2) =. -= (Yn) = 0, 


car si l’on change y; en (yi)o + yi, le système (14) ne change pas 
de forme et les nouveaux coefficients sont encore holomorphes 
dans le cercle C. Soit M la valeur maximum du module de 
toutes les fonctions aik, bi dans un cercle C’ de centre x, et 
à M 
de rayon r < R. La fonction DR mr GHY +Y:+...+Y,) 
nu 0 


à 
estl majorante pour toutes les fonctions ais Yı +. -> Gin Yn + bi 


décrit une courbe C aboutissant au point x,. Soient æ,, æ deux points de cette 
courbe auxquels correspondent deux valeurs 3, et z, de 3. On déduit de l’équa- 


[= = f: ae, z) dx. 


tion (1 bis) 


Lorsque x, tend vers z,, Z, tend vers zéro et le module du premier membre de 
cette égalité augmente indéfiniment, tandis que le module du second membre 
conserve une valeur finie: il ne peut donc y avoir une intégrale teudant vers 
zéro, différente de z= o. Mais le raisonnement suppose que le point v tend 
vers æ, en décrivant une courbe C de longueur finie. 
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el nous sommes conduits à considérer le système auxiliaire 


a PNR: PU | 
De “ons ne SR 
E 


Les fonctions Y,, Y,,..., Y,, devant être nulles pour x = x,, 
et ayant leurs dérivées égales, sont identiques, et le système (15) 
peut être remplacé par léquation unique 


m M 


6 CRE f f 
(16) EA (+ nY), 


£ — To 
I1— -~ 


r 


qui s'intègre en séparant les variables. L'intégrale qui est nulle 


pour £ = To a pour expression 


et elle est holomorphe dans le cercle C’. Il en est donc de même 
des intégrales du système (14) et, comme le nombre r peut être 
pris aussi voisin de R qu'on le veut, il s'ensuit que ces intégrales 
sont holomorphes dans le cercle C. 


385. Équations aux différentielles totales. — Soient T4, Zs, ..., £n 
un système de z variables indépendantes, z une fonction inconnue de ces 
variabies, et fr, Js; ..., fa n fonctions données de Zi. a, ..., Das Z. 

Une équation aux différentielles totales est une relation de la forme 


(17) z = fidxı + fs dts+...+ fn den; 


4 
elle est équivalente en réalité à z équations distinctes 


dz oz 3 
I8 -o — S — = 2 è s -5 — 
(19) ÒT, fi» oLa J2 : OT y Sa 


Admettons qu’il existe une fonction z de £4, £2, ..., Zn, Satisfaisant à 
ces À relations ; nous pouvons calculer de deux façons différentes la dérivée 


(i Æ k). En écrivant que les résultats obtenus sont iden- 


; n(n — i) 
tiques, nous obtenons les ——— 
143 


Z 
seconde — 
OL i 07} 


relations 


es Afa dt k y A E, 
(19) Fr ver à ue 5 ai COR SR, 24 00) 


et la fonction z ne peut être prise que parmi les fonctions qui satisfont à 
ces relations. Nous allons considérer seulement le cas très important, où 
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ces relations sont vérifiées identiquement. On dit alors que l’équation (17) 
ou le système équivalent (18) sont complètement intégrables. 


Étant donnée une équation aux différentielles totales complètement 
intégrable, où les fonctions fi sont holomorphes dans le voisinage du sys- 
tème de valeurs (æ;)o, (2 )o; ++, (Œn)o, Zo, Cette équation admet une inté- 
grale holomorphe dans le voisinage du système de valeurs (æi)o: :.., 
(Tao, se réduisant à zy pour Tı = (Æi)o, -3 n= (Tab: 


Les équations (18), et celles que l’on en déduit par des différentiations 
successives, permettent d'exprimer toutes les dérivées partielles de la fonc- 
tion inconnue 3 au moyen de 3, Z1, Za, ..., Zn. Mais, tandis qu'il est 
évident qu’on ne peut calculer que d'une seule façon les dérivées telles 


dPz . , : 3 ; ' 
que — >; il faut un peu plus d’attention pour s'assurer que l’on obtiendra 


ox? 

toujours la même expression pour une dérivée d'ordre quelconque, telle 
ðP+4 z | e ag 

que —— ;, que l’on peut calculer de plusieurs façons différentes. Il en 
ox? ox], 


est ainsi pour les dérivées du second ordre, lorsque les conditions (19) sont 
vérifiées identiquement. Pour vérifier que la propriété est générale, il suffit 
de montrer que, si elle est vraie jusqu'aux dérivées partielles d'ordre p, 
elle est encore vraie pour les dérivées partielles d'ordre p +1 Nous nous 
appuierons pour cela sur la remarque suivante. Soit U(æ1, Z2, ..., Zn, 4) 
une fonction quelconque de Z1, Zs, ..., Ln, 3 : posons 


Se Ne PR i AUE T ; 
dx; SR or; dz t3 dr; dry Ze der (te) , = I, CCE n); 


des conditions (19) on déduit immédiatement que lon a, quelle que soit 
9 q » q 


la fonction U, 
d? U d2? U 


dr; dry +5 dry; dr; 


Cela posé, soient u et 6 deux dérivées partielles d'ordre p, qui ne diffèrent 
qu'en ce qu'une dérivation par rapport à z; a été remplacée par une 
dérivation par rapport à z+. Tout se réduit à démontrer que l’on a 


du du dy dv 
dy oz fr dx; dz Ji 
du dv ; ce "a , 
ou —— = ——. Mais u etv ont été obtenues en prenant les dérivées d’une 


dxx dr; 
dérivée partielle w d'ordre p — 1, par rapport aux variables x; et £ res- 


; dw dw PUE NO Le : de 
pectivement. On a donc u = cms rhin l'égalité à établir se réduit 
H 

d? w d? w i ; Š : . 
à ——— = ————, relation que l’on vient de démontrer. 
dx; dxx £e dr; q 


Pour démontrer la convergence du développement ainsi obtenu, on peut 
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donc remplacer les fonctions f; par des fonctions majorantes +;, pourvu 
que l’on choisisse ces fonctions +; de façon que l'équation aux différen- 
tielles totales auxiliaire soit elle-même complètement intégrable. Sup- 


posons pour simplifier (£1 )o = (Za) = . -= (£n)o = Zo = 0; on peut prendre 
pour fonction majorante de toutes les fonctions f; une expression de la 
M 


forme ———, et l’équation auxiliaire 
nm Z 


7 JN o 


M(dzi + dis +...+ d£n) 


(2 dl = —— r 
20) (tee) À) 
F P 


est complètement intégrable, d’après la symétrie du second membre rela- 
tivement aux z variables z;. Pour obtenir une intégrale holomorphe s'an- 
nulant avec ces variables, il suffit de chercher une intégrale qui soit 
fonction de la seule variable X = x; + Ta +...—+ Zn, Ce qui conduit à une 
équation différentielle ordinaire de la forme (6) 


21. AE 
(—5)«- TE 
- 


Cette intégrale étant représentée par un développement en série conver- 
gente où le coefficient d’un terme quelconque s% ... xh” est réel et positif, 
le développement obtenu pour z est a fortiori convergent dans le même 


domaine. 
Le théorème s'étend sans difficulté aux systèmes d'équations aux diffé- 


rentielles totales entre n variables indépendantes £4, Z2, ...,æ, et m fonc- 
tions de ces variables 3,, 3a, ..., Zm 


h 
(21) dan = fin dzi... + fin dei +.. + rh Zn die 5 j 


N LE : d? z 
En calculant de deux facons différentes les dérivées de la forme h 
; OLOT k 
on est conduit aux conditions 
S fin dfin VOINEE dfin p _ dfkn ” dk A 5 AR I T 
4 BEP ' 02; J'AI Pha dm ri Ea PA 0% it QE 03m Jim) 


le système (21) est dit complètement intégrable lorsque les conditions (22) 
sont vérifiées identiquement, et lon a le théorème suivant qui se démontre 
comme le précédent : 


Tout système complètement intégrable, où les fonctions fi sont holo- 
morphes dans le voisinage d’un système de valeurs (æi)o, (æ2)o, -+.; 
(Zn os (&1)0: +. (Sm)o admet un système d’intégrales holomorphes 
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dans le domaine du point (æi)o, ..., (æn)v, prenant respectivement les 
valeurs (231 )o, (Z2)os -< -, (3m)o POUT £1 = (To, »- -3 Bn = (Tn)o- 


386. Application du calcul des limites aux équations aux déri- 
vées partielles. — Le calcul des limites permet aussi de démontrer 
l'existence des intégrales d'un système d'équations aux dérivées 
partielles. Considérons d’abord une équation du premier ordre 


3) 3 fle $ 7 03 03 dz ` 
2 = Sf dr, Last Sin Z, — — > e; , 
l ? Rare TONNES Ai a) 


f > Hs Lie ADS 5 ' 
où le second membre ne renferme pas la dérivée SU Cette équa- 
Le | 


tion et celles que l’on en déduit par des différentiations succes- 
sives permettent d'exprimer toutes les dérivées partielles de z au 
moyen de Zi, Loj ..., Zay 3, et des dérivées partielles de 3 prises 


par rapport aux variables Z3, £3, ..., æ, seulement. La propriété 
est évidente en effet pour les dérivées de la forme ur 
| xor}. - - TAN 
comme on le voit en différentiant les deux membres de léqua- 
tion (23) as fois par rapport à £3, ..., 2, fois par rapport à £n. 
Si l’on différentie les deux mèmbres de l'équation (23) une seule 
fois par rapport à zı, et un nombre quelconque de fois par rapport 
aux autres variables £2, £3, ..., Zn, puis qu’on remplace dans le 
second membre les dérivées partielles où figure une fois la va- 
riable æ, par les expressions déjà obtenues, on obtiendra de même 


Qrt- +Ant+? z 


les dérivées exprimées de la façon annoncée, et il 


est clair qu'on peut continuer à appliquer le même procédé indé- 
finiment. 

Cela posé, supposons la fonction f holomorphe dans le voisi- 
nage d'un système de valeurs (æ,)o, +++, (Zn)os Zos. (Pa)os +++: 
(Pn)o, et soit (Ta, Ts, «.., Tn) une fonction des (n — 1) varia- 
bles £3, £3, ..., Zn, holomorphe dans le domaine du point (') 
(La os (La )os : + +; (Æn)o, et telle que l’on ait, pour ces valeurs par- 


(1) Pour abréger, nous appellerons point tout système de valeurs particu- 
lières, réelles ou imaginaires, attribuées aux variables qui figurent dans la ques- 
tion. 
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ticulières, 


(&)o = Z0, (E) = (SE) =(P) ss (2) = Cm 


OTz j OT n 


Ces conditions étant supposées vérifiées, équation (23) admet 
une intégrale régulière dans le domaine du point (æi)o, +... 
(Æn)o, et se réduisant à (2y, La, ..., Zn) pour ei = (ti) 

La fonction (22; Zs, ..., Zn) peut par hypothèse être déve- 
loppée en série ordonnée suivant les puissances positives des 
variables æ;—(x;)s, et les coefficients sont, à des facteurs numé- 
riques près, les valeurs des dérivées partielles de cette fonction au 
point (æ2)0, +. (Æn)o. La fonction 3, dont nous voulons dé- 
montrer l'existence, devant se réduire à G( 23; Æ3, ..., Tr) 
pour zı =(z£,)o, nous connaissons par là même les valeurs au 
point (£i 0, (Æa)os : : +; (Æn)o de toutes les dérivées partielles de 
cette fonction où la variable z, ne figure pas. On vient de voir à 
l'instant comment on peut exprimer toutes les autres dérivées par- 
telles de z au moven de celles-là. Nous pouvons donc calculer 
de proche en proche tous les coefficients du développement de z 
suivant les puissances des variables Z; —(x;), au moyen des coef- 
ficients des deux développements de la fonction f et de la fonc- 
tion ©, el ce calcul se fait par les seules opérations d’addition et 
de multiplication. Pour démontrer la convergence, nous pouvons 
donc encore employer des fonctions majorantes : si la série obtenue 
en remplaçant dans le calcul précédent f par une fonction majo- 
rante F, et o par une autre fonction majorante ®, est convergente, 
il en est forcément de même de la série obtenue pour z. 

On peut tout d’abord, par une suite de transformations faciles, 
remplacer les conditions initiales par d’autres plus simples. On 


peut supposer (24 )o = (22) = + +- —=(ÆZn)o = 0, Car cela revient à 
écrire z; au lieu de +; —(x;)s; si l’on pose de plus 


a= (La, Ts, -y Tn)+U, 


la nouvelle fonction inconnue u doit se réduire à zéro pour x, = 0. 
On peut supposer aussi qu'après ces transformations le second 
membre ne renferme pas de terme constant; si le développement 
commençait par un terme constant æ différent de zéro, il suffirait 
de poser u= ax, + v pour le faire disparaître, Toutes ces trans- 
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formations étant effectuées, si nous remplaçons le second membre 
par une fonction majorante convenable, la démonstration du 
théorème se ramène à établir que Péquation 
OZ M 
TANT. =o RS RE RER PEU (à. " 
DRE = 7 dt JZ 
— +. + 
(: orco n ei : ALa am, ) 
a O 


i 
où M, r, p sont des nombres positifs déterminés, admet une inté- 
grale holomorphe dans le domaine de l’origine, se réduisant à zéro 
p: £ 
pour z, = 0. Si l’on remplace dans le second membre x, par T 


4 étant un nombre positif moindre que lunité, on augmente les 
coefficients, et le théorème sera a fortiori établi si l’on démontre 
la proposition pour la nouvelle équation 


oZ M 
DLA LATOR 7 
dd e à JZ JZ m 
7 Fat. Ht 2 N tr r 
Diea res a es à er Lo ON 


Il suffit même de montrer que cette équation admet une inté- 
grale régulière, représentée par une série entière dont tous les 
coefficients sont réels et positifs. Car les coelficients de ce troi- 
sième développement sont au moins égaux à ceux de la série 
obtenue en supposant que Z s'annule pour x, = 0, puisque tous 
les coefficients se déduisent par voie d’addition et de multiplica- 
tion des coefficients des termes indépendants de z,. Pour établir 
ce dernier point, cherchons à satisfaire à l'équation (25) en prenant 


r- ” . . æT 
pour Z une fonction de la seule variable X = = a +... +; 


nous sommes conduits à l'équation différentielle du premier ordre 


1 n—1 .,\ oZ n —1 /02Z \? M 
it (7 r a AS A T A 
RES 
Supposons à choisi assez petit pour que le coefficient de aa dans 
ðX 


le premier membre soit positif. Pour X = Z = o, l'équation (26) 
admet deux racines distinctes, dont lune est égale à zéro. Cette 
équation admet donc une intégrale holomorphe dans le domaine 
de l’origine, nulle ainsi que la dérivée première, pour X = o. Il 
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est aisé de vérifier directement que tous les coefficients du déve- 
loppement de cette intégrale sont des nombres positifs. On peut 


écrire, en effet, l’équation (26) 
INS 
n E EI E Z), 


A étant positif, et P(X, Z) désignant une série dont tous les 
coefficients sont positifs. Après une première dérivation, il vient 


JZ 0Z Z ð db 0Z. 
DR 2 dit TAX oA 


P 


0Z 
pour X —o, Z et — sont nuls 


ə” 


g* sa 
= » gga CS done positif, et on le 


vérifie de la même façon pour les dérivées suivantes. 

La série obtenue pour le développement de l’intégrale cherchée z 
est done convergente tant que les modules des différences z; — (z£i)o 
restent plus petits qu'un nombre positif r. La somme de cette 
série esl une fonction holomorphe dans le domaine du point (x; )o, 
(La )os + + + (Æn)os Se réduisant à 2(T2, L3; - e, Ln) pOUr Ti = (Ti)o. 
Cette fonction satisfait bien à l'équation proposée; en effet, si l’on 
remplace dans f les variables z, T, Tr CA 

” OL, 07h 
précédente et par ses dérivées partielles, le résultat est une fonc- 
tion régulière L(x,, £2, ..., Zn) dans le domaine du point (r;), 
(£2)o; ++: (Æn)os et d’après la façon même dont on a obtenu les 


par la fonction 


Pe AN : . ! 03 ; 
coefficients de la série z, les deux lonctions Ÿ et gr, Sont égales, 
1 


ainsi que toutes leurs dérivées partielles, au point (zi)5, (Z2)o; +++, 
(Zn); elles sont donc identiques. 

La démonstration est la même pour un système d'équations 
simultanées du premier ordre 


A dz, 03» ts 02h vp 
(27) J, = fr, 07, = fə, Soy PEA = fp 


dont les seconds membres ne renferment que les variables z,, 
Las ce Zn, les fonctions 3,, 32; ..., Zp, et les dérivées partielles 
du premier ordre autres que les dérivées par rapport à x,. En sup- 
posant les seconds membres holomorphes dans le voisinage d’un 
système particulier de valeurs attribuées à toutes les variables qui 
y figurent (xi)s, (3x), (D#)o, Ces équations admettent un système 
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d’intégrales holomorphes dans le domaine du point (x, APE OU 
(Æn)o, et se réduisant pour £, =(x,)s à p fonctions données D; 
Day -e es $p des (n — 1) variables £s, æ3, ..., £n, holomorphes 


dans le domaine du point (£3)o, (æ3)o, - - -, (Æn)o, et telles que 
OLYA A A Le 
les valeurs de x et de Ha en ce point soient précisément (Zk)o 
[4 


PMR = Ta SN pie, S, Vin) 


387. Intégrale générale d’un système d'équations différentielles. 
— Le théorème précédent permet de compléter sur plusieurs 
points importants la théorie des équations différentielles. Ainsi 
l’existence d’une infinité de facteurs intégrants pour une expres- 
sion telle que P(x, »)dxr + Q(z, y)dy en est une conséquence 
immédiate lorsque P et Q sont des fonctions analytiques des 
variables x et y (n° 374). 

Reprenons l'équation du premier ordre y'= f(x, y), et soit 
(Zo, Yo) un couple de valeurs pour lesquelles la fonction f(x, y) 
est régulière. L'intégrale holomorphe dont on a établi l'existence, 
qui prend la valeur y, pour £ = £o, peut être considérée comme 
une fonction de trois variables indépendantes £, £o, Vo; c'est à 
ce point de vue que nous allons l’étudier. Pour fixer les idées, 
supposons la fonction f(x, y) régulière dans le domaine d’un 
point (x =a«, y =). Nous pouvons évidemment considérer 
l'équation proposée comme une équation aux dérivées partielles 

oy 


28 — = ‘ 
Mn ox FC, 7) 


définissant une fonction y des trois variables Z, £o, Yo, et nous 
proposer de déterminer une intégrale de cette équation, holo- 
morphe dans le voisinage du point + = 4, o= 4, Vo= ĝ, etse 
réduisant à y, pour x = Zo. Cette dernière condition n’est pas de 
la même forme que celle du paragraphe précédent; mais il suffit, 
pour tourner la difficulté, de prendre, au lieu de z et de x, deux 
nouvelles variables indépendantes u = £ + To, © = x — To. 
L'équation (28) devient 


hi Oy nO (E5 À 
(29) FA, DEAN 2 7); 


et l’on est ramené à trouver une intégrale de cette nouvelle équa- 
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tion, holomorphe dans le voisinage des valeurs u = 24, v = 0, 
Yo—= P, et se réduisant à yọ pour 6 = o. D’après le théorème 
général, il existe une intégrale holomorphe, et une seule, remplis- 
sant ces conditions; nous la désignerons par ọ(£, Zo, Yo), en 
supposant qu'on ait remplacé v et 6 par leurs expressions. Soit D 
un domaine défini par les conditions |z — za} <r, |zo— aļ|<r, 
|yo— B|Lp, où cette fonction ọ(£, £o, Yo) est régulière. Elle 
possède dans ce domaine les propriétés suivantes. 

D'abord, d’après la facon même dont on l’a obtenue, si £o et yo 
sont constants, elle représente lintégrale de équation différen- 
tielle y'= f(x, y) qui prend la valeur yo pour z= Z.. Cette 
intégrale est certainement holomorphe tant que |z — a| est infé- 
rieur à 7, quels que soient £o, Yọ dans le domaine D. 

Le développement de (£, £o, yo) est de la forme 


J = Yo + (T — æo)P(x, To, 6); 


P désignant aussi une fonction régulière. D'après la théorie géné- 
rale des fonctions implicites, on peut inversement tirer de cette 
relation yo = (x, £o, y), le second membre étant aussi une série 
entière. Cette fonction 4(x, £o, y) est identique à 2 (x, £, y). 
En effet, soient Zo et z, deux points du domaine D; l’intégrale 
qui est égale à yo pour £ = x, prend au point g, une certaine 
valeur y,, et l’on a y, = @(x:, Zo, Yo). Mais il y a évidemment 
réciprocité entre les deux couples de valeurs (Zo, yo); (£i, V1), 
et l’on a aussi par conséquent Vo = $ (Zo, Zi, Yi). 

Soit x, une valeur quelconque de g telle que l'on ait |z} — a| <r. 
Toute intégrale holomorphe de l'équation (28), passant par un 
point quelconque (zo, Yo) du domaine D, satisfait à une rela- 
tion de la forme 


(30) (rm r)= O 


En effet, considérons l’intégrale holomorphe égale à y, pour x = x; 
cette intégrale prend pour x, une valeur y; et l’on a par consé- 
quent, d’après la définition de la fonction ©, 9 (£, Zo, Yo) =V,- 
Soit une autre valeur de la variable dans le même domaine, et y la 
valeur correspondante de l’intégrale; on a aussi o (x, x, y) =V, 
et par suite l'intégrale holomorphe considérée satisfait bien à une 
relation de la forme (30). En différentiant par rapport à æ, et 
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remplaçant y’ par sa valeur f(x, y), on en conclut que la fonc- 
tion 9(x,, £, y) satisfait à la relation 


ð- ð 
(31) Je + A=; 


cette relation se réduit forcément à une identité, car elle doit être 
vérifiée pour + = Zo, V = Yo, et le point (Zo, Vo) est un point 
quelconque du domaine D. 

Ceci permet de répondre à une question laissée en suspens 
(n° 383). Soit dans le plan de la variable x une courbe quelconque T 
se rapprochant indéfiniment du point +, ; nous dirons qu’une fonc- 
tuon y de la variable x, dont on peut poursuivre le prolongement 
analytique tout le long de F, tend vers y, lorsque x tend vers £o 
sur F si à tout nombre positif e on peut faire correspondre un autre 
nombre positif n tel que |y — 7o | reste inférieur à € pour toutes 
les valeurs de æ situées sur F à l’intérieur d'un cercle de rayon 
n et de centre zo. Le raisonnement de Briot et Bouquet ne prouve 
pas qu’il n’existe pas d'autre intégrale que l'intégrale holomorphe 
tendant vers y, lorsque x tend vers Zo, au sens qui vient d'être 
précisé. C’est pourtant ce qui a lieu. En effet, considérons un 
point déterminé (£o, Yo) du domaine D, et prenons dans l’équa- 
tion (28) pour nouvelle inconnue la fonction définie plus haut 
Y=9(%0,xz,y). On a 

dY d ðo d 
a T 


et, d’après la relation (31), l'équation différentielle proposée se 

R UT A4 s ; 
réduit à T = 0: Or, si y tend vers y, lorsque x tend vers £o, il 
en est de même de Y, et la seule intégrale de l'équation nou- 


dY : 2. D « La TE 
velle d ~O qei satisfait à cette condition est évidemment Y = yo. 


L'intégrale cherchée doit donc satisfaire à la relation 


(To, z, Y )= Yo 
ou 


(32) H=Y+(z—-æ)P(z, y), 


et, d’après la théorie des fonctions implicites (I, n° 187), il n’y a 
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qu'une racine de l'équation (52) tendant vers y, lorsque x tend 
vers £o, et cette racine est bien une fonction holomorphe (!). 

Il s'ensuit que toute intégrale de l’équation (28) qui passe par 
un point du domaine D vérifie une relation de la forme (30). On 
dit pour cette raison que cette équation représente l'intégrale 
générale de l'équation différentielle dans ce domaine; C est la 
constante d'intégration qui reste arbitraire au moins entre cer- 
taines limites. Nous avons vu que l’on pouvait aussi mettre l’équa- 
tion (30) sous la forme équivalente y = o (£, £p, Y), la constante 
d'intégration étant »,. 

Toutes ces propriétés peuvent être étendues à un système 
d'équations différentielles 


as d d d n 
(33) = fila, ynya ce Yn), Sa fa., 7 = fn. 


£ Ag iE 


Supposons les seconds membres holomorphes dans le voisinage 
du système x = 4,y1= $1, ..., Va Pn. On peut encore regarder 
les équations précédentes comme un système d'équations aux 
dérivées partielles entre n fonctions yi, Va; ..., Yn et A+ 
variables indépendantes £, £os (V1), +, (Yn)o, et chercher les 
intégrales de ce système qui sont régulières dans le voisinage des 
valeurs z = 0; tt, (Nez Pas ses (Melo = Pa et se rédui- 
sent respectivement à (V )o, (Y2)o; ---, (Yn)o pour z = zo. 

Soient 


(34) LATE Los (F1)or +. (Yno Ye = Ga, 


Yn = En[T, Los (Pados ++; (Y nob 
les n fonctions ainsi définies, que nous supposons holomorphes 
dans le domaine D défini par les conditions |£ — a| Sr, |zo — a| Sr, 
| yi —(Vi)o| <p. Des formules (34) on tire inversement 


(35) (Ia lo = Lo Dr Pis es Ynhs so) (Inho = Pn Lor P, Vas. Vin, 


et chacune des fonctions g; satisfait, quel que soit £o, à la relation 


do 
fi+...+ fn = 0. 
n 


i dY; do; 
(56 —— + —— 
) dy 


dx dy: 


(1!) PicarDp, Traité d'Analyse, |. Il, p. 315-317; PAINLEVE, Leçons de Stoc- 
kholm, p. 394. 
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On le démontre comme tout à l’heure en observant que les 
intégrales holomorphes qui prennent les valeurs (y )6, +++, (Yn )o 
pour x = z, vérifient les relations (35) et par suite les relations (36) 
que l’on en déduit en différentiant par rapport à la variable indé- 


e ON À : 
pendante x et remplaçant la dérivée T par fi. Ces relations (36) 


doivent se réduire à des identités; en effet, x4 étant supposé fixe, 
on montre comme plus haut qu’on peut disposer de (y1)0; +; (Yn)o 
de façon que la courbe intégrale (') passe par un point quelconque 
du domaine D. Le premier membre de la formule (36) doit donc 
être nul pour les coordonnées d’un point quelconque de ce do- 
maine. 

Si dans les équations proposées (33) on prend pour nouvelles 
fonctions inconnues 


Yi = Q1 (T0, E, Yny- > Yn): ...3 Yn = Yn (v0, T, Yi: EE 


£ étant constant, ces équations deviennent, d’après les condi- 
tions (36), 


dY, dY» dY, 


(39) nu NP? da = 0, TEF a O 


ll s'ensuit que toutes les intégrales du système (33) sausfont à des 
relations de la forme (35), où (y4)0, - - <, (Yn)o sont des constantes, 
tout au moins celles de ces intégrales qui ont un point à l’intérieur 
du domaine D, où les fonctions sont régulières. Nous dirons 
encore que les formules (35) représentent l'intégrale générale du 
système (33) dans ce domaine. 

On peut aussi déduire de ces équations qu'il n’y a pas d’autre 
système d'intégrales que les intégrales holomorphes, tendant vers 
(91 )03 + + (Yn)o lorsque zx tend vers zo, On a en effet 


Qi = Yi + (r — Lo)Pi (Lo, Zi F1, o+., Yn) 


D (91, Pas -++ Pn) 
D (V1, V2, ni S A) 
D’après la théorie générale des fonctions implicites, les équa- 


et le jacobien se réduit à l'unité pour x = Zo, 


tions (35) n'admettent qu’un seul système de racines en y4, 


(1) Par extension, nous dirons que tout système d’intégrales des équations (33) 
délinit une courbe integrale. 
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2 - - +, Yn, tendant vers (Yi), + +, (Yn)o lorsque x tend vers £o, 
el ces racines sont holomorphes. 
En résumé, par tout point du domaine D il passe une courbe in- 
tégrale et une seule, représentée par n équations y; = W; (x), où 
les fonctions 4; sont holomorphes tant que l’on a |z — a| <r. 


II. — MÉTHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES. 
MÉTHODE DE CAUCHY-LIPSCHITZ. 


388. Approximations successives. — La méthode des approximations 
successives a été employée avec succès par M. E. Picard pour les équa- 
tions différentielles et pour un grand nombre d'équations aux dérivées 
partielles. Nous ne l'appliquerons qu'aux équations différentielles avec un 
complément important dù à M. Ernst Lindelöf. 

Supposons d’abord les variables réelles et considérons, pour fixer les 
idées, un système de deux équations du premier ordre 
(38) D f(x, y, 2), T = (æ, y, 2): 
nous admettrons que les deux fonctions f et ọ sont continues lorsque + 
varie de ro à zo- a, et que y et z varient respectivement entre les limites 
(Yo— b, Yo+ b) et (zo-- c, Zo+ c), que la valeur absolue de chacune 
de ces fonctions f et @ reste inférieure à un nombre positif M lorsque les 
variables x, y, z restent comprises dans les limites précédentes, enfin qu’il 
existe deux nombres positifs A et B tels que l'on ait 


| IFz y, 3) — flr, y, 3) <Aly—y'i+B|z—3|, 


(39) ! r , , , ! 
7 ( Y(T, Y, 2 — lT, y, Z| <A|y—y'|+ B|šz— z'|, 


quels que soient les points (x, y, z) et (x, y', z') dans le domaine précé- 
dent. 

Supposons, pour la commodité du raisonnement, a > o, et soit À le plus 
petit des trois nombres positifs a, + 5 Nous allons prouver que /es 
équations (38) admettent un système d’'intégrales, continues dans 
l'intervalle (£o, To+ h), prenant les valeurs yo et 30 pour x = x. A cet 
effet, nous formerons une suite de systèmes auxiliaires, Le premier s'obtient 
en remplaçant y et z dans les seconds membres des équations (38) par les 
valeurs initiales yo et 3, des intégrales cherchées, Ce système s'intègre 
par quadratures, et nous poserons 


Gor=ye f f(x, Yo, 30)dr, a= f (£, Yo, Zo)dT; 
EA Ta 


Ga I 24 
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x étant compris dans l'intervalle (zo, 79 + À), nous avons 
Iyı Jo < MA <b, 


A a d , 
et de même |z; — Zo| < c. Sil on remplace, dans fete, y et z par yı et z, 
les fonctions de x ainsi obtenues sont donc continues entre Zo et Zo+ h; 


nous poserons encore 
5 ad X 
Ja or i ft, yY zi)de,  3:= z+ f (£, Yi, Z1)dE. 
Ra Wy 


Pour la même raison que tout à Pheure, ys et 32 sont des fonctions con- 
tinues de x dans l'intervalle (£o. æ0+ h), et l’on a dans cet intervalle 
|ya— yol < b, |z2— zo| < c. Le procédé précédent peut donc être pour- 
suivi indéfiniment ; nous poserons, d’une façon générale, 


JT es f FT; Yni; En-1)dr, 
(41) à 


Zn = Zot p o(æ, Ynis Zn—1)dx. 


“Xo 


Toutes les fonctions y, et 3, sont continues entre Zo et æo + h, et l'on a 
toujours | Yn—Yol < b, [Zn — zo| < c dans cet intervalle. 
D'autre part, nous pouvons écrire les relations (40) 


Yalt) — Yo = f f(t, Yo, &) dt, TORTEN (t, Yo, Zo)dt, 


et par suite nous avons aussi 
(42) |yi(£)—yo|<M(s— zs),  |zı(£)— zo| < M(x — T0), 


x étant une valeur quelconque de l'intervalle (Zo, o+ A). Il vient 
q | 409 


ensuite 
E ad 


Ja(Tr)—yi(x) ef LE Fit), 1(€)] — (8; Fos 30)| dt, 


Xo 


et, en tenant compte de la première des inégalités (39), 
wv w 
|ya(z)—yıle)|< f Aly (t) — yoldt + A B|zı(t)— 3oldt, 
ES Xy 


et, par conséquent, d’après les inégalités (42), 
T — Lo) 


Late) — y(r) < (A + BM ET 


On a une formule analogue pour [3:(7)— 31(æ)|, et, en continuant de la 
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sorte, on voit que l’on a d’une facon générale 


lYn(Z)—ya-(z)] < M(A + Bj re 
(42 bis) « Re 


l3n(r) — Zuil x)| < M(A + By»! 


(T — A N a 
Led; .re 7e 


Les deux séries 


rot tyri yo) (J= Fi) +. + (Fim Fn) +..., 


À 30+(31— 30) +(32— aN a eaa E 


dont tous les termes sont des fonctions continues de æ dans l'intervalle 
(Zo, To + A), sont donc uniformément convergentes dans cet intervalle. 
Les sommes de ces deux séries Y(x) et Z(æ) sont par suite des fonctions 
continues de v entre Zo et zo> A. Les séries obtenues en différentiant 
terme à terme sont elles-mèmes uniformément convergentes. En effet, nous 
avons par exemple 


dy n dY n —1 


| dr dx 


= PAER JY n-i; Zn—1) — f(x, Y n-z, 3n-0)| 
< A |Y n= — }n-2| +B ETE an. Zn | 


hp — 1 
LM PB | 
t.2... (0—1) 


dYn dzn 
dx’ dr 
dY dZ 
dx’ dx 


Cela prouve que les fonctions Yn, 3», ont respectivement pour 


limites, lorsque n augmente indéfiniment, Y, Z, Si, dans les rela- 


tions 
dy à 


TES 
2 E AT Zn—1), T = G (V, Ynt; Zn—1), 


le nombre n augmente indéfiniment, il vient donc à la limite 


= mf(z, Y, 2), = = 9 (4 Y, Z), 
et ces fonctions Y et Z satisfont à toutes les conditions de l'énoncé. 

La méthode précédente s'applique évidemment, quel que soit le nombre 
des équations du système. Les inégalités (39), qui jouent un rôle essentiel 
dans la démonstration, sont certainement vérifiées, pour des valeurs con- 
venables de A et de B, toutes les fois que les fonctions f et # admettent 
des dérivées partielles par rapport aux variables y et 3, continues lorsque 
les variables restent comprises entre les limites indiquées; c’est une con- 
séquence facile de la formule des accroissements finis. Remarquons aussi 
que, si les fonctions f et # restent continues lorsque x varie entre zç— a 
et z+ a, et les variables y et 3 entre les mêmes limites que plus haut, le 
même raisonnement prouve l'existence d’un système d’intégrales Y(z) et 
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Z(x), prenant les valeurs yo et 30 pour £ = To, et continues dans l'inter- 

valle (£ọ— h, ro+ h), h ayant la même signification que tout à l'heure. 
Il weriste pas d'autre système d'intégrales que Y(x) et Z(x) pre- 

nant les valeurs y, et z pour x = xo. Le raisonnement étant toujours le 
- x i -Ar 

même, prenons pour simplifier une seule équation a = f(x, y), et posons 


comme tout à l'heure 
Vi= Fo + i f(x, Yo)dr;, TET Yn=Yo+ 3 f2, Yn-1)dr. 


Soit Y,(æ) une intégrale de cette équation prenant la valeur yo pour 
æ = æ. et continue dans un intervalle (£o, ro+ a'), a' étant inférieur au 


$ b ; : 
lus petit des nombres a et —, et tel que, dans cet intervalle, on ait 
p p M ? 


[Yitæ) — yo| < b. Puisque Y, satisfait à l'équation proposée, on peut écrire 


Yi(z)— Yo = f EA 


et, par suite, 


Y1(T)—Yn(x) = É 


Bi 


STE YO] — Slt, Yn(t)]| dt. 


Faisons successivement dans cette relation n = 1; 2, 3, ...: on a d’abord 


|Y (£z)—yı(x)| < Ab(x — ro), 


puis 
x N ; 
DC pat) <A f A6G dt = Ab ER, 
et d’une facon générale 


[Yi(r)—yn(æ)| < Ab 


EF CETE 


Le second membre de cette inégalité tend vers zéro lorsque n augmente 
indéfiniment; l'intégrale Y, est donc identique à la limite de y,, c'est- 
à-dire à Y. 

389. Cas des équations linéaires. — Le raisonnement général prouve 
que les intégrales sont sûrement continues dans l'intervalle (£o, æo + A) 


défini plus haut. Mais on peut dans bien des cas affirmer l'existence 
d'un intervalle plus étendu où ces intégrales sont continues. Si lon 


reprend en effet la démonstration, on voit que les conditions h < M? 


È . , A a . . , 
h< — mwinterviennent que pour être assuré que les fonctions intermé- 
L 


diaires ÿ1, Z1, Y2, Z2, ... ne sortent pas des intervalles (yo— b, yo + b), 
(3%o--c, Z+ c), de façon que les fonctions f(x, Yi, Zi), P(T, Yi, Zi) 
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soient des fonctions continues de æ entre x, et ro + A. Lorsque les fonc- 
tions f(z, y,3),2(æ,y, 3) restent continues lorsque x varie de Zo à 70 + 4, 
et que y et z varient de — x à + >, il est inutile de tenir compte de ces 
conditions. Toutes les fonctions y;, 3; sont continues dans l'intervalle (0, a). 
Pour pouvoir démontrer la convergence des deux séries (43), il suffit 
encore qu'il existe deux nombres positifs A et B, tels que les inéga- 
lités (39) soient vérifiées quelles que soient les valeurs de y, y', 4, 2’, 
lorsque v reste compris dans l'intervalle (Zo, e+ a). On reconnait, en 
effet, en reprenant les calculs faits plus haut, que les inégalités (42 bis) sub- 
sistent, pourvu qu'on désigne par M la valeur maximum de | f(x, Yo, Zo )| 
et de |vix, Yo, Zo)| dans l'intervalle (0, ro + a). 

Ces conditions sont satisfaites, d'après la formule des accroissements 
finis, lorsque les fonctions f(x, y, 3), olz, y, 3) admettent des dérivées 
partielles par rapport aux variables y et 3, qui restent finies, quels que 
soient y et z, lorsque x varie de 7o à x, + a. Tel est, par exemple, le cas de 
l'équation 

dy | 
= =g + Siny; 


dr 


le second membre est une fonction continue, quels que soient x et y, et 


E SE . of , ` i 
la dérivée partielle zy est au plus égale à un en valeur absolue. Toutes 
# 


les intégrales de cette équation sont donc des fonctions continues lorsque x 
varie de — æ» à +æ (1). 

Les conclusions précédentes s'appliquent en particulier aux systèmes 
d'équations linéaires 


{4 dy; : . 
(44) P l A aia A a bi CEE, 2 SLR), 
où les coefficients a;4, b; sont des fonctions de z. Si toutes ces fonctions 
sont continues dans un intervalle (zo, z4), toutes les intégrales de ce sys- 
tème sont également continues dans cet intervalle. Lorsque les coefficients 


(') On peut déduire un théorème analogue du calcul des limites. Soit f(æ.Y) 
une fonction analytique réelle pour tout système de valeurs réelles de g et de y, 
et holomorphe dans le voisinage. Supposons en outre que | f(æ, y)| reste inférieur 


R (5) | £a. et |A (x) 


Zo, Ya Étant un système de valeurs réelles quelconques pour æ et y, la fonc- 
tion f(x, y) est holomorphe dans le domaine défini par les inégalités |z—x,|<a, 
|Y — yil 2b, et son module est inférieur à M. Alors, d’après le calcul des limites, 
l'intégrale de l'équation y'= f(x, y), qui est égale à y, pour æ = T, est sùre- 
ment holomorphe dans un cercle C dont le rayon r est indépendant de £y V, On 
peut poursuivre le prolongement analytique de cette intégrale le long de l'axe réel, 
au moyen de cercles de rayon r, et l’on voit qu’elle est holomorphe à l'intérieur 
de la bande limitée par deux parallèles à laxe réel, à une distance r de cet axe. 


à un nombre fixe M lorsque l’on a respectivement Sp: 
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sont des polynomes, toutes les intégrales sont donc continues lorsque x 
varie de 


Vå +. 

En se limitant aux variables réelles, on voit que les intégrales des équa- 
tions linéaires ne peuvent avoir d'autres points singuliers que ceux des 
coefficients. Cette propriété si importante ne s'étend pas à d’autres équa- 
tions en apparence aussi simples, par exemple à l'équation y'= y?. 


390. Extension aux fonctions analytiques. — La méthode peut être 
étendue aux variables complexes. Il suffit d'observer pour cela que l’on a, 
pour une fonction analytique d’une ou plusieurs variables, des inégalités 
analogues aux inégalités (39). Soit d’abord f(x) une fonction holomorphe 
d’une variable complexe x dans une aire Q limitée par une courbe convexe G 
et sur cette courbe elle-même, et soit A la valeur maximum de |f'(r)| 
dans cette région. La différence /(æ3)— f(r), où x, et æ, sont deux points 


quelconques de cette région, est égale à l'intégrale définie [Sr de. 


prise le long de la droite qui joint ces deux points. On a donc 


[f(æe) — f(x )| < Alte— zıl. 


Soit de même f(x, y) une fonction holomorphe des deux variables x 
et y, lorsque ces variables restent respectivement dans deux régions Q 
et Q', limitées par deux courbes fermées convexes C et C', et soient A et B 
les valeurs maxima de | f| et de |f| dans ce domaine. On peut écrire, 
æ1 et Z, étant deux valeurs quelconques de x dans Q, et y,, yə deux va- 
leurs quelconques de y dans 9”, 


(Ta: Ya) — f(t, Fa) =f(Te, Ya) — f (2, Dar WACZE Ya) — f(x, y1) | 
et, par suite, d’après ce qu'on vient de démontrer, on a 
Ifl £2, Ja) — far, y1)| < AÏte — z| + B| y: — yıl. 


La démonstration est la même, quel que soit le nombre des variables 
indépendantes. 


Cela posé, bornons-nous, pour simplifier l'écriture, au cas d’une équa- 
tion unique 


(45) A 


dont nous supposons le second membre holomorphe dans le domaine 
défini par les inégalités |£ — xro| Sa, | y — yo| £b. Soit M la valeur maxi- 
mum de | fix, y)| dans ce domaine, et A le plus petit des deux nombres a 


b ; i 
et “ Dans le plan de la variable æ, décrivons, du point æ, comme centre, 
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un cercle C} de rayon A et posons, comme on l’a déjà fait, 
v v 
Yı=Jo+ f fC, Yo)dE, Ya=yo+ f Sery Ndah ..., 
EN 7x9 


Ja= Yot f Je Yn-1) dæ; 


la limite supérieure æ étant un point intérieur à C}, on démontre d'abord 
de proche en proche que l’on a 


|yiı— y| < b, | y2— Yol < 6, tasi |Yn—yo| <b, se 


Toutes ces fonctions Vi, Ya, ..., Yn. -.. sont donc des fonctions holo- 
morphes de v dans le cercle Cz, et le procédé peut être continué indéfi- 
niment. Nous pouvons encore écrire 


(46) Yn(æT) — Yna (T) af A Ue, Yn-1(t)] — fI t, waa Ct N dt, 


en 
l'intégrale étant prise suivant la ligne droite qui joint les deux points £o, æ. 
: of ce 
Soir A la valeur maximum de de lorsque l’on a |x — zo| Sh, |y —70|<; 


d’après la remarque qui vient d’être faite, nous avons toujours 


waia Yn=1(t)] — ft Yn-2(t)]l 25 A |Ynlt)—Yn-(t)]. 


Pour démontrer que Fon a une inégalité analogue aux inégalités (42 bts), 
supposons que l’on ait 
| — To je—1 


e ee £ i PR a a a à 
|Yn-1(t)—Yn-2(t)| < MA EEP E EO) 


ce qui a lieu évidemment pour # = 2. Soit £ = z+ ref; le changement 
de variable { — zo = peði ramène l'intégrale (46) à une intégrale prise le 
long de l’axe réel de o à r, et l'on a (n° 302) 


> r 


n—i Mi 
Zaa) yami lol | MA-1 —{—— dy = MAn f 


3A liea. A1 AC COR 


ou 
|£ — zo|” 
L2. Nn 


|Yn(T) — Yn1(T)| < MA:-1 


La suite de la démonstration s'achève comme plus haut. La série dont 
le terme genéral est y, — y}_1 est uniformément convergente dans le 
cercle Ca et, comme tous ses termes sont des fonctions holomorphes, 
la somme de cette série est une fonction holomorphe dans le même 
cercle (n° 298), qui satisfait à l'équation (45) et qui prend la valeur yo 
pour x = zo. Le développement en série entière de cette intégrale est 
forcément identique à celui que fournit le calcul des limites, mais la 
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limite obtenue pour le rayon de convergence est supérieure à celle que 
donne la première méthode. 

La remarque relative aux équations linéaires s'étend aussi aux fonctions 
analytiques. Supposons que les coefficients a; et b; des équations (44) 
soient des fonctions analytiques de la variable complexe x. Marquons dans 
le plan les points singuliers de ces fonctions et supposons que de chacun 
de ces points singuliers on trace une demi-droite indéfinie suivant le pro- 
longement du segment joignant zy au point singulier. On appelle étoile 
correspondant au système de points singuliers l’ensemble des points du 
plan qui ne sont situés sur aucune des lignes précédentes. La droite qui 
joint le point zo à un point x de l'étoile ne passe par aucun des points 
singuliers et la méthode du n° 389 prouve que toutes les intégrales du 
système (44) sont des fonctions holomorphes le long de cette droite. Le 
point æ étant un point quelconque de l'étoile, il s'ensuit que toutes les 
intégrales du système linéaire ({4) sont des fonctions holomorphes dans 
toute l'étoile, résultat qui sera établi plus tard d'une autre façon (n° 397). 

La méthode des approximations successives permet en outre d'obtenir 
pour les intégrales des développements en séries convergents dans toute 
l'étoile. Soit A une région du plan limitée par un contour fermé C appar- 
tenant tout entier à l'étoile: les séries fournies par la méthode des approxi- 
mations successives sont uniformément convergentes dans A. Nous lais- 
sons au lecteur le soin de développer la démonstration, qui se fait toujours 
de la même façon. 


391. Méthode de Cauchy-Lipschitz. — La première démonstration 
donnée par Cauchy de l'existence des intégrales d’un système d'équations 
différentielles nous a été conservée, grâce aux lecons recueillies par 
l'abbé Moigno et publiées en 1844. Elle a été notablement simplifiée par 
M. Lipschitz qui a bien mis en évidence les hypothèses nécessaires pour 
la validité de la démonstration. 

Pour bien saisir la suite des idées, reprenons l'équation simple 


On a établi (I, n° 76) que l’intégrale de cette équation qui prend la va- 
leur yo pour z = x, est la limite de la somme 


(45) Vot f(L0) (21 — ro) + ft) (te — di) ++ f(En-) (2 — Tn-1), 


Zis Lay -+3 Zna étant n —1 points de l'intervalle (zo, z), lorsque le 
nombre n augmente indéfiniment de façon que tous les intervalles (£; —x; 1) 
tendent vers zéro, C’est ce procédé, convenablement généralisé, qui con- 
duit à la première méthode de Cauchy. Pour simplifier exposition, nous 
prendrons le cas d’une seule équation 


; dy _ k 
(48) Te me, #): 
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la fonction f(x. y) des variables réelles x, y est supposée continue lorsque x 
varie de zo à + a. et que y varie de yo — b à yo + b, et il existe un 
nombre positif K tel que l’on ait, y et y'étant deux nombres quelconques 
compris entre Yo — b et yo + b et x étant compris entre zo et zo + 4, 


(49) fe, >= fe sr) <Kir- rl 


Cette condition, dont l'importance a été mise en lumière par M. Lips- 
chitz, sera appelée, pour abréger, condition de Lipschitz; elle a déjà été 
utilisée dans la méthode des approximations successives. 

Soient M la limite supérieure de | f(z, y)| dans le domaine précédent 

; b 
et Ale plus petit des deux nombres a et I (nous supposons a > 0, b > 0). 
Pour démontrer que l'équation (48) admet une intégrale prenant la va- 
leur ye pour z = x, et continue dans l'intervalle (£o. æÿ + A), nous imite- 
rons autant que possible la marche suivie pour établir l'existence d’une 
fonction primitive de f(x). Soit x une valeur de la variable appartenant 
à cet intervalle; prenons entre x, et x un certain nombre de valeurs inter- 
médiaires Zr, Ta, co.) Pts Pis +. Œn1 allant en croissant de Zo à 7. 


Nous poserons successivement 

(50) Vi = Yo + f To Yo) (Tı — £o), Va = Yi + f (£1, Y1) (£2— Ti), vaa 
et d’une façon générale 

CH) ye= Ji Fi Via it) UT. NE): 

La somme 


\ Ja a Yo + fi To, Vol Tı — Zo ) + f(r EME = Li) +. de 


52 ; 
(92) I + f (Eni, Yni) (2 — Tai) 


offre une analogie évidente avec la somme (47) à laquelle elle se réduit 
lorsque la fonction f(x, y) ne dépend pas de y. On est donc conduit à 
rechercher si cette somme tend vers une limite lorsque le nombre x 
augmente indéfiniment. Nous généraliserons la question en définissant 
d'abord deux sommes analogues aux quantités S et s (1, n° 71). 
Considérons le triangle ABC formé par les droites ayant pour équations 


X=2+ h, Y = yo+ M(X — xo), Y = yo— M(X — x). 


D’après la facon dont on a défini A, la fonction f(x, y) est continue lorsque 
le point (x, y) reste à l’intérieur ou sur les côtés de ce triangle et sa valeur 
absolue est au plus égale à M. 

Les parallèles à l'axe des y, X = w X = 2, ..., X = x décomposent 
ce triangle ABC en un certain nombre de trapèzes isoscèles dont le premier 
se réduit à un triangle. Soient M; et », les valeurs maximum et minimum 
de f(x, y) dans ce triangle A b; cı; ona — M = m, < M, = M. Par le point A 
menons les droites de coefficients angulaires M, et m, qui rencontrent la 
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droite X = x, en deux points P, et p, dont les ordonnées sont respective- 
ment Yi= yo+ Mimi — to) et yı = yo+ mai —Zo) [la lettre y; ne 
désignant plus la même quantité que dans les formules (50) à (52)]. Ces 
points P, et pı sont évidemment à l'intérieur du triangle ABC ou sur les 
côtés, et l’on a Y, > yı. Par le point P, menons la droite de coefficient 
angulaire M jusqu’à sa rencontre en Qs avec la droite as b2, et par pı menons 
de même la droite de coefficient angulaire — M jusqu'à sa rencontre en q» 
avec la même droite a»b:. Soient M, et mẹ les valeurs maximum et mi- 


Fig. 91. 


nimum de f(x, y) dans le trapèze P; Q2:g2p1; la droite de coefficient angu- 
laire Mə menée par P, rencontre la droite asb en un point P, dont l'or- 


donnée est 
Y= Yı + M: (z2— x), 


et la droite de coefficient angulaire m, menée par p, rencontre azb, en un 
point p d'ordonnée y= yı + Mı(La— vı). On a évidemment Y> y2, 
et Yo — yə 2 Yı — yı, légalité ne pouvant avoir lieu que si la fonction f(x, y) 
était constante dans le trapèze P; Qag pı. Le procédé peut être continué; 
ayant obtenu deux points P;_, et p;_1 sur la droite &;—1bi—1, menons 
par P;_, une parallèle à AB et par p;_, une parallèle à AC; nous formons 
ainsi un trapèze isoscèle P;_3Q;g:pia. Soient M; la valeur maximum 
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de f(x, y) dans ce trapèze et my la valeur minimum: la droite de coeffi- 
cient angulaire M; menée par P;_; rencontre la droite a;b; en un point P;, 
et la droite de coefficient angulaire m; menée par p;_, rencontre a;b; en 
un point p; Nous formons ainsi deux lignes polygonales partant du point A, 
AP;,P:.:.Pr-1P;..,P, ou L, et A PpipPs...pDi-1pP:...Pn Où l aboutissant 
à deux points P, et pn de la droite X = x. D'après la construction même 
de ces deux lignes, il est évident qu'elles sont l’une et l’autre dans le 
triangle ABC, que la ligne L est tout entière au-dessus de /, et que la dis- 
tance de ces deux lignes comptée sur une parallèle à l'axe Oy ne peut 
diminuer lorsque l’abscisse croit de zo à >. Les ordonnées Y, et y, des 
deux points extrêmes sont tout à fait analogues aux sommes S et s 
(I, n° 71). Nous poserons S = Yn, s = Fn: 

A chaque mode de subdivision de l'intervalle (go, æ) correspond une 
somme S et une somme s. Si l’on subdivise chacun des intervalles par- 
tiels (x; 1, æ;) en intervalles partiels plus petits d’une façon arbitraire, 
la construction géométrique précédente montre immédiatement que la 
ligne L' correspondant à cette nouvelle division est tout entière au- 
dessous de L et la ligne /' au-dessus de /. On a donc S'SS, s'=s, en dési- 
gnant par des lettres accentuées les sommes relatives à la seconde division., 
On en conclut, comme au n° 71. que si S, s, S4, sı représentent respecti- 
vement les sommes relatives à deux modes quelconques de division de 
l'intervalle (zo, z), on a s < Sı, sı, < S. En désignant par I la limite infé- 
rieure des sommes S et par [la limite supérieure des sommes s, on a 
donc ISI. 

Pour que les sommes S et s aient une limite commune lorsque lampli- 
tude maxima des intervalles partiels tend vers zéro, il faut et il suffit que 
S — s tende vers zéro. Nous pouvons écrire, en effet, 


S— s= S— I+II- l'l’ — s; 


la différence S — s ne peut être inférieure à un nombre : que si chacun 
des nombres S — I, I —T', F— s (dont aucun ne peut être négatif) est 
lui-même inférieur à s. Le nombre positif e étant arbitraire, ceci ne peut 
avoir lieu que si lon a l= I, et il faut en outre que S et s aient pour 
limite commune I. Pour établir que S — s a zéro pour limite, il ne suffit 
pas de supposer la fonction f(s, y) continue, et c’est ici qu'intervient la 
condition de Lipschitz. 

Soient Y; et y; les ordonnées des points P; et p; et à; la différence 
Yi— y. La fonction f(x, y) étant continue dans le triangle ABC, à tout 
nombre positif À nous pouvons faire correspondre un autre nombre po- 
sitif g tel que l’on ait 

LfCæ, y) — fier Nak 


pourvu que la distance des deux points (>, y) et (x',y') du triangle ABC 
soit inférieure à g; nous supposerons toutes les différences x; — Ti—ı infé- 
rieures à g. D’après la construction qui donne les points P;, p; au moyen 
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des points P;_;, p;_,, nous avons 
` N 
òr = di + (M:— mi )(Ti— Ti); 


d'autre part, on peut écrire 


n" 


Mi— m= f Ein Yi) — frs yi) 
= fr VÀ Sr V HLS En y — fes yi) h 
(Ti, Vi) et (Zi, vi) étant les coordonnées de deux points du trapèze 
P;—1Q;qipi-ı. On a donc, en tenant compte de la condition (49), 


M—m<i+K|y;—7y;l;: 


mais la différence | yi— y;| est au plus égale à 8,_5+2M(æ;—x; ;), et 
nous avons encore 


Mi— mi: <À+2MK(xr;— ri; 1) + K ôi- 


Supposons tous les intervalles assez petits pour que tous les produits 
2MK(xz;— zi) soient inférieurs à À; la différence M;— m; sera infé- 
. ` ` 7A . s. , K Y 
rieure à 2À + K ò; et, par suite, nous avons l'inégalité 


(53) di “a Ôi1 [i + K(xzi— zi- )] + 2À(2i — PA) 


que l’on peut encore écrire 


En faisant ¿ —1, 2, ..., n successivement dans cette dernière formule 
et en multipliant membre à membre les inégalités obtenues, il vient 


ou 


Le nombre positif À, pouvant être pris aussi petit qu'on le veut pourvu 
que tous les intervalles partiels soient eux-mêmes inférieurs à un autre 
nombre positif convenablement choisi, on voit que les sommes S et s ont 
une limite commune. Cette limite est une fonction de x, F(x), définie 
dans l'intervalle (zo, £o + A). Nous allons montrer maintenant que cette 
fonction F(z) est une intégrale de l'équation proposée (48), se réduisant 
à yo pour æ = zy. Nous continuerons pour cela à nous servir de la repré- 
sentation géométrique. 
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Lorsque tous les intervalles partiels tendent vers zéro, non seulement 
les extrémités des deux lignes polygonales L et Z tendent vers un point 
limite, mais ces lignes elles-mêmes tendent vers une courbe limite, Une 
droite quelconque parallèle au côté BC rencontre la ligne L en un point P 
et la ligne Zen un point p et la distance Pp est inférieure à S — s. D'après 
les propriétés de ces lignes polygonales, tous les points P ont leurs ordon- 
nées supérieures aux ordonnées des points p; comme la distance Pp tend 
vers zéro, il s'ensuit que les points P et p tendent vers un seul point 
limite x situé sur la droite considérée. Le lieu de ces points z est évidem- 
ment une courbe C située entre les deux lignes polygonales L et Z et 
passant au point A. L'ordonnée d’un point de cette courbe d’abscisse > 
est égale à la fonction F(x) définie tout à l'heure, car pour avoir la posi- 
tion du point x sur la droite X = +, on n'utilise que les portions des deux 
lignes polygonales qui sont à gauche de cette droite. Supposons les deux 
lignes polygonales L et / prolongées jusqu’au côté BC, tous les intervalles 

À 
soient P(x), Q(x) les deux fonctions continues qui représentent les ordon- 


nées d’un point de la ligne L et de la ligne Z dans l'intervalle (£o, £o + A). 


partiels étant inférieurs au plus petit des deux nombres 5, el 


a NT "2A , 
La différence P(æ) — Q(zx) est inférieure à 4 (ešh— ıı), et chacune des 


fonctions P(x), Q(x) diffère de F(z) d’une quantité moindre. Comme À 
peut être rendu aussi petit qu'on le veut, on voit que l'on peut former 
une série uniformément convergente de fonctions continues ayant pour 
somme F(z) dans l'intervalle (£o, zo> A4); cette fonction est donc aussi 
continue. ( Voir T. 1, p- 471-175.) 

Toute ligne polygonale comprise entre L et / a évidemment pour limite 
la même courbe C. Telle serait la ligne polygonale À dont les coordon- 
nées (æ;, 3;) des sommets successifs s’obtiendraient par la loi de récurrence 


A] 


i = i~ +f Zi—1, Zi=1)(Ti— Ti), 


le premier sommet étant le point (zo, Yo); nous retrouvons les expres- 
sions (52) qui nous ont servi de point de départ. Remarquons aussi que, 
si l’on applique la construction à partir d’un point M'(x', y”) de la courbe C 
on obtient deux lignes polygonales L’ et l’ comprises entre L et / et qui 
se rapprochent elles-mêmes de plus en plus de la portion de C comprise 
entre M' et la droite BC. Soit d’après cela M'(x', y’) et M"(x", y”) deux 
points voisins de C( <"> +’). Le coefficient angulaire de la droite M'M” est 
compris entre la valeur maximum et minimum de f(x, y) lorsque le 
point (x, y) décrit le triangle formé par les droites 


Éd Y—y' =M(X — x), F—y= MX"); 


si la différence x" — x' est inférieure à un nombre positif choisi convena- 
blement, ces deux valeurs de f(x,y) différeront de f(z',y') et de f(x", y") 
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d'aussi peu qu'on le voudra. Si Pun des deux points, M” par exemple, se 
rapproche indéfiniment du premier, le coefficient angulaire de M”M'’ a 
done pour limite f(z', y'). La fonction F(x) satisfait par conséquent à 
l'équation différentielle proposée (48); il est d’ailleurs évident que la 
courbe C passe au point À, c'est-à-dire que l'on a F(z) = yo. 

La courbe C est la seule répondant à la question. S'il en existait une 
seconde C', cette courbe C’ ne pourrait être à la fois au-dessous de toutes 
les lignes L et au-dessus de toutes les lignes /, puisque ces lignes tendent 
vers la courbe C. On pourrait donc trouver, par exemple, une ligne L qui 
serait rencontrée par cette ligne C'. Comme C'est au-dessous de la ligne L 
dans le voisinage du point A, supposons qu'elle passe au-dessus de L en 
traversant cette ligne en un point z; du côté P;_,P; et soit m;_, le point 
de C' d’abscisse x;_,. Le coefficient angulaire de la corde m;n; est égal, 
d'après le théorème des accroïssements finis, à la valeur de la fonction 
f(x, y)en un point de larc miini; ce coefficient angulaire ne peut donc 
être supérieur au coefficient angulaire du côté P;_,P;, puisque larc Mi~ ni 
est dans le trapèze P;_,Q;gipi1. Or la figure montre qu'il devrait lui 
être supérieur. 

La première méthode de Cauchy, et celle des approximations succes- 
sives, donnent, on le voit, la même limite pour l'intervalle dans lequel 
l'intégrale existe certainement. Mais, au point de vue théorique, la méthode 
de Cauchy possède une supériorité incontestable; nous allons montrer, 
en effet, que cette méthode permet de trouver l'intégrale dans tout inter- 
valle fini où celle-ci est continue. D’une façon précise, supposons que 
l'équation (48) admette une intégrale y = F(x) continue dans linter- 
valle (£o, zo> l), que la fonction f(x, y) soit elle-même continue dans 
la région (E) du plan des æy limitée par les deux droites £ = £o, & = £o >+ l, 
et les deux courbes Y = F(z) Æ n, étant un nombre positif pris à volonté, 
et vérifie la condition (49) dans ce domaine. Imaginons que l’on décompose 
l'intervalle (go, zo> l) en intervalles partiels plus petits et que l'on con- 
struise la ligne polygonale A, dont on vient d'expliquer la construction, 
partant du point (æo, Yo) et relative à ce mode de subdivision. Pourvu 
que tous les intervalles partiels soient moindres qu'un nombre positif 
convenable +, cette ligne polygonale sera tout entière dans la ré- 
gion E, et la différence des ordonnées de deux points de même abscisse, 
pris sur la courbe intégrale C et sur la ligne À, sera inférieure à un 
nombre positif donné à l’avance s. 

Soient To, Zis Zas vers Lits Lis ces Tnt» To + l les abscisses des points 
de division, Yo, Yı, ---, Y les ordonnées correspondantes de la courbe G 
et Yos 31, 22 +. Zis +. Zn les ordonnées des sommets de la ligne A. 
Admettons d'abord que tous les sommets à gauche du sommet (7;, 3i), 
soient dans la région (E), et proposons-nous de calculer une limite supé- 
rieure de la différence d; = |3;— yil. 

Nous avons d’une part, d’après la définition même de A, 


s= Zi t f (Tis 3i-1)(&i— Zi); 
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d’autre part, d'après la formule des accroissements finis, on a aussi 
1 r 
Yi = Yia + (ri Yi) (Ti— Zim), 


(£i, y;) étant les coordonnées d’un point de C, et z; étant compris entre x; 
et æ;. On en déduit 


(54) Zi— Yi = Zia — Via + (ri ia) f (fi, Zi) — fixi Yil; 
le coefficient de (£i— Zi— ) peut encore s'écrire 
[S 2i-1, 354) — fais, Viz1)] + [fi Yim) — firin yil 


La valeur absolue de la première différence est, d’après la condition (49), 
inférieure à K d;~. D'un autre côté, la fonction f(x, y), étant continue 
dans la région (E), est une fonction continue de x le long de C et l'on 
peut prendre un nombre positif g assez petit pour que | f(x, y)— f(x" y’) 
soit inférieur à un nombre donné positif 2 À, pour deux points quelconques 
(x, y), (x', y')de la courbe C pourvu que |x — x'| soit < v. Le nombre g 
étant choisi de cette façon, on a donc 


(55) di < di1 + (Li— æi-1)(2X + K dii), 


relation toute pareille à la relation (53), et d’où l’on déduira par con- 
séquent 
2 À ne 
di < K [ekiri-xo) — 1]. 

Supposons le nombre À assez petit pour que l’on ait 2A(eK— 1) < Ky; 
on établira de proche en proche que di, ds, ..., dy sont inférieurs à n. 
Tous les sommets de la ligne polygonale A sont donc dans la région (E). 

Soit P(x) l’ordonnée d’un point de la ligne A; soit de même Q(z) 
l’ordonnée d'un point de la ligne polygonale auxiliaire A' obtenue en 

| S polyg : 
joignant les points de C d’abscisses £o, Z1, Ta, ..., Zn—1; To + l. On a 


P(æ)—F(xz)=P(r)—Q(æx)+Q(r)—F(x); 


si l’oscillation de la fonction F(x) dans chacun des intervalles partiels 


est inférieure àzo on a constamment | Q(g) — F (x)| <-> (voir t. I, p. 474). 


e 


Si de plus le nombre n est inférieur à z’ on aura [P(æ)—Q(x)| < F, 
et par suite | P(x)— F(x)|< =. La fonction continue P(x) représente 
donc la fonction F(x) avec une approximation moindre que £ dans tout 
Pintervalle (£o, zo l). 

La méthode de Cauchy-Lipschitz s'étend aux systèmes d'équations diffé- 
rentielles sans autre difficulté que quelques complications dans les for- 
mules. Elle s'étend aussi aux variables complexes. Les recherches de 
M. E. Picard et de M. Painlevé ont montré que la méthode conduisait à 
des développements en séries convergentes des intégrales dans tout leur 
domaine d'existence lorsque les seconds membres des équations proposées 
restent holomorphes dans ce domaine. 
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III. — INTÉGRALES PREMIÈRES. — MULTIPLICATEUR. 


392. Intégrales premières. 
équations différentielles analytiques du premier ordre, nous écri- 


Etant donné un système de (n — 1) 


rons ces équations sous la forme symétrique 


(56) Cu ER VO k AT, 
X n 


les dénominateurs X,, Xə, ..., X, étant des lonctions des n 
variables £4, £2, ...,æ,. Cette forme des équations différentielles 
ne suppose rien sur le choix de la variable indépendante, qui peut 
être l’une des variables x;, ou être prise d’une façon quelconque. 
Nous avons vu plus haut que, sous certaines conditions qui ont 
été précisées, toutes les intégrales de ce système qui passent par 
un point quelconque d’un domaine D sont représentées par un 
système d'équations de la forme 


P ) ( Jil21, £2, +c, Tn) = Ci, Taa Las. En) = Co, TET, 
(97 D 
| În-1(T1; Ta, cs Tn) = C1, 
Far fs +, Pass Santa) fonctions holomorphes dans D, 
et Ci, C2, > =, C»_, des constantes que l’on peut choisir arbitrai- 


rement, au moins entre certaines limites (n° 387). Les formules (57) 
représentent l'intégrale générale du système (56) dans le do- 
maine D, qui n’embrasse pas forcément tout l’ensemble des valeurs 
possibles pour les variables. Il peut se faire que l’on ait plusieurs 
systèmes de formules différents pour représenter l'intégrale géné- 
rale dans des domaines différents. Il est clair aussi que, dans un 
même domaine D, le système des formules (57) n’est pas unique; 
on peut remplacer les (n — 1) fonctions f; par (n — ı ) fonctions F; 
ne dépendant que des fonctions f;, pourvu que ces (n — 1) fonc- 
tions F; soient des fonctions distinctes des variables fi. 

Quelle que soit la façon dont on ait pris les fonctions f;, si les 
formales (53) représentent l'intégrale générale du système (56), 
les fonctions f; satisfont à une même équation aux dérivées par- 
tielles du premier ordre. En effet, supposons les coordonnées d’un 
point Li, Zo, ..., Zn d'une courbe intégrale exprimées en fonc- 
tion d’un paramètre variable; si l’on remplace, dans fi, les coor- 
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données £, Zz, ..., Zn par leurs expressions en fonction de ce 
paramètre, le résultat se réduit à une constante. On a donc df;=— 0, 
et, en remplaçant, dans d/f;, les différentielles dx,, d£», ... par 
les quantités proportionnelles X,, X:,..., on trouve que f; satis- 
fait à la relation 

(58) X(N)= Xi is AE R E AN 


2 a: OT 
£i 0%» Th 


Cette relation doit se réduire à une identité, quand f est 
remplacée par fi, puisqu'on peut disposer des constantes C; de 
façon que la courbe intégrale passe par un point quelconque de D. 
Les (n — 1) fonctions fi, fo, ..., fn, sont donc (n — 1) inté- 
grales de l'équation X(/)—0; toute fonction I(f,, fo, -© -s fn_1) 
est aussi une intégrale de la même équation, quelle que soit la 
fonction H, d’après la relation facile à vérifier 


2 1) 1 e dll 1 dll ; 
X(H)= 5 OUT; ATE e a AO 
j 2 J n— 


Inversement, on obtient ainsi toutes les intégrales de l’équa- 
tion X(f)—o. Des n relations 


Xf ieot EE . 10 A N ea 
on déduit en effet, en éliminant les coefficients X;, 


0, 
D(F Te, ..., Ta) 


ce qui montre que f est une fonction U(f; fa, +.., fn_1) 
des (n — 1) intégrales particulières f,, Jas ..., fn_1, (1, n° 98). 
On peut encore le vérifier par un changement de variables. Imagi- 
nons en effet que l’on prenne un nouveau système de variables in- 
dépendantes V1, Y2; +» +, Yn, les n — 1 variables y,, Vo, >>., Yni 
étant précisément les fonctions fi, f2, ©- -, fn_, elles-mêmes, et la 
variable y, étant choisie de façon à former avec V4, Ya, oe., Yu 
un système de z fonctions distinctes des variables primitives z4, 
Lə, ++, Zn. L'équation X(f) — o est remplacée par une équation 
de même forme 

= VE +, D z 


(59) EAE Y, 


= 0 
IY n t 


Ga Ik 25 
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qui doit admettre les (n — 1) intégrales particulières 


J= Hire TE ni 
On a donc 


RSS TRE er 
et l'équation (59) se réduit à 4 = 0. L'intégrale générale est donc 
Jn 
une fonction arbitraire de yi, Vasra.. n="). 

L'intégration de l’équation aux dérivées partielles X(f) = o est 
donc ramenée à l'intégration du système d'équations différen- 
tielles proposé (56). Inversement, supposons que par un moyen 
quelconque on ait obtenu une intégrale f de l’équation X ( f)= o. 
Si l’on remplace dans cette fonction æ,, æ2, ..., æ par les coor- 
données d’un point d’une courbe intégrale, supposées exprimées en 
fonction d’un paramètre variable qui peut être l’une des coordon- 
nées elles-mêmes, le résultat obtenu se réduit à une constante. 
En effet, si l’on suppose que Z4, Zə, ..., Zn soient des fonctions 
d’un paramètre variable vérifiant les relations (56), la différentielle 
totale df de la fonction précédente se réduit à KX(f), K dési- 


dx; i . 
gnant la valeur commune des rapports i L'équation f =C est 
l 


donc une conséquence du système d'équations différentielles pro- 
posé; on dit pour cette raison que la fonction f est une intégrale 
première de ce système (?). 

Si l’on connaîl n — 1 intégrales premières distinctes, on peut 
écrire immédiatement l'intégrale générale du système (56); si l’on 
connaît seulement p intégrales premières distinctes (p < n — 1), 
on peut ramener l'intégration du système proposé à l'intégration 
d’un système de n — p — ı équations différentielles. Soient, en 


(') Les deux raisonnements n’exigent pas que la fonction f soit analytique. 
Les seules conditions nécessaires sont celles qui sont exigées pour que l’on puisse 
appliquer les formules du changement de variables, c’est-à-dire l'existence et la 
continuité des dérivées partielles de la fonction cherchée f. 

(2) Le raisonnement ne s’appliquerait plus si le facteur K était infini pour 
tous les points de la courbe intégrale, ce qui aurait lieu si les coordonnées de 
tous les points de cette courbe annulaient les z fonctions X, Il faut aussi faire 
exception pour les intégrales qui sont telles que l’une au moins des fonctions X,, 
X, ..., X, n’est pas holomorphe dans le voisinage d'un point quelconque de 
cette courbe. Ce cas se présente pour les intégrales singulières. 
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effet, fi, f2, -.., fp ces p intégrales premières; des p relations 
Ts Ci; = C3, CE Fo = Cp 


on peut tirer p des variables Zi, Zy ..., Zn, par exemple x,, 
Ta, ..., Zp en fonction des n— p variables restantes £pi, . .,Æn, 
et des p constantes arbitraires C,, Ca, ..., Cp. Il suffira donc de 
déterminer æh41, Zp42; ---; Zn en fonction d’une seule variable 
indépendante, Si l’on désigne par Xh41, Xpyo, -.., Xa Ce que 
deviennent les fonctions X,,,, ..., X, après qu'on y a rem- 
placé Zi, Z2, ..., Zp par leurs expressions, il suffira donc d’inté- 
grer le nouveau système 
AT p+1 dr» +2 dx» 


(60) ee y 
X p+1 X p+2 Xan 


où les dénominateurs dépendent de p constantes arbitraires. 

On peut encore raisonner d’une autre façon. Si l’on prend un 
nouveau système de variables indépendantes y4, Və, .. Mis OÙ 
les p variables y1, Y2, ..., Yp Soient identiques aux p inté- 
grales premières connues fi, f2, ..., fp, l'équation X(f)— o est 
remplacée par une équation de même forme Y(f)— o qui doit 
admettre les intégrales f= 741, ..., f=yp; cette équation est 
donc de la forme 


r 
You a. Ya L 


. rai 
p+1 OYn 
et son intégration se ramène à celle d’un système de n — p — ı 
équations différentielles du premier ordre 


dY p+1 ke 4 dy n 


Yn 


d 
Y p+1 


On voit par là de quelle importance est la recherche des in- 
tégrales premières. Dans chaque cas particulier, la découverte 
d’une intégrale première nouvelle constitue un pas de plus vers 
la solution complète. On ne saurait donner à cet égard une règle 
bien précise; observons seulement que le problème revient à 
former une combinaison intégrable des équations (56), c'est- 
à-dire à déterminer n facteurs m4, pa, ..., Un, tels que l’on ait 


bi Xi + po Xo +... + puy Xn = 0, 
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el que 

a des + p dt» +... + Pn dan 
soit une différentielle exacte de. Il est clair en effet que l’on peut 
déduire des équations (56) un nouveau rapport égal aux premiers 


dæi __ pı dzi... + pu dæn, 
X; Wi Xy H.. Bn Xn ? 
la relation 


de = pı dæi +...+ tu, dEn = 0 


est donc une conséquence des équations (56) si l’on a 
Mi LA a A E T Hn Ky = O0, 


et l’on aura une intégrale première 2 par des quadratures, con- 
naissant les facteurs 4;. Il en est ainsi en particulier toutes les fois 
que l’on peut trouver n facteurs pi, Ha, +++, Mno le facteur p; ne 
dépendant que de la variable x;, de façon que lon ait 


y WA = 0. 


Observons aussi que, lorsqu'on a obtenu p intégrales premières 
de système (56), il peut se faire que le nouveau système (60) 
puisse être intégré complètement pour des valeurs numériques 
particulières des constantes Cu, Co +. Cp» tandis que l’inté- 
gration effective est impossible pour des valeurs arbitraires de 


ces constantes. 


Exemples. — 1° Soit à intégrer le système 
(6 du dv dw 
JA ns = ir = = wu —— = U#,; 
) dx j dx } dx i 


on aperçoit aisément deux combinaisons intégrables u du = v dv = w dw. 
On a donc deux intégrales premières u?— ¢? = C1, u?— w? = Ca, et, en 
portant les valeurs de 6 et de w tirées de ces relations dans la première 
des équations (61), on a pour déterminer ų l'équation différentielle 


(62) 2 ur Gt Ge) 


dont l'intégrale générale est une fonction elliptique (n° 373), pouvant 
comme cas particulier se réduire à une fonction simplement périodique ou 
même rationnelle. Comme le système proposé est symétrique en u, V, W, 
on en conclut que v et w sont aussi des fonctions elliptiques. 
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2° Considérons le système 


63 r aeai p e} w — ru Oe 
(63) aara qw, FR , Ao RSR TPE 


où p, q, r sont des fonctions données de x. On a encore une combinaison 
intégrable u du + v dv + w dw =o, d'où l’on tire lintégrale première 
u?+ p2+ w?= C. Laissant de côté le cas où C serait nul, on peut sup- 
poser C = 1, car le système (63) ne change pas quand on multiplie w, v, 
æ par un même facteur constant. Au lieu de tirer l’une des inconnues de 
la relation u?+ ¢?+ w?— 1, on peut opérer d’une façon plus symétrique 
en considérant w, v, w comme les coordonnées d’un point d’une sphère de 
rayon un, et les exprimer au moyen de deux paramètres variables, par 
exemple au moyen des paramètres qui déterminent les génératrices rec- 
tilignes de la sphère. Posons pour cela 


u + iv 1+ w 3 u + iv 1— w 
Se D — = À, ee eee S pen fl, 
1 — w u — iv 1+ w u — iv 
ce qui donne 
I— àu . 1+ Àu k+ u 
u = = 3 v = i -—; M = ee 
À —1 | — | À— u 


En substituant ces valeurs de u, v, w dans le système (63), on trouve 
après quelques calculs faciles que À et u doivent vérifier une même équa- 
tion de Riccati 


A o q=ip  q+ip n. 
(64) ae to 6 Ada 1e ae a a A 


l'intégration du système proposé est donc ramenée à l'intégration d'une 
équation de Riccati (1). 
3° Prenons encore l'équation intégrée par Liouville 


y+ ols) y + f(Y)r?= 0; 


en posant y'= z, on la remplace par le système 


dx __dy _ — dz 
1 z  e(x)z+f(y)4 


»_ à . ae ie; dz 
d’où l’on tire la combinaison intégrable — + z(x)dx + f(y )dy = 0. 
md 
L'équation du second ordre proposée admet donc l'intégrale première 


wx F 
ri Six)dx “1 fody 
Pe an, =, 


0 


ue l’on pourrait aussi obtenir directement, en divisant par y’ tous les 
p p 


(') DarBoux, Theorie des surfaces, t. I, p. 19-29. 
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termes de l'équation du second ordre; l'équation du premier ordre précé- 
dente est de la forme y'= CXY et, les variables étant séparées, on achè- 
vera l'intégration par deux quadratures. L 


Remarque 1. — On remplace quelquefois le système (56) par le système 
(65) dt dra d£n i 
5 qÁ E = =... =" 
X; Xa Xa i 


t étant une variable auxiliaire qui, dans bien des cas, n’est introduite que 
pour plus de symétrie dans les raisonnements. Si l’on a intégré le système 
primitif (56) on obtiendra { par une quadrature, car si lon remplace x, 
Lz, -.-, Zn par exemple par leurs expressions en fonction de v, et des 
constantes C;, C2, ..., Cn—ı dans X,, on est conduit à une relation 


dt = P (fis Ci, Co, s.es Cran 42 


d’où l’on déduira { par une quadrature. Il suit de là que l'intégrale géné- 
rale du nouveau système (65) sera représentée par les z équations 


\ fi = Gi fh = Ce», M da fa = Cris 


(66) 3 

Inii, Les... Om) = 1; 
Jas Jfar -io-s fans étant (n — 1) intégrales distinctes de X(f) = 0, et to 
une nouvelle constante arbitraire. 

Inversement, pour obtenir la courbe intégrale du système (56) passant 
par un point donné #9, æ%, ..., æ%, on peut chercher les intégrales du 
système (65), où 4 est considéré comme la variable indépendante, qui 
pour ¿= o prennent les valeurs z%, æ%, a.. 23 respectivement. Soient 


= . ” a AN . m0 
(6 | Ti pitt; et, ..., DA) La = Patti TT, ever DR )s AGE 
5 D N, 
4 « 
Tn= On(t; Tir ..., Th) 


ces intégrales; il est clair que les formules précédentes représentent la 
courbe intégrale cherchée. Il n'y aurait exception que si toutes les fonc- 
tions X; étaient nulles pour les valeurs initiales z? et holomorphes dans 
le voisinage. Dans ce cas les formules (67) se réduiraient à æ;= æ}. Mais 
dT dia ; se Sr. : 

, se présentant sous forme indéterminée, rien 
dx; dx; 
ne permet d'affirmer jusqu'ici qu'il n'y a pas de courbe intégrale passant 
par le point donné. C'est un cas qui sera examiné plus loin (n° 417). 


les rapports 


CN NET 


Remarque II. — La liaison qui existe entre le système d'équations diffé- 
rentielles (56) et l’équation linéaire (58) prouve que X(f) est un cova- 
riant du système (56 ). Voici ce qu'il faut entendre par là. Imaginons que 
l’on prenne un nouveau système de variables indépendantes y1, Ye, ++., Yns 
liées aux variables %1, £2, ..., Zn par les relations 


(68) Di Qi Vis Var +.) Yn) (= ER 2, ss À); 
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j i 0 . 
d'après les formules du changement de variables, a£ est une fonction 
Ti 


ae +1. S. PP 

linéaire et homogène des dérivées r » et X( f) se change en une expres- 
S dy: 

sion de mème forme 


à of "of CaN 
(69) ECF) RE t “EU PA enr 


Yis Yz, ..., Ya étant des fonctions de Vi, y», ..., Fn. Cela posé, je dis 
que le même changement de variables appliqué au système (56) conduit 
au nouveau système d'équations différentielles 


e dyı 25 dy» Fe pee dY n 
(70) re ere 


On pourrait létablir par un calcul direct, mais cela résulte aussi des pro- 
priétés précédentes. Soit en effet 


(-1) dy EX dy> EN TS dY n 
Á Zi SE 


le système auquel on est conduit en appliquant au système primitif (56) 
le changement de variables (68); il suffit de montrer que Zn, Ze, cna Zn 
sont proportionnels à Yi, Yes, ..., Ear Or, soit f(Z1, æe, ..., Ca) une 
intégrale première du système (56), et 


F(Y1; Ye: ses Yn) 


la fonction déduite de f(x, £2, ..., æ,) par le changement de variables ; 
puisque l’on a X(f) = o, on a aussi Y(F) = o. D'ailleurs F( y1, Yas ..., Yan) 
est évidemment une intégrale première du nouveau système (71), Cest- 
à-dire une intégrale de l'équation linéaire 
tya 2 EP EE dé 
dYi OYn 

Les équations linéaires Y(F)—o, Z(F)= 0, ayant les mêmes intégrales, 
ont leurs coefficients proportionnels, ce qui démontre la proposition. 

Ce dernier point résulte de ce qu’une équation linéaire X(f)= 0 est 
complètement déterminée, à un facteur près, quand on en connaît (n — 1) 
intégrales distinctes fi, fr, fn-1. En effet, les (n— 1) équations X ( f;)=0, 
linéaires et homogènes en X,, X:,..., X,, déterminent les rapports de ces 
coefficients inconnus, car tous les déterminants d'ordre (n —1) formés 
avec les dérivées partielles des fonctions f; ne peuvent être nuls en même 
temps (I, n° 28). On peut remarquer que l'équation linéaire la plus 
générale admettant les (n — 1) intégrales f; peut s'écrire 


D Ms das see a} li 


U(x, T2, <... Za) D 
1 9 , ) 
(T » To es Th 


0; 


N (£1; Z2, ..., Zn) étant une fonction arbitraire. 
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393. Multiplicateur. — La théorie du facteur intégrant a été étendue 
par Jacobi aux équations différentielles simultanées. Soient fi. fs, ..., 
fn des intégrales premières distinctes du système (56); l'équation 
X(f) = o est, comme on l’a déjà remarqué, identique à l'équation 


de D(f, fi, fe, TS. + z 


0. 
DT, Le, Da) 


Fe ! OE A ; - 
En écrivant que les coefficients des dérivées — dans les deux équations 


sont proportionnels, on est conduit à z relations que l’on peut écrire 


(72) A; = MX; (TRUE UN) 


A; désignant le coefficient de a dans le déterminant A; le facteur M 
7 
s'appelle un multiplicateur. 


Cette fonction M satisfait, quelles que soient les intégrales premières fi, 
Jos ---, fn-1, à l'équation linéaire aux dérivées partielles 


(73) (MX) _ (MX) g UMa) 


or 0T > Er Otn 


En substituant à la place de chacun des produits MX; = A; son expression 
par un déterminant d'ordre n — 1, et en effeciuant les dérivations indi- 
quées, chaque terme du premier membre est en effet le produit d'une dé- 
e 
rivée du second ordre telle que B 
Li Ox, 
tielles du premier ordre. Pour vérifier que le résultat est nul, il suffit de 
vérifier qu'il ne renferme aucune dérivée du second ordre. Prenons par 


exemple la dérivée A : cette dérivée figure dans deux termes; dans 
OL, OL 

D( fe, fa, sè EOE ) 

DiRi Liar D) 

coefficient changé de signe. La somme de ces deux termes est donc nulle, 

et de même pour les autres. 

Si M, est une intégrale particulière de l'équation (73), la substitu- 
tion M = M, p ramène cette équation à la forme X (u) = 0. Si l’on connaît 
un multiplicateur M du système (56). lintégrale générale de l’équa- 
tion (73) est d’après cela MII( fi, fs, ..., fn-1), T étant une fonction 
arbitraire. Toute fonction de cette forme est aussi un multiplicateur; en 
d’autres termes, il existe (n — 1) intégrales premières F;, ..., F,_,, telles 
que MII( fi, fe, ..., fn-1) puisse se déduire de F;, F, ..., F,_1 de la 
même façon que M se déduit de fi, fo. ..., fn-1. Il suffit pour cela que 


(i Æ k)par(n — 2) dérivées par- 


l’un elle est multipliée par > et dans l’autre par le même 
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lon ait, en supposant X; Æ 0, 


I D(F,;, Fs, ak F1) sz I D(F,, F», ss F-1) D( f1, /2 axés Pat) a 


1 DFi, Fas ooe, Ena) 1 DCE, Fa, sers En-a), MI 
X: DTi, £3, EE KDC i Ja Jaaa) D(22, es) 


D 


ou 
DEP, Eye) 
DER - Je) 


On peut satisfaire à cette condition d’une infinité de manières, et même 


= M fi, fo ces fn) 


se donner à l'avance n — 2 des intégrales premières F;. 
Considérons le système 
dr; das dtn 


(74) wF ua x, = dt, 


avec la variable auxiliaire Z. Ce système peut être ramené à la forme 
simple 


(75) .  dy;=dy:=...= dyn1=0. dYn = dt, 


en prenant pour variables les n — 1 intégrales premières fi, fa, +-+, fus 
et la fonction fn qui figure dans les formules précédentes (66); il est facile 
d’avoir l'expression générale des multiplicateurs au moyen des variables y;. 
En effet, tout multiplicateur est de la forme 


Hs D(ÿ1,Y2; -e-s Jnr) 


i 
T X, Ditar T3, seo Zm M(Yi Ya NÉ ce 


d'autre part nous avons 


dx, dr, dyi FA ri dyn _ Oti, 


BE on “dt 


aie DY n = ni OYn’ 
des formules yı = fi, ..., Yn=.fn, qui définissent le changement de 
variables, on tire en différentiant par rapport à y, et en résolvant 


di era Dar Par ses En) 
OYn D(Y1; Ya RME 
DCR; a den) 


et l'expression générale du multiplicateur peut s'écrire 


J D(r1, PRE Tr) 
(=6 — = = — p , .. —1 
(76) M D. EA Yn) (Yı Ye; Yn 1) 


® étant une fonction arbitraire de V1, Yo, ..., Yn—1. 
Supposons maintenant qu'en effectuant un changement de variables 
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quelconque ne portant que sur les x; sans changer la variable #, on ait 
ramené le système (74) à la forme 


dx dx dx, 
=m 1-5 PARAR. Tis “i A MALA d 
( 4 i ) , qe TA es 7T — t, 
ia! 29 An 


les X; étant des fonctions des nouvelles variables æ; indépendantes de z. 
Si M’ est un multiplicateur de ce nouveau système, on a encore 


! 


I DARE vel 
7} WE Dis pe Varie) }; 
(78) M DJG Vs, se: Pr) Vis Vo Pt) 


en prenant la même fonction dans les deux formules, on en déduit, en 
les divisant membre à membre, 


(79) M'= M eue Zo, 
wa A D) 
ce qui prouve que, lorsgwon connait un multiplicateur M pour le 
système (74), on peut en déduire un multiplicateur M' pour le système 
transformé. 
Cette propriété explique l’importance pratique du multiplicateur. Sup- 
posons que l’on connaisse n — 2 intégrales premières du système (56) et 
de plus un multiplicateur. On peut alors ramener ce système à la forme 


r ! ! ! 
AD" Nb bye, ER T i 
en a E a a 

gi. aag nil: 


par un changement de variables, et l’on connaîtra pour ce nouveau sys- 
5 
tème un multiplicateur M’, c’est-à-dire une solution de léquation 
| ; 


1 , 
02h! Aln 


, 


M’ est donc un facteur intégrant pour X} dx, _, — X,_, dx!,, et l’on achè- 
vera l'intégration par des quadratures,. 

Un cas particulier qui se présente fréquemment en Mécanique est celui 
os OX; sa 4 : : PARR RAR | 3 
où l’on a 3g, = 0 L'équation (73) se réduit alors à X(M) = 0, et l’on 

Ti 
connaît immédiatement un multiplicateur M = 1. 
Cette remarque s'applique aussi à l'équation du second ordre y" = f(æ, y), 
dont l'intégration revient à celle du système 
dæ dy dy" 
=- pes — 
Di 11) #2) NSP ERP 
si l’on en connaît une intégrale première L(x, y, y') = C, on peut, d'après 
ce qui précède, achever l’intégration par une quadrature. Il est facile de 
le vérifier comme il suit. Supposons l'équation (æ, y, y’) = C résolue par 


rapport à y” 
J'= (x, y; Q); 
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toutes les intégrales de cette équation du premier ordre devant satisfaire 
à l'équation y"= f(x, y), quelle que soit la constante C, on doit avoir 


dY do . . . ; A 
— + — 9 = f, et par suite, puisque f(x, y) ne renferme pas C, 
ox dy * 


d?o d?o dv dv 
— 9 + - — = 0, 


ər ` Goy T dy dd — 


. ! do : KE? 
ce qui exprime que JC est un facteur intégrant pour dy — ọ dr. 


IV. — TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES. 


394. Groupes à un paramètre (1). — Tout ensemble d’une infinité de 
transformations d’une nature quelconque, portant sur z variables 4, 
Lo, ..., Zn, forme un groupe Si la transformation obtenue en effectuant 
successivement deux transformations quelconques de cet ensemble fait 
encore partie de l’ensemble. Considérons, pour fixer les idées, deux va- 
riables z, y, et soit T la transformation définie par les formules 


(80) S'=J(r, YA), PQ, NS), 


où a désigne un paramètre arbitraire. Si Pon regarde v et y comme les 
coordonnées d’un point M dans un plan, x et y' comme les coordonnées 
d'un autre point M’, les formules précédentes définissent une transform a- 
tion ponctuelle. A chaque valeur du paramètre æ correspond ainsi une 
transformation déterminée; en faisant varier ce paramètre, on obtient 
une infinité de transformations différentes. Imaginons que l’on effectue 
successivement deux transformations différentes de cet ensemble, corres- 
pondant à deux valeurs quelconques æ et b du paramètre. La première 
transformation conduira du couple de valeurs (æ, y) au couple de valeurs 
(x, y') données par les formules (80 ); la seconde transformation conduira 
ensuite du couple (z', y’) à un troisième couple (g”, y”) où l’on a 


(81) D" = f(æ',y':0), FOURS OX 

Remplaçons dans ces dernières formules z’ et y’ par les valeurs (80); les 
formules obtenues 

(82) TNT, Fi, D) y =bg, y;a,6) 


définissent encore une transformation ponctuelle dépendant des deux para- 
mètres q et b. Nous dirons que l’ensemble des transformations (80) forme 
un groupe continu à un paramètre si la nouvelle transformation (82) 


(1) La théorie des groupes continus de transformations a été développée par 
Sophus Lie dans un grand nombre de Mémoires et dans son Ouvrage : Theorie 
der Transformationsgruppen. 
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appartient à cet ensemble. Pour cela, il faut et il suffit que les formules (82) 
soient de la forme 


(83) æ' == fs Vseh '=q{(r, ri c) 


c étant une valeur du paramètre ne dépendant que de a et de b, 

c= Ya, b). La définition qui précède s'applique évidemment quel que 

soit le nombre des variables, en particulier s’il n'y a qu'une seule variable. 
Les formules z'= x + a, ou 


g = gd, y =y+2a, 
x'= x cosa —y singa, y = x sina + y cosa, 
D = 07, LSA 


donnent des groupes à un paramètre. Au contraire, les transforma- 
tions z'= x +a, y'= y + a? ne forment pas un groupe, car la transfor- 
mation résultante de deux transformations successives 7” = x + a + b, 
y" =y + a?+ b? nẹ fait pas partie de l’ensemble. 

Si dans les formules (80) qui définissent un groupe de transformations 
on pose a = (x), étant un nouveau paramètre, il est clair que les for- 
mules obtenues définissent encore un groupe. Il en est encore de même si 
Pon fait un changement de variables, comme on peut s’en rendre compte 
a priori. En effet, si un ensemble de transformations ponctuelles dans un 
plan est tel que la transformation résultante de deux transformations 
successives fasse partie du même ensemble, il est clair que cette propriété 
est indépendante du choix des coordonnées à l’aide desquelles on fixe la 
position d’un point dans le plan. Du reste, la vérification est facile. 

Supposons que l’on pose x = H(u, v), y =M (u, 6), et soient inverse- 
ment u = N-1(x, y), e = Di! (x, y), de facon que l'on ait identiquement 


=H[N"t(2) y), te, ri = t(+#,7), Elle, »)l 


Par hypothèse, les transformations considérées forment un groupe et les 
formules (83) où c = Y(a, b) sont une conséquence des formules (80) 
et (81). Soient (u, v), (u,v), (u", v") les couples de valeurs des nouvelles 
variables qui correspondent respectivement aux couples (z, y), (æ', y"), 
Car On 


ju =l-t(x", y") =N-1) fLU(u, e) Mu, e); a], o [II (ue, e), Il (ue, e); aji 
pai =F i v a): 

h | o =N! (2', y) =i! | flu, v), I (u, 0); a], o [E(u 0), M (u, v); aj! 
= puo a), 


et tout revient à démontrer que les formules (84) définissent encore un 
groupe de transformations. Or on a par exemple u” = F(u', v'; b), ou 


u" = Ut) f{U(u', o), H(u', o');b], e[H(u', o), H(u', v); b)i, 
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ce qui est encore égal, puisque les formules (80) définissent un groupe, à 
-if f(x’, y'; b), ox, y: b)]= [f(x y; ce), o(æ, y: c)], 
, ` . ” 
c’est-à-dire à 
i i J(u, v), Ie, »); c], eriu, o) meu ea h = F(u,v:0c), 


et l'on verrait de même que l’on a "= Du, v; c). 

Deux groupes de transformations que lon ramène ainsi lun à l’autre 
par un changement de variables sont dits semblables. Par exemple, les 
deux groupes z'= ax, u'= u + b sont semblables, car on passe de l'un 
à l’autre en posant u = logæ, b = loga. 

Nous allons déterminer tous les groupes à un paramètre en supposant 
que les fonctions f et ẹ sont analytiques, et en supposant de plus que le 
groupe renferme la transformation identique, c’est-à-dire que, pour une 
valeur particulière &, du paramètre, l’on a f(x, y; &) = £, 9(£, V: ao) = Y, 
quels que soient æ et y. 

Dans les équations de condition 


(85) fe, y; 6)= fe, 7; ce), p(z', y’: b)=o(x, y;c), 


on peut considérer z, y, a, c comme des variables indépendantes, et b 
comme une fonction de a et de c définie par la relation c = Ÿ(a, b); 
æ' et y' sont des fonctions de æ, y, a, définies par les formules (80). En 
prenant les dérivées par rapport à a, on tire des relations (85) 


of dx’ of dy’ of db do 0x’ do dy’ do db 
(en Or DRE A Ets 
dx" da dy da db da dx" da dy' da db da 
ne t donné par | lati AA et lépend par con 
mais — est donné par la relation — + — — =0 ne dépenc - 
da Gé da * 0b da j AER P 
séquent que de a et Je b. En résolvant les équations précédentes (86) par 
dx' oy « 
rapport à —: Y, on obtient donc des formules de la forme 
da oda 
dx" dy" 


Se = Ala, BJELLE y b), n ENa b)n(z', y’, O: 
Or æ' et y’ ne dépendent pas de D, il en est donc de mème de À, &, n, et 
par suite +’ et y’ sont les intégrales du système d’équations différentielles 


, ' 


dx dy 


— r = —— =) da, 
ri WOY UE 


(87) 
qui pour a = aÿ prennent respectivement les valeurs x et y. Inversement, 
quelles que soient les fonctions E(æ, y), n(æ, y), les formules z'= f(x, y, à), 
y'= (x, Y, a), qui représentent les intégrales du système précédent se 
réduisant respectivement à v et à y, pour une valeur particulière æo du 
paramètre, définissent un groupe continu de transformations. Nous 
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pouvons d’abord, pour simplifier, introduire un nouveau paramètre ¿ en 
a 
osant { — À(a)da, ce qui permet d'écrire les équations différen- 
p P q 
Y“ do 


tielles (87) sous la forme réduite 


dax’ dy’ 


T AU 7 7 = dt. 
UP; Y) MEYN 


(88) 


L'intégrale générale de ce système peut s'écrire, comme on l’a vu plus 


haut (n° 392), 
Que, ji Cr, (x, y) = t + Co, 


Q, et Q, étant des fonctions déterminées de zx’, y’, et Cı, C étant deux 
constantes arbitraires. Les intégrales qui pour Z = o prennent les valeurs x 
et y sont données par le système d'équations 


(89) Gr", 7") = Ge, F), Q(z, y) =Q (r; y) +t. 


Les formules précédentes définissent bien un groupe continu, car si 
Pon effectue successivement les deux transformations qui correspondent 
aux valeurs /, et {; du paramètre, la transformation résultante correspond 
à la valeur ĉi ĉa du paramètre. Les deux transformations qui corres- 
pondent aux valeurs { et — ź sont inverses l’une de l’autre. Si l’on a 


a'=jf(#, y: 1), r'=p(z;, y; t), 
inversement on peut écrire 
E AEA EN Y= al y’; —t). 
Prenons pour nouvelles variables 
u = Q(x, y), e = Q(x, y); 
les formules (89) deviennent 
(90) u = 4, v'=p+é; 


on dit que le groupe est ramené à la forme réduite. Tout groupe continu 
à un paramètre est donc semblable à un groupe de translations. 
Prenons par exemple le groupe z'= ax, y = a?y. Nous avons. en 
appliquant la méthode générale, 
0x" g dy" 


ne A th CU 


Les équations différentielles (88) sont dans ce cas 


2Y a 
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en posant { = loga. Les équations finies du groupe peuvent s'écrire 
LR RE logz'= logæ + t, 


et on les mettra sous la forme réduite en prenant pour nouvelles va- 


riables logzæ et Et 


395. Application aux équations différentielles. — Supposons qu’une 
équation différentielle donnée 


dy æy dny\ 
(91) Pimy aa Hit is = 0 


admette un groupe connu de transformations à un paramètre, c'est-à-dire 
soit identique à l'équation obtenue en effectuant sur les variables + et y 
le changement de variables défini par les formules (80), quelle que soit 
la valeur numérique du paramètre æ. On peut se servir de cette propriété 
pour simplifier l'intégration. En effet, imaginons qu'on effectue d'abord 
un changement de variables de façon à ramener les équations qui défi- 
nissent le groupe considéré à la forme simple u'= u, ?' =v + a. Le même 
changement de variables, appliqué à l'équation différentielle proposée, 
conduit à une nouvelle équation d'ordre n 


de dv dnv\ 


(92) du, Far FF . 


hs du’ ) se 

qui ne doit pas changer quand on y remplace ¢ par o + a, quelle que 
soit la valeur numérique de la constante a. Ceci ne peut avoir lieu que 
si le premier membre d ne renferme pas la variable v. Si l’équation est 
du premier ordre, on obtiendra l'intégrale générale par une quadrature ; 


> i A > : j Te dv 
Si n>œı1, on abaissera l’ordre de l'équation d’une unité en prenant = 
u 
pour la fonction inconnue. 
Prenons par exemple équation homogène du premier ordre 


Cette équation ne change pas, quand on remplace v et y paraz etay 
respectivement, quelle que soit la constante a. Or les formules z' = ax, 
y'= ay définissent un groupe de transformations, que l’on peut encore 
écrire 
! 

Ki K | ' 

= = — 0 = log +t. 

= A sy 5Y 


PA 
> 
grant par une quadrature (voir, n° 365). 


En posant = 4, lo = v, on sera donc conduit à une équation s'inté- 
P ; 14 ; 
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Considérons encore l'équation linéaire du premier ordre, et d’abord 


y : E - : l 
Péquation homogène == + Py = v0. Cette équation ne changeant pas 


dx 
quand on remplace y par ay, quelle que soit la constante a, on peut dire 
qu’elle admet le groupe de transformations z'= z, y'=— ay. Elle s'inté- 
grera donc par une quadrature, en prenant log y pour fonction inconnue. 
Soit en second lieu 


dy 
(93) = ie ASE Thu ee 
l'équation linéaire générale, et soit y, une intégrale particulière non nulle 
ve. ce N'a y ; 
de équation Z + P y = 0. I est facile de vérifier que l’équation (93) ne 


change pas quand on remplace y par y + 4 yı; elle admet donc le groupe 
de transformations défini par les formules 


! 


= Pau A 
Yai Ni 
En prenant pour nouvelle inconnue X, on doit donc être conduit à une 
yı 


équation intégrable par une quadrature. On est précisément conduit aux 
calculs du n° 366, et l’on verrait de même que les différents cas d’abaisse- 
ment qui ont été signalés (n° 380) pour les équations d'ordre supérieur ne 
sont au fond que des cas particuliers de la méthode précédente. 

Ces différents procédés, qui apparaissent au premier abord comme des 
artifices de calcul sans aucun lien entre eux, peuvent ainsi être rattachés 
à un point de vue commun au moyen de la théorie des groupes de trans- 
formations. A tout groupe continu de transformations à un paramètre 
entre deux variables æ et y, on peut de cette façon faire correspondre 
une infinité d'équations du premier ordre qui s'intègrent par une quadra- 
ture, et d'équations d'ordre supérieur dont on peut abaisser l'ordre d'une 
unité, Cette remarque peut avoir une importance pratique dans la mise 
en équation de certains problèmes. Supposons en effet qu'il s'agisse de 
trouver des courbes planes jouissant d'une certaine propriété et que l’on 
connaisse a priori un groupe (G) de transformations à un paramètre tel 
que, si Pon applique une transformation quelconque de (G) à une courbe 
possédant la propriété en question, la nouvelle courbe possède la même 
propriété. Il est clair que l'équation différentielle de ces courbes admettra 
le groupe donné de transformations. Si donc l’on choisit un système de 
coordonnées (u, v) tel que les équations du groupe (G) soient w'= u, 
v'— p +a, l'équation différentielle des courbes cherchées dans ce système 
de coordonnées ne renfermera que u, Le e +... Par exemple, sup- 

du du? 
posons que l’on veuille obtenir les projections sur le plan des æy des 
lignes asymptotiques ou des lignes de courbure d’une surface hélicoïde, 
l'axe Oz étant laxe du mouvement hélicoïdal qui fait glisser la surface 
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sur elle-même. Il est clair que, si une courbe C du plan des gy répond à 
la question, il en sera de même de toutes les courbes que l’on obtient en 
faisant tourner C d’un angle quelconque autour de l’origine. L'équation 
différentielle de ces courbes admet donc le groupe formé par les rota- 
tions autour de l’origine ; les équations de ce groupe sont, avec les coor- 


données polaires, 0'= 2, w'= w + a. Avec le système de variables P; w, 


1 3 5 dw 

l'équation différentielle ne renfermera donc que 3 et T (voir I, n° 243). 
lo 
4 


Jusqu'ici nous avons supposé le groupe G connu. Nous sommes donc 
conduit à examiner le problème suivant : Une équation différentielle 
étant donnée, reconnaitre si elle admet un ou plusieurs groupes 
continus de transformations à un paramètre, et déterminer ces 
groupes. C'est une question très importante, que je ne puis songer à déve- 
lopper ici; je me bornerai à quelques indications. 


396. Transformations infinitésimales. — tant donné un système 
de transformations effectuées sur À variables, défini par les formules 


(94) Li Pis Bas rei Paya) (het 2 APR 


où les fonctions f; dépendent d’un paramètre arbitraire a, on dit encore 
que ces transformations forment un groupe si la transformation résultant 
de deux transformations quelconques de ce système effectuées successive- 
ment appartient encore au système. On démontre comme plus haut que 
tout groupe qui renferme la transformation identique, c’est-à-dire tel que 


l’on ait, pour une valeur ao du paramètre, quels que soient Si, Va, ...,Œn, 


Jil lilas esen Fa Go) = rt SN) 


s'obtient en intégrant un système d'équations différentielles 


dr K dx, bs 
(95) | TEE ANDRE TN ue vs er ds dla 
| " ME 1 Dh) enei 
Soient 
(96) B= ol Ei Lre Ca E) CES NO R) 


les intégrales de ce système qui se réduisent à 21, Z2, ..., Zn respective- 
ment pour ¿= 0. Les formules (96) définissent un groupe continu à un 
paramètre, la variable ¿ jouant le rôle de paramètre. Nous avons vu en 
effet (n° 392) que l'intégrale générale de ce système peut s'écrire 


Qi (Tis To) ….) Th)= Ci, 


Nr 
’ ! ! ! 
Qn1(Ti; Los -ewy Th) = Gni Qn (£i, OCT) Th) =t + Ca; 
Qi, R2, ..., Qn étant n fonctions des variables v; que l’on a définies avec 


Ga IE 26 
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précision. Les intégrales qui pour £= o prennent les valeurs æ;, Zi; ..., 
£n sont donc fournies par les relations 


w | (rs, -ees Ln) = (di, +. Zn) (mt, sc) 
972: | O2, rm) al a Ea seu Tn)+ E, 

équivalentes aux formules (96). Sous cette nouvelle forme, on voit immé- 
diatement que ces transformations forment un groupe. 

Soit F(æ,, Za, ..., Zn) une fonction des n variables æ;; si nous y rem- 
plaçons les variables z; par les fonctions +; déduites des formules (96), 
le résultat F(Z}, Zh, ..., Zh) est une fonction de 21, Z2, ..., Zn, t, qui 
pour 4 = o se réduit à F (21, Za, +.., Zn). Proposons-nous de développer 
cette fonction suivant les puissances croissantes de £. 

D'une façon générale, nous désignons par F' ce que devient une fonc- 
tion F(æ1, Ze, ..., Zn) quand on y remplace z; par æ;, et nous poserons, 
f étant une fonction quelconque de 1, ə, ..., Zn, 


ð 0 
X(F) = E1 (Ti, Lo, +. Zn) M ni En(Ti, a ioi ahs 
“n 


les variables æ; étant remplacées par £, nous poserons de même 


! T 1 ! ER 9 i d ! of" 
X'(f')= (25, Do, a Tn) a He + En Los 0 55 gr us 
dr; Ô0Tn 


Cela posé, nous avons d’après les équations différentielles (95) 


dE" , ' oF” ' , ! oF’ ! , 
dt AAC ...3 Tn) Fa +... + En(Ti; Toy Cn) 5 = X (F ); 


nous avons ensuite 


d?F" COR e 
DE = XF = X'IX(FO], 
et d’une façon générale 
dr F' 
— Xp F' 
T S KWF’), 


X'»( F') désignant le résultat de l'opération X’ effectuée p fois successive- 
, r ' ’ . ` dP | sl 
ment. Pour t =0, 24y Lh, <- ZnSe réduisent à 7, Zas ..., Ens | —— 
\ dtP }e=o 
est égal à XP/(F), et le développement de F’ est donné par la formule 
í Eini a ONERA a ta LALE) 
8 e" tP 
(98) | +— XO (F)+...+ — XP (F) +... 
1.2 p! 


La fonction F étant supposée régulière dans le voisinage des valeurs #4, 
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La, +. Tn, la Série du second membre est convergente tant que |£| est 


suffisamment petit. En particulier, nous avons 


t io REA 
(99) Li = Ti + = + don à X(E;)+ = KYU (EA 
+ I 12 1.2.9 


Donnons à {une valeur infiniment petite 94; les formules précédentes 
euvent s’écriré en posant Ôr;=æx;— 7;, et en négligeant les infiniment 
l 3 = jo =] 
petits d'ordre supérieur au premier par rapport à Ô6, 


(100) emi = EU, Oo = Ea Ôt, AT Otn = En ôt. 
On dit que ces formules définissent une transformation in finitésimale, 
et X(f),ou is -v est le symbole de cette transformation infinitésimale. 
: zi à 


A tout groupe à un paramètre correspond une transformation infinitési- 
male, et inversement; on peut choisir à volonté z fonctions F0 AN 24 
de Z1, Za, ..., Zn, et X(f) est le symbole d’une transformation infinité- 
simale définissant un groupe continu dont on obtiendrait les équations en 
intégrant le système d'équations différentielles (95). L'introduction des 
transformations infinitésimales a permis d'appliquer à la théorie des 
groupes les méthodes du calcul infinitésimal. Du reste, dans beaucoup de 
questions relatives aux groupes, c'est la transformation infinitésimale qui 
intervient seule, comme nous allons en voir des exemples. 

Considérons Z1, Zə, .... Zn comme les coordonnées d’un point dans 
l’espace à z dimensions, et { comme une variable indépendante mesurant 
le temps. Lorsque ¢ varie, le point de coordonnées z4, £}, ..., £}, décrit 
dans l’espace à n dimensions une courbe ou trajectoire partant du 
point (L1, Zə, ..., Zn). L'espace à n dimensions. ou du moins un domaine 
pris dans cet espace, est ainsi décomposé en une infinité de multiplicités 
à une dimension, chaque point de ce domaine appartenant à une seule 
multiplicité. On dit qu’une fonction F(x1, ..., £n) est un énvartiant du 
groupe considéré lorsque l’on a, quel que soit £, 


Raa aa NE 1 RER 4: 


Il est aisé d’avoir tous les invariants d’un groupe. En effet, en divisant 
par ¿ les deux membres de l'équation (98), où l’on suppose F'= F, il 
vient 

tp—1 
Tr ARNS 


cette égalité devant avoir lieu quel que soit £, il faut en particulier que 
l'on ait X(F) = o. On dit alors que la fonction F admet la transformation 
infinitésimale du groupe. Cette condition est d'ailleurs suffisante, car, si 
lon a X(F) = 0, lon a aussi X[X(F)] = 0, ..., et par suite XAF) = 0, 
quel que soit p. Les seuls invariants du groupe à un paramètre sont 
donc les intégrales de l'équation X(f) = 0. 

Remarquons que si deux groupes ont respectivement pour transforma- 


X(F) + É XO(F) +... XMÇF)+...= 0: 


www.rcin.org.pl 


404 CHAPITRE XIX. — THÉORÈMES D'EXISTENCE. 


tions infinitésimales X(f)et HX(f), H(x;, £2, .«.., Zn) étant une fonc- 
tion quelconque, ces deux groupes ont les mêmes invariants, sans être 
identiques. Si l’on applique à un même point les transformations des deux 
groupes, ce point décrira bien la mème trajectoire, mais avec des vitesses 
différentes. Inversement, si deux groupes ont les mêmes invariants, les deux 
transformations infinitésimales X(f) et Y(f) ne peuvent différer que par 
un facteur II(æ, Z2, ..., ©) ne dépendant que de Ti, Ta, ..., Zn, Car les 
deux équations X(f)— 0, Y(f) — o doivent avoir les mêmes intégrales. 
Nous introduirons encore une notion importante. Soit 


(101) = FR Yi ©); Yi=9(2, Y;a) 


un groupe continu à deux variables. Si l’on applique une transformation 
de ce groupe à tous les points d'une courbe plane C, on obtient une autre 
courbe plane C;. Soient y’, y", ..., y™ les dérivées successives de y par 
rapport à æ et Yi, Yis --., 1" les dérivées successives de y, par rapport 
à xı; nous avons vu (I, n° 35) comment on peut calculer ces dérivées suc- 
cessives au moyen de z, y, y', ...,.y'#}, ce qui conduit à des formules de 
la forme 

pi = p (7, y, x a), 

6 | yi = ylz, y y’, y"; a), 


pi = Wa (T; P Fa upy A: a). 


Les formules (101) et (102) définissent encore un groupe de transforma- 
tions à n + 2 variables æ, y, y’, ..., y}, que l’on appelle le groupe pro- 
longé du premier. Nous admettrons ce point dont la démonstration n'offre 
d'autres difficultés que quelques longueurs d'écriture. Nous montrerons 
seulement comment on peut calculer la transformation infinitésimale du 
groupe prolongé. Soit (£, y) x +n(æ, y) £ la transformation infinité- 


simale du groupe donné. Nous pouvons écrire les équations de ce groupe 


t t? o oÈ ` 
| a=r+ tty i- SP F) 


E ox ‘dy 
(103) 
t dn dn ` 
lri=y+ Eney) mti o aa -3 
et lon en déduit n 
t {on ) 
, dy, dy + 2 (5 z) dy ) + .. 
PEA t /% 3 
d (aey) 


Le coefficient de t dans le second membre, dont nous avons seulement 
besoin, s'obtient par une division, et il est égal à 


SUP EP A e N TE A 
ne ( -E)Z (SIZ) 
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Le symbole de la transformation infinitésimale du groupe prolongé est 
donc, pour n =1, 


e AS di or, 
ox oy . osr # dy 


of dE , oE 2] of 
dy 


of 3 
ElL, 7) Haley) 


Le procédé est général. Si le coefficient de Z dans le développement 
de yi est r(æ, y,y', ..., VO NY on a pour yy 


(n—1 
y) D dy 


dx; Eu ` t ož JE 


Y 


et le coefficient de £ dans le second membre est 


dr ( o% dŒ  ,\ 
= y™ > 22y ) s 


dx 


On peut donc calculer de proche en proche les transformations infini- 
tésimales des groupes prolongés que lon peut déduire du groupe consi- 
déré, en s’arrêtant à telle valeur de n que lon veut. 

On dit qu’un système d'équations différentielles 


(104) dr; dx) dr, 

Xi se LR e eie g Tm 
admet le groupe de transformations à un paramètre G défini par les for- 
mules (94) lorsqu'il se change en un système de même forme 


(105) — = —— =, —— 


quand on prend pour nouvelles variables x, £4, ..., £h, au lieu de z4, 
Ta, ..., Zh, el Cela quelle que soit la valeur du paramètre a. D'après la 
liaison qui a été établie entre le système (104) et l'équation aux dérivées 
partielles 


PTS. EN 
(106) a h OS ue a, 


il faut et il suffit pour cela que toute transformation du groupe G con- 
duise de l'équation 

n 

D of 

A(T) = Xi (tis Tas Zn) 57 

, D 

t=1 
à une équation linéaire équivalente à X(f )= 0, quelle que soit la valeur 
du paramètre a. Si f(x, Ta, ..., Zn) est une intégrale de X(f)= 0, 
SAt Te, -.., 2A) est aussi une intégrale de X'(f)= 0, et, par suite, 
après qu'on y a remplacé x, ..., æ, par leurs expressions (94), 
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f(æi,...,æ#,) doit encore être une intégrale de X(f) = 0. I] s'ensuit que 
la condition nécessaire et suffisante pour que le système d'équations diffé- 
rentielles (104) admette le groupe de transformations G, c’est que toute 
transformation de ce groupe change une intégrale de l’équation X(/) = 0 
en une intégrale de la même équation. 

Soit 

- mens ul PR À 
(107) (f)= Ë: Fe x + £o PA +...+ En E 
la transformation infinitésimale du groupe G. Nous pouvons écrire, en 
remplaçant le paramètre a par le paramètre { défini plus haut, 


0 , , C-n t? ` 7 
Fit PR PAL EURE To, eig EL ARR? Eee LEGAL tes se 


Si f(£ı ..., Zn) est une intégrale quelconque de l'équation (106), il 
doit en être de mème de f(æ, ...,æ,) et par suite de 


PUR sois dal JU, 25" Pal 


ou de 


TOP) + È TITA] +- 


quel que soit €. En particulier T( f) doit ètre une intégrale de lPéqua- 
tion (106). Cette condition est suffisante. Soient, en elfet, fi, f2, +. fno= 
un système de z — 1 intégrales distinctes ; si FL PE Tee POP 
sont aussi des intégrales, il en est de même de T(f), f étant une autre 


intégrale quelconque. Nous avons en effet f = I( fi, fa: ..., fa-1), et par 
suite 
JU dli 
Tine T + — va 
rE TT A 


T(f) étant une intégrale, il en est de même de T[T(f)], et ainsi de 
suite; il en est donc de même de f(x, æ,, ..., Zn) 

Donc, pour que le système (104) admette le groupe G de transfor- 
mations, il faut et il suffit que, si f est une intégrale de X(f) = 0, cl 
en soit de mème de T( f). On dit pour abréger que l'équation X(f) = o 
admet la transformation infinitésimale T (f). 


Cela posé, reprenons une équation différentielle du premier ordre 


(108) ER — Le 
Pour que l'équation X(f) = : A +B or = o admette la transformation 


dx oy 
APE of D ue ; ; T 
infinitésimale £ == =+ 1 —, il faudra que l'on ait. en désignant par w(g 
S x£ ' dy q 5 l y 
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une intégrale (autre qu'une constante) de X( f) = 0, 


du) dw Jw w 
A — + B — =o, Ł — =+ n — = (vw), 
ox dy 0x dy 


H(w) étant une fonction indéterminée de w. On tire de ces relations 


dw BI(%) ðw — All(w) 
oz. An BE dy  An—BE’ 


et par suite, 
dù _ Bdr— Ady, 
Wwe)  BE—An ? 
I ; Jai 
BE — A; ‘! donc un facteur intégrant pour B dx — A dy. Inversement, 
6 TN | 
soit g(æ, y) une fonction telle que sa différentielle totale soit 


on a à la fois 
L do ) 
AEA C a O a N Tẹ) = = +7 — =:1, 
; ox 24 w 


Ts) est donc aussi une intégrale de l'équation X( 9) = 0, et nous pouvons 
énoncer le résultat comme il suit : 


Pour que léquation différentielle (108) admette le groupe de trans- 


T ER 


formations déduit de la transformation infinitésimale ? LS à 
OT oY 


il faut et ilsuffitque py yy soit un facteur intégrant pour B dx — A dy. 
s kaž, 
Cette nouvelle méthode n’exige que la connaissance de la transforma- 
tion infinitésimale du groupe. Comme il existe une infinité de facteurs 
intégrants, on voit que toute équation du premier ordre admet une infi- 
nité de transformations infinitésimales. 
Revenons au cas général du système (104). Soit X(/f)—o léquation 
linéaire correspondante et T( f) le symbole d’une transformation infinité- 


simale. Considérons l'équation 
(109) ZCA) = XITA) — TIXI) = 0, 


où X[T(f)] représente le résultat de l'opération X( ) appliquée à T( f), 

et où T|X(f)]a une signification analogue; Z( f) est encore une fonction 

linéaire et homogène des dérivées du premier ordre LA et ne ren- 
y 

ferme aucune dérivée du second ordre. Il suffit de vérifier que les coeffi- 


cients d’une dérivée du second ordre sont les mêmes dans X[T(/)] et 


rs ee \ ’ f EF : Èf 
dans T[X(/)]. Or le coefficient de Ir? est X;¢; et celui de PEETA 


www.rcin.org.pl 


408 CHAPITRE XIX. — THÉORÈMES D'EXISTENCE: 


est X;54+ Xz£; dans T[X(f)], et il est évident que ces coefficients sont 
les mêmes dans X[T(f)]. L'équation Z(f) — o est donc une équation de 
même forme què l'équation X(f) = o, que l’on peut écrire en mettant les 
coefficients en évidence 


7 à 2 RE | 
(x10) Z(f) = [X (t) — T(x] 2L +... + [X(ż;) MS DR 
CEA dr; 
Cela posé, si T( f) est une intégrale de l'équation X(f) = 0, lorsque f 
est une intégrale de cette équation, toute intégrale de X( f) = o satisfait 
évidemment à l'équation linéaire Z( f) = 0; on doit donc avoir (n° 392) 


(ur) XITAY] = TIX] = pu a +2 DR, 


o étant une fonction indéterminée de £i, Zə, ..., Zn- Réciproquement, si 
l’on a une identité de cette forme, toute intégrale de l'équation X(f) = o 
satisfait aussi à l'équation X[T(f)]= 0, et par suite T( f) est aussi une 
intégrale de l’équation X(f) =o. La condition nécessaire et suffisante 
pour que l'équation linéaire X(f)—o admette la transformation 
infinitésimale T(f), est exprimée par la relation (111) où 9 est une 
Jonction quelconque de £1, ds, ..., Zn. 
Cette relation est équivalente à (z — 1) relations distinctes 


X(E1) —T(Xr) _ X(Ës) — T(X:) _ _ X(Ën)—T(X») 
X; in As AGS X» 


Etant donnée une équation différentielle d'ordre z 


(112) 


7 dr’ dar ‘dr 


d'y dy dy dn—1 y 
dun PAE 


pour savoir si elle admet le groupe de transformations G déduit de la 
L EE É of HOT y 
transformation infinitésimale (æ, y) nt n(z, ÿ) z il suffira de rem- 
| Tr 


placer l'équation (112%) par un système de n équations différentielles du 
premier ordre, en prenant pour inconnues auxiliaires les (2 — 1) premières 
dérivées y’, y", ..., y, et d'examiner si ce système admet la transfor- 
mation infinitésimale du groupe prolongé de G. 

Prenons, par exemple, l'équation du second ordre y"= &(x, y, y'), que 
Pon peut remplacer par le système 


ou par l'équation linéaire 


SR UE, NS D Te, 
OT dr dus olL, y, Yy N; 
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il faudra examiner si cette équation admet la transformation infinitési- 
male 
y ja (2 2), Es] 


ð 
Els, y) T +1(4, y) a 


En développant les calculs, on trouve une condition, qui renferme z, 
y et y’, et qui doit être vérifiée quelles que soient les valeurs de ces 
variables. L’équation du second ordre étant donnée, si l’on veut rechercher 
les transformations infinitésimales qu’elle admet, les indéterminées dont 
on dispose £(æ, y), n(x, y) ne renferment pas y’. En écrivant que la rela- 
tion précédente est indépendante de y’, on peut avoir, suivant la fonction 
donnée #(x, y, y'), un nombre limité ou illimité d'équations auxquelles 
doivent satisfaire les fonctions (7x, y) et n(x, y). En général, ces équa- 
tions seront incompatibles, et l’on voit qu’une équation du second ordre 
prise au hasard n’admet pas de transformation infinitésimale. Il en est de 
même des équations d’ordre supérieur, et l’on comprend par là comment 
Sophus Lie a pu classer les équations différentielles, d’après le nombre des 
transformations infinitésimales distinctes qu’elles admettent. 


EXERCICES. 


l'. Soit M, la plus grande valeur absolue de f(x, yo) lorsque æ varie 
de To à + à, les lettres a, b, K, £o, yo ayant la même signification 
qu'au n° 391, l'intégrale de l'équation y'= f(æ, y) qui prend la valeur yo 
pour x = +, est continue dans l'intervalle (zo, æ9+ 0), p étant le plus 


petit des deux nombres a et ges (+ Me) 


[E. LınpeLör, Journal de Mathématiques, 1894.] 
[on établit de proche en proche, comme au n° 388, les inégalités 


[Ya —Yn1 | < M,K-1 ses: 0 


RE ARE 
et Yn restera compris entre y, —6 et yo+b, pourvu que l’on ait 


er ro < La bK | 


0 


2. Trouver deux intégrales premières des systèmes d'équations simul- 
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tanées 
d dz P ' 
(a) “Z + p'le) y — Y(æ)s =o, Ta ORPI ET) = 0, 
dy dz 
2 = 3 3 — 2 —__ — 
(B) (phare 8 ERREUR 
(= dy an dz B! a dx 
1) yg +y) (T—Y)Or+2Y +23) r(r+Y) 
À 1 nr T 
3. L'expression ——— est un facteur intégrant pour dy —f( X) de. 
T yY ; Es 
j AR rs 
4. La forme générale des équations différentielles du premier ordre qui 
RL e e of f 
admettent la transformation infinitésimale y sikli z of est 
dx dy 


;, = ọo( 7? + y?). 
En déduire un facteur intégrant. 


5. Trouver la forme générale des équations différentielles du premier 


: : ; de g of 
ordre qui admettent la transformation infinitésimale 2 + L, ou la 
pA y 


; MER PTE of of 
transformation infinitésimale + Ca + ay LA 
dx dy 


6. Trouver un groupe de transformations pour l'équation différentielle 


d > a . HEURE 
Eig = 9(T + ay), où a est constant, et en déduire un facteur intégrant. 
dæ 7 


7’. Les équations différentielles de la courbe élastique gauche 
1" Neuf. 2 No I f 
para y ED BIO 
, " t LA `a ! I R. 
GT — L3 = 0y — PT, 
! 


æ'y"— y' x" = 03 — 2, 


où a, ĝ, à sont des constantes, admettent les deux intégrales premières 
a+ y’? z? = C, B(x?+ y?)— 43'— C'. On obtient ensuite z et y par 
l'intégration d’une équation différentielle du deuxième ordre. 


[Hermire, Sur quelques applications des fonctions elliptiques (p. 93).] 
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CHAPITRE XX. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 


I. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES. — SYSTÈMES FONDAMENTAUX. 


Les équations différentielles les mieux étudiées jusqu’à présent 
sont les équations linéaires. Elles jouissent d’un ensemble de 
propriétés caractéristiques, qui les distinguent nettement et en 
facilitent l'étude. D'ailleurs elles interviennent dañs un grand 
nombre d'applications importantes de l'Analyse, et leur étude 
préliminaire est très utile avant d'aborder les équations différen- 
tielles de la forme la plus générale. Nous n’étudierons ici que les 
équalions dont les coeflicients sont des fonctions analytiques de 


la variable indépendante. 


397. Points singuliers d’une équation différentielle linéaire. — 
Une équation différentielle linéaire d’ordre z est de la forme 


d" y d-i y 


= nm... 
Tan + 0 a eee an- DE + An ÿ an = 0; 


(3) Te 


di, As, se. Anyi Étant des fonctions de la seule variable z. Son 


intégration est équivalente à celle du système 
S l 


dY n-1 

je “si + ai Yni +.. + ni + any + an+ = O, 
(2) 

dy pR. dy ste dY n-2 T2) 

+ TR rA = N2, ...3 EA = Y n1, 


obtenu en prenant pour inconnues auxiliaires les n — ı premières 
dérivées de y. Supposons les coefficients a; holomorphes dans un 
cercle C, de rayon R ayant son centre au point Zo, et soient Vo, 
Vos Pas +++ VS" un système de n constantes arbitraires. En 
appliquant aux équations (2) un résultat général établi plus 
haut (n° 384), nous voyons que l’équation (1) admet une inté- 
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grale holomorphe dans le cercle Ca, prenant la valeur yo 
pour x —x,, tandis que ses n — 1 premières dérivées ont res- 
pectivement les valeurs Yister tTI pour & = x. 

Nous savons d’ailleurs, d’après la théorie générale, que c’est la 
seule intégrale de l’équation (1) satisfaisant à ces conditions ini- 
tiales; nous dirons, pour abréger, qu’elle est définie par les con- 
ditions initiales (to, Xos Yo Yu ++» YY7"). Cela posé, suppo- 
sons d’abord, pour fixer les idées, que les coefficients æ; sont des 
fonctions uniformes de z, n'ayant dans tout le plan que des points 
singuliers isolés. Soit L un chemin joignant deux points non sin- 
guliers x, et X, et ne passant par aucun point singulier; l'intégrale 
qui est définie par les conditions initiales (Zo, Yo, Vos +++, 0") 
est représentée par une série entière P(x — zo) convergente dans 
le cercle Co, de centre £o passant par le point singulier le plus 
voisin de æ,. On peut, au moyen de cette série, suivre la varia- 
tion de l'intégrale le long du chemin L, tant que ce chemin ne 
sort pas du cercle Co. Si la ligne L sort de Co en un point æ, pre- 
nons sur ce chemin un point æ, intérieur à Co et assez voisin 
de x pour que le cercle C, de centre +, passant par le point singu- 
lier le plus voisin ne soit pas tout entier à l’intérieur de Co. De 
la série P(x — zo) et de celles qu’on obtient par des dérivations 
successives on peut déduire les valeurs de l'intégrale et de 
ses n —1 premières dérivées au point gı. Soient Vi, Yi, ++- 


(ni) 


Yi 


par les conditions initiales (£4, Yi, Yis ..., YY"), est représentée 


ces valeurs; l'intégrale de l'équation (1), qui est définie 


par une série entière P, (x — x,) convergente dans le cercle C,. 
Les sommes des deux séries P(x — x,) et P, (£ — x,) sont égales 
dans la partie commune aux deux cercles Co et Ci, puisqu'elles 
représentent l’une et l’autre une intégrale de l'équation (1) sa- 
tisfaisant aux mêmes conditions initiales. [l s'ensuit que la 
série P, (£ — x,) représente le prolongement analytique dans le 
cercle C, de la fonction analytique définie dans le cercle Co par 
la série P(x — zo). Si toute la portion de L comprise entre z, et X 
n’est pas située dans le cercle C,, on prendra un nouveau point £» 
sur ce chemin à l’intérieur de C,, et ainsi de suite. 

On arrivera certainement à un cercle renfermant le point X au 
bout d’un nombre fini d'opérations. En effet, soient S la longueur 
du chemin L et à la limite inférieure de la distance d’un point 
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quelconque de L à lun des points singuliers. Les rayons des 
cercles successifs employés sont au moins égaux à à, et l’on peut 
choisir les centres de ces cercles de facon que la distance de deux 


`A 


Ż . . p » ` (0) ` , b 
centres conséculifs soit Superieure é Si Après p operations la lon- 


gueur de la ligne brisée obtenue en joignant ces centres suc- 
` 


A 
cessifs sera au moins égale à p E. Si l'on a p : > S, la longueur 
de cette ligne brisée sera supérieure à la longueur de L; après 
(p — 1) opérations au plus, on sera donc arrivé à un cercle ren- 
fermant toute la portion de L comprise entre le centre de ce cercle 
et le point X. 

On voil en résumé que l’on peut poursuivre le prolongement 
analytique de l'intégrale, tant que le chemin décrit par la variable 
ne passe par aucun des points singuliers des coefficients a;. Nous 
savons donc a priori quels sont les seuls points qui puissent être 
des points singuliers pour les intégrales d’une équation linéaire; 
il peut d’ailleurs arriver qu'un point æ soit un point singulier 
pour quelques-uns des coefficients 4; sans être un point singulier 
pour loutes les intégrales. Dans le cas particulier où les coeffi- 
cients sont des polynomes ou des fonctions entières, toutes les 
intégrales sont des fonctions holomorphes dans tout le plan, c'est- 
à-dire des fonctions entières, pouvant se réduire à des polynomes. 


Les raisonnements s'étendent aussi au cas où les coefficients a; ont des 
singularités quelconques, ces fonctions pouvant être multiformes. Si l’on 
part d’un point #9, où ces coefficients sont holomorphes, et que l’on fasse 
décrire à la variable x un chemin L tout le long duquel on puisse pour- 
suivre le prolongement analytique des coefficients a;, on peut également 
poursuivre le prolongement analytique des intégrales le long de ce chemin. 
Les séries entières qui représentent les intégrales sont convergentes dans 
les mêmes cercles que les séries qui représentent les coefficients. 

Ces résultats sont bien d'accord avec ceux que l’on a déduits de la 
méthode des approximations successives (n° 390). 


398. Systèmes fondamentaux. — Considérons une équation 
linéaire el homogène, ne renfermant pas de terme indépendant 


de y, 
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nous désignons ici par F(y), non plus une fonction de la variable y, 
mais le résultat d’une opération effectuée sur une fonction y de la 
variable x. D’après la définition même de ce symbole d'opération, 
il est clair que, si V4, Ye, +- -, Yp Sont p fonctions quelconques 
de x, et Ci, C2, ..., Cp des constantes quelconques, on a la 


relation 
F(Ciyi+ Caya+...+ CpYp) = CiF(y1)+ Ga F(Y2) +... +CpF(Yp); 


Si Vis Va, +++; Yp Sont des intégrales de l'équation (3), il en est 
donc de même de Ci yi + CoYo +... + pyp, quelles que soient 
les valeurs numériques des constantes C;. Lorsque l’on connaît n 
intégrales particulières V4, V2, - ++, Yn de cette équation, on peut 
par conséquent en déduire une intégrale 


(4) 2 y = ayi + Caya... + CnYn, 


dans l'expression de laquelle figurent z constantes arbitraires C,, 
C2, ..., Cn. On ne peut pas en conclure que la formule (4) re- 
présente bien l'intégrale générale de l'équation (3); il faut aupara- 
vant s'assurer que l’on peut disposer des constantes C,, Ca, ...,C; 
de facon que, pour une valeur particulière x, de x, différente des 
points singuliers, y et ses n — 1 premières dérivées prennent des 
valeurs quelconques données à l’avance. Désignons pour abréger 
par (y?) la valeur que prend au point x, la dérivée piè™e de l’in- 
tégrale particulière y;. En égalant à des quantités arbitraires les 
valeurs de l’intégrale y et de ses n —1 premières dérivées au 
point zo, on obtient un système de n équations linéaires pour 
déterminer les constantes C,, C:,..., Cn. Le déterminant, formé 
par les coefficients de ces inconnues, doit être différent de zéro. 
Nous désignerons par A(Y1, Ya, - -+ Yn) ce déterminant qui est 
formé par les fonctions y, V2, :.., Yn, et leurs dérivées jusqu’à 
celles d'ordre n —1, 
Yı POTER TER 

; | ; 
(5) EME TA EX E E DENT 


y= y=» fa. CED 
Si ce déterminant A (V1, V2, ---, Yn), qui est une fonction holo- 


morphe de x dans toute région où les coefficients a; sont holo- 
morphes, n'est pas identiquement nul, choisissons pour æ, un 
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point où ce déterminant ne soit pas nul; nous pouvons alors 
déterminer les constantes C; de façon que y et ses n—ı pre- 
mières dérivées prennent pour x, des valeurs initiales quel- 
conques. Toute intégrale de l'équation (3) est donc comprise 
dans la formule (4); on dit, pour abréger, que cette formule 
représente l’intégrale générale de l'équation (3). Les inté- 
grales y1,Y2, +.., Yn, telles que le déterminant A( y1, Va, ...,Yn) 
est différent de zéro, forment un système fondamental. 

Si ce déterminant A( y1, Y2, :-., Yn) est identiquement nul, 
quelques-unes des intégrales Vi, Vos ..., Yn peuvent se déduire 
des autres. D'une facon générale, nous dirons que n fonctions y4, 
Vas ++, Yn de la variable x ne sont pas linéairement distinctes 
lorsqu'il existe entre ces n fonctions une relation de la forme 


(6) Ci yi + Ca yz+...—+ CnYn= 0, 


Ci, C2, -.., Cn étant des constantes non toutes nulles. Pour que 
n fonctions Yi, Va, -+.., Vn ne soient pas linéairement dis- 
tinctes, il fautet ilsuffitque le déterminant A( y1. Vz,- .., Vn) 
soit identiquement nul. 

D’abord la condition est nécessaire. On déduit, en effet, de la 


relation (6) les (n — 1) relations de même forme 
(D  GyP + Coyp+.. + CryP =o (pa tas 5/41) 


entre les dérivées du premier ordre, du deuxième ordre, etc. des 
fonctions y;. Les coefficients C; n'étant pas tous nuls par hypo- 
thèse, les équations (6) et (7) ne peuvent être compatibles que si 
le déterminant A( V1, V2; + -+ Yn) est identiquement nul. 
Réciproquement, supposons A = 0, et supposons d’abord que 
tous les mineurs du premier ordre de A relatifs aux éléments de la 
dernière ligne ne sont pas nuls identiquement, par exemple que 


le coefficient de y" 
K1 V2 se. Jna 
ò = y'i Y? CE, Pasi 
E a MEES a EE o 


est différent de zéro. Soit A une région du plan de ia variable x 
où les fonctions y; sont holomorphes, et où ce déterminant à ne 
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s’annule pas. Posons 


| Yn= Ki Yi + Kiyai t.. t Kn-1Yn-1, 
(8) ) Ya = Ki yi + Kayi +... + | E E 


| LUS Le TERRES PLAN EAU E | 


JD = KP + KE + + Ko Jnr ; 


ces n — 1 équations déterminent pour K,, Ko, ..., K,_, des fonc- 
tions holomorphes de x dans la région A, car K; est le quotient 
d’une fonction holomorphe par le mineur à qui ne s’annule pas 
dans A. Ces fonctions K,, ..., K,_, satisfont aussi à la relation 


(9) Jr = Ki y + Roy ++ Ko 


puisque A (Y1, Y2; +++, Yn) est nul en tout point de A. En diffé- 
rentiant une fois chacune des équations (8), et tenant compte de 
ces équations elles-mêmes et de la relation (9), il vient 


! n—2) CS à C=) a 
Ki»; Tr Ky Yna = 0; 


et par suite K =K = a= K0: Les fonctions K,, ..., Ansi 
sont donc des constantes et l’on a bien, entre les n fonctions y, 
Vas +.) Yn, Une relation de la forme (6), où tous les coefficients 
sont constants, le coefficient C, étant différent de zéro. Cette rela- 
tion étant établie pour la région A subsiste évidemment dans tout 
le domaine d'existence des fonctions V4, Ya, +++, Yne 

Observons que le mineur à est précisément égal à 


AASS i sert) 


si ce mineur à est identiquement nul sans que A(Yi, Vas ve) Yn-2) 
soit nul aussi, on en déduira de même que les fonctions y,, V2, -+.., 
Yn_A Vérilient une relation de la forme (6), où C, = 0, Cn, n'étant 
pas nul. En continuant de la sorte, on finira donc toujours par 
arriver à une relation de la forme (6), quelques-uns des coeffi- 
cients C; pouvant être nuls. Si donc on connaît n intégrales de 
l'équation (3) telles que A(Y1,Y2, + .., Yn) = 0, l’une au moins 
de ces intégrales esl une combinaison linéaire à coefficients con- 
stants des autres intégrales; il peut d’ailleurs se faire que ces n 


www.rcin.org.pl 


I. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES. — SYSTÈMES FONDAMENTAUX. 413 


intégrales se réduisent en réalité à p intégrales distinctes 
(p<n—ı). 


Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que tous les déterminants 
analogues à A que l’on peut former avec p +1 de ces intégrales 
soient tous nuls, l’un au moins des déterminants formés avec p 
intégrales étant différent de zéro. 

Le même lemme permet aussi de démontrer que l'intégrale 
générale de équation (3) est représentée par une formule de la 
forme (4). Soit en effet (y,, Yar ..., Yn) un système fondamental 
d'intégrales, et y une autre intégrale quelconque; des (n + 1) 
équations 


F{Yy)= 0, F(y:)=:, AR F(#r)= 0, 
on déduit, par l'élimination des coefficients &,, as, ..., a», une 
équation de condition qui n’est autre que 
(10) RM Visas cd E 
On a donc, entre ces n + 1 intégrales, une relation de la forme 
Cy + Giyi+...+ CnYn =0, 


C, Ci, Cz, ..., Cn étant des constantes non toutes nulles: or le 
coefficient C de y est certainement différent de zéro, puisque les 
intégrales V4, V2, + ., Yn sont linéairement distinctes. 


Toute équation linéaire d'ordre n possède une infinité de systèmes 
fondamentaux d’intégrales. Pour en obtenir un, il suffit de prendre n 
intégrales telles que le déterminant formé par les valeurs initiales de ces n 
intégrales et de leurs n — 1 premières dérivées pour un point non singulier 
æo ne soit pas nul. Soit (1, Yo, +.., Yn) un premier système fondamental ; 
les n intégrales Yi, Yə, ..., Yn, données par les formules 


Yi = Cn yi + CioYo +... + CinYn A EE 


où les coefficients c;; sont constants, forment un système fondamental, 
pourvu que le déterminant D formé par les n? coefficients c;4 soit différent 
de zéro. On a en effet, d’après la règle de multiplication des déterminants, 


A(Y:, d'A ias m= D, A( Y1, Yes Mn). 


El dA(Y: . 1e D Vi) 


On déduit de cette formule que le rapport T est le 
même, quel que soit le système fondamental; nous allons le vérifier en 
G Il. 27 
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calculant ce rapport. Observons pour cela que la dérivée d'une fonc- 
tion F(æ)est égale au coefficient de À dans le développement de F (x + A) 
suivant les puissances de À. Si l'on attribue à æ un accroissement A et 
qu'on remplace chaque terme du déterminant A par son développement 
en ne conservant que les termes du premier degré en A, on obtient le 
déterminant 


Yi+hyi Vat hy, T- Yn+ AY 
Ka tayi Fa FAR Ve O Rd 


n= ( (n-- A (1L) 
ta e anaa A AT a a 


Le coefficient de À est la somme de n déterminants que l’on obtient en 
prenant les coefficients de À dans une ligne et les termes indépendants 
de h dans les autres lignes; n —1 de ces déterminants sont nuls comme 
ayant deux lignes identiques, et il reste 


A Va SA Yn 
ANE EA EE SL N nr 
dx pra) pare HAN (n—2) 
ym y Ten y | 


Cette formule est exacte, quelles que soient les fonctions V1, ..., Yn; Si 
ces fonctions sont des intégrales de l'équation (3), on peut remplacer dans 
la dernière ligne yọ? par — ay" —-...— ay, et de même pour les 
autres. I] reste en développant par rapport aux éléments de la dernière 
ligne, et tenant compte des déterminants qui ont deux lignes identiques, 
0 dA A 
II =r = —dià. 

dx i 

Le rapport que nous voulons calculer est donc égal à — a, et l'on 

déduit aussi de la formule précédente la valeur du déterminant 


f id 


adx 
A == Agg nS , 


en désignant par âo la valeur de A pour æ = zo. Cette expression de A 
montre que ce déterminant est différent de zéro en tout point non sin- 
gulier, lorsqu'il n’est pas identiquement nul; résultat que l'on pourrait 
aussi déduire des propriétés précédentes. 

Il est à remarquer que toute équation linéaire dont un système fonda- 
mental d’intégrales est (V1, Y2; -.., Yn) peut s’écrire sous la forme (10) 


A(Y, Yir Pas ...) Yn) = 9, 


es coefficients ne renfermant que les intégrales y; et leurs dérivées. Ceci 
montre que z fonctions quelconques linéairement indépendantes y1, Y2, -+ +, 
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Yn Peuvent toujours être considérées comme formant un système fonda- 
mental d'intégrales d’une équation linéaire. 


399. Équations linéaires quelconques. — Une équation linéaire 
non homogène peut s'écrire, en isolant le terme indépendant 


de y, 


e dn di—1 y d 
(12) F(y)= D +a GorA cet an 1 SE + any = f(x); 


nous dirons pour abréger que c'est une équation avec un second 
membre, léquation F (y) = o étant dite sans second membre. Si 
Pon connaît une intégrale particulière Y de l'équation (12), la 
substitution y = Y + z ramène l'intégration de cette équation à 
celle de l'équation sans second membre F(z) = o, d’après liden- 
uté F(Y - 3) = F(Y) -+ F(z). L'intégrale générale de l'équation 
avec second membre est donc représentée par la formule 


(13) y =Y + Ci yit Cya... CnYn 


Vis Pas +, Yn étant n intégrales particulières, formant un sys- 
tème fondamental, de léquation sans second membre, et C;, 
Cə, «.., n étant v constantes arbitraires. Il arrive souvent dans 
la pratique que l’on peut obtenir aisément une intégrale particu- 
lière d’une équation linéaire, avec second membre, et dans ce cas 
l’on est ramené à l'intégration de l'équation sans second membre. 
Cette recherche d’une intégrale particulière peut être facilitée 
par la remarque suivante qu'il suffit d’énoncer : si f(æ) est la 
somme de p fonctions f(x), f2(x), -.., fh(x), telles que l’on 
sache trouver une intégrale particulière de chacune des équations 


F(x)=fitz), Ey) = f(x), sos  F(y)= fh(æ), 


la somme Y,+Y,+...+Y, de ces p intégrales particulières 
est une intégrale de l'équation F(y) = f(x). 

D'une façon générale, si l’on connaît l'intégrale générale de 
l’équation sans second membre, on peut toujours, par des qua- 
dratures, obtenir l'intégrale générale de l'équation avec un 
second membre (en supposant, bien entendu, que le premier 
membre est le même pour les deux équations). 

Le procédé suivant, dû à Lagrange, est appelé méthode de la 
varialion des constantes. Soit (Yi Vas 2.) an système fon- 
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damental d’intégrales de l'équation F(y)= 0; en imitant autant 
que possible le procédé employé pour une équation linéaire du 
premier ordre, nous chercherons à satisfaire à l'équation (12) en 
prenant pour y une expression de la forme 


(14) y = C yi + Cayo.. + CnVn 


C4, Cz, .. Cy désignant n fonctions de æ. On peut évidemment 
établir entre ces n fonctions n — 1 relations choisies à volonté, 
pourvu qu'elles ne soient pas incompatibles avec l'équation (12). 
Nous poserons 
, y1 Ci + Ya +.. -+ YnOn = 0, 

VC + Ya Cr H.+ Yn On = 0, 


NC, +700, +... .+yh CG, = 0: 


les dérivées successives de y, jusqu’à la dérivée (n — 1)*"*, ont 


alors pour ex pressions 


(16) 


Ji = Ciy n+ Cipp 1 aia H Gayen: 


La première des relations (15) a été choisie de façon que la 
dérivée première y! ait la même expression que si Ci, Ca, .. Ca 
étaient des.constantes, et de même pour les suivantes. La dérivée 
d'ordre n a une forme moins simple 


y™ = Ciy + Ca y +... Cn yg 
a aa E + A UC +... a A Cr. 


En substituant les valeurs précédentes de y, y’, y", ..., y 
dans le premier membre de l'équation (12), les coellicients de C;, 
Cas -.., Cn sont respectivement F(y,), ..., F(yr), et nous 
sommes conduits à la nouvelle relation 


yhr-nC! +780 CG ++ y UC = f(x) 


qui, jointe aux relations (15), permet de déterminer Gi, -...C,. 
On obtiendra done C,, Cz, ..., Cn par des quadratures. 


On peut employer aussi la méthode suivante due à Cauchy. 
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Soit (V1, V2, ---, Yn) un système fondamental d’intégrales de l’équa- 
tion F(y) = o. Déterminons les constantes C1, C2, ..., Gn de façon que 
l'intégrale CGiyi+...+ Cyyn soit nulle, ainsi que ses n— 2 premières 
dérivées, pour une valeur « de +, tandis que la dérivée (n — 1)ième se réduit 
à f(x). L'intégrale ainsi obtenue ġ (v, x) dépend naturellement de la va- 
riable + et aussi de la valeur initiale x, et satisfait aux n conditions 


(17) o(a; aæ)=0, o(a, æ)=0, ọ" (a, «)=0, Sa gaula «)= f(x), 


P (a, x) désignant la dérivée p'" de o(æ, 4) par rapport à z, où l’on 
aurait remplacé + par z. Si l’on écrit x à la place de æ dans les relations 
précédentes, ce qui revient à un simple changement de notation, elles 
peuvent aussi s'écrire 


(di) ot, r)=0, g'(&,æ)=0, .…, oz, »)=0o, gi U(>,#)= 


oW)(x, æ) désignant maintenant la dérivée pi" de o(x, 4) par rapport 
à x, où l’on aurait remplacé 4 par x après la différentiation. Cela posé, con- 
sidérons la fonction représentée par l'intégrale définie 


(18) Y — ft, a) da, 


x 
0 


prise depuis une limite fixe arbitraire 9. On a successivement, en appli- 
quant la formule générale de différentiation, eten ayant égard aux condi- 
tions (17 bis), 


dY E dn—1Y c | 
D de fi q(x, a)da, ES id af pli—1)(x, a) da, 


et S 5 


o = i om (x, a) da + f(x); 


v u 
Xo 


en substituant ces valeurs de Y, Y’, ..., YW dans F(Y), il vient donc 
F(Y)= f(x) + í [9 (x, a) + arg- (x, a) +... + anp(x, a)] da. 
E 


La fonction sous le signe intégral dans le second membre est identique- 
ment nulle, puisque (x, x) est une intégrale de l’équation sans second 
membre, quelle que soit la valeur du paramètre a. Il en résulte que la 
fonction Y représentée par l'intégrale définie (18) est une intégrale parti- 
culière de l'équation linéaire avec second membre. On peut remarquer que 
cette intégrale est nulle, ainsi que ses (n — 1) premières dérivées, pour la 
limite inférieure zo, qui est supposée différente d’un point singulier. 

L'application de cette méthode à l’équation xi = f(x) conduit préci- 
sément au résultat obtenu plus haut (n° 379). 
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400. Abaissement de l’ordre d’une équation linéaire. — Quand 
on connaît un certain nombre d’intégrales particulières d’une 
équation linéaire, on peut en profiter pour diminuer l’ordre de 
l’équation. Considérons d’abord une équation homogène d'ordre n, 
et soient V4, Va, +. Yp(p < n) des intégrales linéairement dis- 
unctes de cette équation. La substitution y =y,3, où z dé- 
signe la nouvelle fonction inconnue, conduit de l'équation pro- 
posée F(y) — o à une nouvelle équation de même forme en z 


l'expression d’une dérivée quel TT est elle-mé 
car l’expression d’une dérivée quelconque zzp est elle-même 


linéaire par rapport à z et à ses dérivées. Si y, est une intégrale 


p 


de l'équation F(y)= 0, la nouvelle équation en 3 doit admettre 
la solution 3 = 1, ce qui exige que le coefficient de z soit nul; ce 
que l’on vérifie immédiatement par le calcul, car le coefficient 
de z est précisément F(Y7,). Cette équation en 3 est donc de la 


forme 


d^” z b dr-ig b dz 
(19) Ja Ten T A aT a O a O 


by, bas ..., by, étant des fonctions de x. Cette équation se 
réduit à une équation linéaire d'ordre n — 1 


d'-1u dn—2 u 
(20) Yi Fer 1 pr eur + On u = 0, 
en posant u = T SiYi Y2, -+ -s Yp Sont p intégrales de l’équa- 


tion dont on est parti, léquation (19) admet les p — ı inté- 


grales Fe ce.) A et par suite l’équation (20) admet les p — ı 
1 1 g 
intégrales 
d (2 d 22). 
doyma ” dr” 


Ces p — 1 intégrales sont linéairement distinctes ; sinon, il y aurait 
une relation de la forme i 


d [Yə Yp 
à g (2) ++ c; a r) =o, 


Cz, C3, -.., Cp étant des constantes non toutes nulles, et l’on 
en conclurait en intégrant l'existence d’une relation de même 
forme Czy +: ..+ CrYp + Ci: =0, C, étant une nouvelle 
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constante, Si p > 1, l'application du même procédé conduira de 
l'équation (20) à une nouvelle équation linéaire d'ordre n — 2, et 
ainsi de suite. L'intégration d'une équation linéaire et homo- 
gène, dont on connaît p intégrales particulières distinctes, 
seramène donc à l'intégration d'une équation linéaire et homo- 
gène d'ordre n — p, suivie de quadratures. Lorsque p= n — 1, 
la dernière équation s'intégrera elle-même par une quadrature. 

Si l’on connaît de même p intégrales y, Və, ..., Yp d’une 
équation avec second membre, telles que les p — 1 fonctions 


Pa tot ses: ps 


soient linéairement distinctes, la substitution y =y, +z con- 
duira à une équation sans second membre admettant les P—1 
intégrales V3 — Yı, ..:, Yp — yı. On pourra donc ramener cette 
équation à une équation linéaire d'ordre n — p + 1, sans second 
membre. 

Prenons par exemple l'équation linéaire du second ordre 


d? d 
(21) FN = TE +p I + qy =o, 


et soit y, une intégrale particulière de cette équation. Po- 
sons y = y, Z, il vient 


a N-E E F P A D D à 
do ae À dx? =A a ee 2° ii 


et, en substituant dans l'équation (21), il reste, puisque le coef- 
ficient de z est nul, 


/ 


d?z dy; dz 
(22) Yı + (a Ge teri) se. 


dx? dx 


` . . dz 
4 a? A > — 
Cette équation s'écrit, en posant dm = 4; 


= 0, 


du dyi . dr 
PA A Tes ( de 10: 


et l’on en tire en intégrant 


Log u + p dx + Logy?= LogC, 


qI 
. À 
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Une nouvelle quadrature donnera z et par suite y; on voit que 
l'équation (21) admet l’intégrale y> donnée par la formule 


æ 
g dr -f pdx 
£ r 


(23) Eg) ET y? e to , 


qui est distincte de y,. L'intégrale générale d’une équation 
linéaire et homogène du second ordre s'obtient donc par deux 
quadratures, quand on connaît une intégrale particulière. 

Cette propriété rapproche l’équation linéaire du second ordre 
de l’équation de Riccati (n° 369). Il existe, en effet, entre ces 
deux espèces d'équations différentielles une liaison intime. Si l’on 
applique à l'équation homogène (21) le procédé d’abaissement 


. . Š zdx . ` r 
(n° 380) qui consiste à poser y = af , on est conduit à une équa- 
tion de Riceati 


(24) z+ 32+p3z3+q =o. 
Inversement, étant donnée une équation quelconque de Riccat 
(25) u'+au?+bu=+c =o, 


où a, b, c sont des fonctions de z (a-o), on la ramène à la 


Z . , . 
forme (24) en posant u = z? Ce qui donne la nouvelle équation 


, 3 a'\ 
zZ + z+tb — — }s + ac =0o 
[44 


de la forme (24). Il s'ensuit que l'intégrale générale de l’équa- 
tion (25) est 


(26) u = — ——————"— ; 


yı el yə étant deux intégrales distinctes de l'équation linéaire 


r'+(o- - )y' + acy =0; 
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celte formule ne renferme en réalité qu'une constante arbitraire, 


le rapport i ui y figure au premier degré (') 
daa: e a a | ' 5 à 


Exemple. — Le polynome X, de Legendre (I, n° 88) satisfait à l’'équa- 
tion différentielle 
dy dy 
27 (1— z?) = — 97 = + n(n+i)y =0; 
(27) = r RER 
pour le démontrer, il suffit d'observer qu'en posant u = (x? — 1)”, on a la 
relation (æ?—1)u = 2n vu, et en prenant les dérivées d'ordre (n +1) des 
deux membres, on a une équation qui est identique à l’équation (27) 
q I 
dru 


quand on y remplace j ae 


par y. Pour avoir une seconde intégrale parti- 


culière de l'équation (27), nous appliquerons la formule générale (23) qui 


IA i NT: I I 
donne ici, p étant égal à —— = + —— » 
PI LT+HI T—I 
dx 
n= Pre mes -U 
MF aAA 


Il semble qu'il est nécessaire de connaître les n racines Zi, 4, ..., a, 


(') Il semble qu'une quadrature est nécessaire pour déduire l'intégrale géné- 
rale de l’équation linéaire (21) de l’intégrale générale de l’équation de Ric- 
cati (24). En réalité, il n’en est rien, ou plutôt cette quadrature se réduit au 


calcul de fr dæ. Dune façon générale, soit 3 = (x, C) l’intégrale générale 


A : + ; à dz i 
d’une équation différentielle du premier ordre, T = f(x, 3); de la relation 


do 
— = f ?) 


dw T 
on tire, en différentiant par rapport à la constante C, 


do of de of o ( 3) 
= -= — = — | Log , 


0Coz D ðC "de dæ\ SIC 


et, par suite, [Z dæ = Los( S 
valeur de la constante C dans les deux membres. En appliquant ceci à l'équation 
de Riccati (24), on en conclut que, si z= (x, C) est l'intégrale générale de 
cette équation, on a 


) où, bien entendu, l’on doit prendre la mème 


2 fraz+ p dæ + Log( Se) = 0. 


LE 


Si 3,, 3, 3, sont trois intégrales de l’équation (24), on trouve en faisant le calcul 
(voir n°369) que l'intégrale générale de l'équation linéaire (21) a pour expression 


1 » 
y= rir Oaa) t Gaa), 


V(si— 2) (3: — 33)(3;— 31) 
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du polynome X, pour calculer cette intégrale, mais il n’en est rien. Ecri- 
vons, en effet, en mettant en évidence les fractions simples qui proviennent 
des racines + 1 et — 1 du dénominateur, 


I scai I I 
(æt—1)X2 2\æ—1 T+i, 


\ 


P, étant un polynome de degré 2n — 2, quotient de 5 — X% par z?—1. 


Il vient donc 
g — i` d P, 
F2 = z3 ), T Log (Fe )+ Xe f x dx. 


La dernière intégrale est une fonction rationnelle, car si elle renfermait 
un terme logarithmique tel que Log(x — x;), le point 4; serait un point 
singulier pour y», et les intégrales de l’équation (27) ne peuvent avoir 
d'autres points singuliers que æ = +1 (n° 397). On peut donc calculer 
cette intégrale par des opérations rationnelles (J, n° 104); comme elle 
Qx-1 
Xa 
plus, on peut, par exemple, déterminer les coefficients de ce polynome 
par la condition Qh-1 Xn— Qn- Xn = Pn. 

Le polynome Q,_; une fois obtenu, on a lintéġrale générale de léqua- 
tion (27), 


doit être de la forme 


» Qn—ı étant un polynome de degré n —ı au 


Nr As I Son 
Jr CiXn + Co [Qn T 3 b, a Log (==) . 


401. Analogies avec les équations algébriques. — Les propriétés pré- 
cédentes établissent une analogie évidente entre la théorie des équations 
différentielles linéaires et la théorie des équations algébriques. Cette ana- 
logie se poursuit dans un grand nombre de questions, Pour en donner un 
exemple, nous allons montrer comment on peut étendre aux équations 
linéaires la théorie du plus grand commun diviseur. Soit, d’une façon 


générale, 
j dry duty ar 
F (7) = ão dan —+ &; Aari +. 7 T pu En T 


un polynome symbolique où ao, &, ..., a, sont des fonctions données 
de x; si & n’est pas nul, nous dirons, pour abréger, que F(y) est 
d'ordre n. Si G(y) est un polynome symbolique de même nature et 
d'ordre p, il est clair que G[F(y)] est encore un polynome symbolique 
de même espèce et d'ordre n + p. Cela posé, soit 


d'r dm—1 d 
F, (y) = bo Ve + bi p Ho ia l Z + bny 


un autre polynome d'ordre m(m=n). On peut trouver un troisième 


polynome G(y) d'ordre n— m tel que F(y)—G[F;(y)] soit au plus 
d'ordre m — 1 (un polynome d'ordre zéro est de la forme ay, a étant une 


www.rcin.org.pl 


I. - - PROPRIÈTÉS GÉNÉRALES. — SYSTÈMES FONDAMENTAUX. 427 


fonction de x). Posons en effet 


pi de-m y N dn-m17 


ONE Le es M eme Dot en Y 


n 1 
Le coefficient de Wy dans G[F;(y)] est obo, et, si l’on prend ^p = SAM 
dx” bo 


2 l d'—-m > ji 
la différence F (y )— ho Aerm [F;(y)] sera d'ordre n -- 1 au plus; soit a! 
SR dn-—1: Lui SAS a’ 
le coefficient de dans cette différence. Si l’on prend À, = =, la 
1 
dz'-1 p bo 


différence 
P! dn-m x 4 dn—-m-—1 
à MTS Ào dær—mn [FiCy )] EVA. daen-m-i [Fi(y)] 


sera d'ordre n — 2 au plus, En continuant de la sorte on voit que l’on peut 
déterminer de proche en proche les coefficients Ao, À1, -.., Àn-m de façon 
à obtenir une identité de la forme 


(28) F(y)— G[FiCr)= Fay), 


F,(y) étant au plus d'ordre m — 1, et cette opération est tout à fait ana- 
logue à la division de deux polynomes algébriques. 

Cela posé, supposons que l’on veuille obtenir les intégrales communes 
aux deux équations linéaires 


(29) F(y)=0o,  Fi(y)=0; 


l'identité (28) prouve que ces intégrales sont les mêmes que les intégrales 
communes aux deux équations F,(7)= 0, Fa( y)= o. Si Fa( y) n’est pas 
identiquement nul, on pourra recommencer les mêmes opérations sur F; (y) 
et F;(y), et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on arrive à deux polynomes 
consécutifs F4_,(7) et F4(y) tels que l’on ait Fx_1(y) = Gx-1[Fa(y)l. 
Ce dernier polynome symbolique F;(y) est l’analogue du plus grand 
commun diviseur algébrique : toutes les intégrales communes aux deux 
équations (29) satisfont à l’équation linéaire F;(y)= 0, et inverse- 
ment. Lorsque F4(y) est de degré zéro, les deux équations n'ont pas 
d'autre intégrale commune que la solution banale y = 0. 

Si dans la relation (28) F;(y) est nul identiquement, l'équation F(y)=o 
admet toutes les intégrales de F, ( y) = 0; inversement, pour que F(y)=0 
admette toutes les intégrales de F,(y)=0, il faut que F,( y) soit iden- 
tiquement nul, car une équation linéaire d'ordre m — 1 au plus ne peut 
admettre toutes les intégrales d’une équation linéaire d'ordre m. On a 
donc identiquement dans ce cas 


F(r)= G[F:(y)], 


et, si l’on pose F,(y) — z, l'intégration de F(y) = 0 est ramenée à l’in- 
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tégration successive des deux équations linéaires 
Ge) = 0, oE DE A 


d'ordres n — m et m, dont la deuxième seule a un second membre. 

Nous pouvons déduire de cette remarque une autre solution d’un pro- 
blème déjà traité. Supposons que l’on connaisse p intégrales distinctes y4, 
Vas... Yp(p <Ln)de F(y)= o. Nous pouvons former une équation linéaire 
d'ordre p admettant ces p intégrales (n° 398) ; soit Fi (y) = o cette équation 
d'ordre p. On aura identiquement F ( y) = G[F,(y)] et, équation G(z) —o 
d'ordre n — p étant intégrée, on intégrera F;(y)= z par des quadratures 
seulement, puisque l’on connaît l'intégrale générale de F; ( y )= 0. La réduc- 
tion est la même que par la première méthode, mais le nouveau procédé 
est plus symétrique. 

MM. Appell, Laguerre, Halphen, E. Picard, et bien d’autres à leur suite, 
ont étendu aux équations linéaires la théorie des fonctions symétriques des 
racines, celle des invariants, et les théories si profondes de Galois relatives 
au groupe d’une équation algébrique. La théorie des invariants est basée 
sur cette remarque presque évidente qu'une équation linéaire et homogène 
se change en une nouvelle équation de même espèce par toute transfor- 
mation telle que 


æ=f(t), y —=2ze(t), 


t étant la nouvelle variable indépendante et 3 la nouvelle inconnue, quelles 
que soient les fonctions f(t) et ọ(ż). On peut utiliser quelquefois cette 
transformation pour simplifier une équation linéaire. Par exemple, si l’on 
cherche à faire disparaître le coefficient de la dérivée d’ordre n — 1, on 


trouve qu'il suffit de poser y = ze À be en conservant la variable x. 
Comme on dispose de deux fonctions arbitraires f et ©, il semble qu'on 
peut en profiter pour faire disparaître deux coefficients, mais cette réduc- 
tion, possible en théorie, est le plus souvent illusoire. Par exemple, on 
peut toujours choisir les fonctions f et # de façon à ramener une équation 
linéaire quelconque du second ordre à la forme réduite 3"—0, mais la 
détermination effective de ces fonctions offre les mêmes difficultés que le 
problème lui-même de l'intégration. 


402. Équation adjointe. — Lagrange a étendu comme il suit aux équa- 
tions linéaires la théorie du facteur intégrant. Soit F(y) une fonction 
linéaire de y et de ses dérivées 


F(y)= &7 "+ ay 0 +... +an1Y + any; 


Go, Ai, ..., An étant des fonctions quelconques de >, et y’, y”, ..., y 
désignant les dérivées successives de y. Proposons-nous de déterminer 
une fonction z de > de telle façon que le produit zF(y)soit la dérivée par 
rapport à æ d’une autre fonction linéaire de y et de ses dérivées, jusqu'à 
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celle d'ordre n — 1. La formule générale d'intégration par parties (I, n°85) 
appliquée à chacun des termes du produit zF (y), nous donne 


| d iea d r ly d”—! (aoz) 
| 3F(y7)= Je [sr D — EA (aoz) y). Ey er = | 
a d dn—?(a;z) 
Le BA ee Z in—3) ETE a 
(30) ! + Jæ [a w dx CE PE dx"? | 
Ma sain + Ses 6 es a T end sale loin san sets e .. “+ . 


où l’on a posé 


(31) 


LA 
d( an1 7) 
— — + anz. 
Si nous désignons par W(Y, z) l'expression bilinéaire par rapport à y 
et à z, et à leurs dérivées, qui figure dans le second membre de la rela- 
tion (30), on peut écrire cette relation sous la forme abrégée 


d 
(32) 2F(7)—7G(3)= z [W(y, 3)], 
dx 


de sorte que, pour toutes les formes possibles des fonctions y et z, le 
binome 3F(y)—yG(z) est la dérivée de ¥( y, 3). Cela posé, si l’on prend 
pour z une intégrale de l’équation G(z) — 0, le produit 3F(y) est la 
dérivée d’une expression de même forme, linéaire par rapport à y, 
Fs ere, y", et l'équation F(y)=o est équivalente à une équation 
linéaire d’ordre n — 1 


(33) P(r.s)=0C, 


que l’on obtient en remplaçant dans Y la fonction indéterminée z par lin- 
tégrale en question, Or l'équation G(3)= 0 est également une équation 
linéaire d'ordre n; on l'appelle Péquation adjointe de F(y)= o0, et le 
polynome symbolique G(2) est le polynome adjoint de F( y). 

On voit donc que, si l’on connait une intégrale de l’équation adjointe, 
l'intégration de l’équation proposée est ramenée à lintégration d’une 
équation linéaire d'ordre z — 1, avec une constante arbitraire pour second 
membre. Si l’on connait p intégrales distinctes 31, 3, ..., Zp de l’équa- 
tion adjointe, toute intégrale de l'équation proposée satisfait à p relations 
de la forme 


(34) Wir, 4)= GC, Ty m)= CG, cs W 45) = On 


Ci, GC, ..., Cp désignant p constantes. Entre ces p équations on peut 
? , ? 1 Le) 

éliminer les dérivées yt#-1), ylu-2), ..., yli—-p#l, ce qui conduira à 
une équation linéaire d'ordre n — p, avec un second membre dépendant 
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de p constantes arbitraires C4, C+, ..., Gp. En particulier, si p = n, c’est 
à-dire si l’on connaît l'intégrale générale de l’équation adjointe, on pourra 
résoudre les n équations (34) par rapport à y, y', ..., yÜ-1), et l’on aura 
l'intégrale générale de l'équation proposée sans aucune quadrature. 

Il existe, entre les intégrales des deux équations F(y) = 0, G(z) = 0, 
des relations remarquables que nous ne pouvons développer ici (1). Nous 
montrerons seulement qu'il y a réciprocité entre ces deux équations; 
d’une façon plus précise; si G(z) est le polynome adjoint de F( y), inver- 
sement F(y) est le polynome adjoint de G(z). Soit en effet F;(y) le 
polynome adjoint de G(z3); on a entre F;(y) et G(3) une relation de 
même forme que la relation (32) 


; d 
(32 bis) F6G)— sr) = pRa 


T 


en ajoutant les relations (32) et (32 bis), il vient 


5- d 
SERY PIE ETE sy FC 1 


Si F(y)— F,( y) n’était pas nul, le produit z[F(y)— Fı(y)]| serait 
la dérivée d’une fonction renfermant 3 et quelques-unes de ses dérivées; or, 
la dérivée d'une fonction renfermant z, z', ..., z?) renferme toujours 
au moins une dérivée de z, à savoir la dérivée 3(P+1), La relation précé- 
dente n’est donc possible que si F, (y) est identique à F (y). 


IL. — ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS PARTICULIÈRES. 


403. Équations à coefficients constants. — Les équations linéaires 
à coefficients constants ont été intégrées par Euler. Prenons d’abord 
une équation sans second membre 


(35) F(y)=7%+ ay +... + Anay + any = 0, 


OÙ 4i, As, ..., An SOnt des constantes quelconques. D'après la 
théorie générale (n° 397), toutes les intégrales de cette équation 
n’admettent aucun point singulier à distance finie: ce sont des 
fonctions entières de x. Soit 


£ a? xmn 
36 = Co + Ci - + Ca — +... + Cm — +... 
(38) Y * 1 sus ED CITE 


le développement en série d’une intégrale; les séries qui repré- 


(1) Voir DarBoux, Theorie des surfaces, T. II, Liv. IV, Chap. V. 
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sentent les dérivées successives ont une forme analogue. En rem- 
plaçant y et ses dérivées successives par leurs développements en 
séries dans le premier membre de l’équation (35) et en égalant 
à zéro le coefficient d’une puissance quelconque de x, soit £P, on 
obtient la relation suivante entre n + 1 coefficients consécutifs : 


(37) Cn+p + Q1 Cn+p1 + de Cn+p-2 +. + An—1Cp+1 + AnCp—= 0: 


si l’on y fait successivement p = 0,1,2, ... on calculera de proche 
en proche tous les coefficients Cn, Cnz1, +, au moyen des n pre- 
miers coefficients Co, C4, +++, Cn_1, Qui peuvent être pris arbitrai- 
rement. La série (36) ainsi obtenue est convergente dans tout le 
plan et représente l'intégrale qui pour x = o est égale à co, tandis 
que les n— ı premières dérivées prennent respectivement les 
valeurs Ci, Coy sec y Cn_1, pour æ = 0. Nous allons montrer que 
cette intégrale s'exprime au moyen de la fonction exponentielle, 
quand elle ne se réduit pas à un polynome. 

La relation (33) est une formule de récurrence à coefficients 
constants qui lie n + 1 coefficients consécutifs. Or il est facile de 
trouver des solutions particulières de cette relation. Considérons 
en effet l’équation algébrique 


(38) fr) =r" + ari agr"? +... + Anar + An = 0, 


que nous appellerons pour abréger l’équation caractéristique, 
le premier membre f(r) étant le polynome caractéristique. Si r 
est une racine de cette équation, il est clair que l’on satisfait à la 
relation (37), quelle que soit la valeur de l'entier p, en posant 
Cm = r™.)D'intégrale particulière ainsi obtenue est égale à e77, et 
nous voyons que e’* est une intégrale particulière de l’équa- 
tion (35) pourvu que r soit racine de l’équation caractéris- 
tique f(r)—0. La vérification est immédiate, car, si l’on rem- 
place y par e"¥ dans le premier membre de l'équation (35), le 
résultat de la substitution est e”* f(r). 

Lorsque l’équation (38) a n racines distinctes 74, Pa, +-+, ln; 
on connaît n intégrales particulières e”:*, eE ..., e’"*, et par 
suite une intégrale 


(39) D Cier + Ce erx... Cn orme, 


dont l'expression renferme n constantes arbitraires C4, C2, ..., Cn. 
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Cette formule (39) représente bien l'intégrale générale, car le 


r, 


déterminant A (e7, e", ...,e""*) peut s'écrire 


2 „=i 
ra PERS 4 
- 2 „n—1 
7 a e.. r3 
A = elitr.. Hrn) 2 2 2 À 
„n—1 
E a Met. CE 


et le déterminant du second membre est, au signe près, le produit 
des différences ri— rk. 

Avant d'étudier le cas où l'équation caractéristique a des racines 
multiples, nous établirons d’abord un lemme. Faisons dans l’équa- 
tion (35) la substitution y = e%3, a étant une constante quelconque 
et z la nouvelle inconnue; d’après la formule de Leibniz, nous avons 


y'= ett (az+ 3), 


TIPTL LET EERSTE EE 


10) { eu 
Lai | xrl= eus (ar s + £ aP—i z' + Las i, aP—-2 g" +... t zm) 


en. substituant ces valeurs de y, y', y", ..., dans le premier 
membre de l'équation (35), e7 se met en facteur elt il vient 


F (eax z) = ear G (z), 


G(z) étant une expression linéaire à coefficients constants par 
rapport à 3, 3’, ..., 2%. Pour calculer les coefficients de G(3), 
observons que, si nous remplaçons dans F( y) les indices de déri- 
vations par des exposants, y élant remplacé par y°= 1, le résultat 
obtenu est identique à f(y). Si nous effectuons les mêmes trans- 
formations avec la fonction z, les formules (40) peuvent s'écrire 
symboliquement 
yP = e*t (a+ 3)P; 

G(z) peut donc aussi s'écrire, avec la même notation symbo- 
lique, f(a + z), et, en remplaçant maintenant les exposants de z 
par des indices de dérivation, nous voyons que la nouvelle équa- 
tion en 3 est 

(41) F(ears)= ea | f(a)s + f'(a)3 + — ee de a+. LE au] = 0, 


1.2... 


Cela posé, soit r une racine d'ordre p de multiplicité de l’équa- 
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ton caractéristique ; si nous remplaçons + par celte racine r dans 
l'équation (41), les coefficients de z, z/, z", ..., 3(P-1) sont nuls 
dans cette équation, et l’on obtient une intégrale en prenant 
pour z une fonction dont ia dérivée pi°"* est nulle, c’est-à-dire 
un polynome arbitraire de degré p — 1. Par conséquent, si r est 
une racine multiple d'ordre p de l'équation caractéristique, 
à celte racine correspondent p intégrales particulières dis- 
tinctes de l'équation linéaire (35), e=, xer?, .,.; £P- ert, 

Soient r4, la, <.. rx les k racines distinctes de RÉF) = 0; 
Hi, M2, +, x leurs ordres de multiplicités respectifs (lue R); 
on peut, au moyen de ces racines, former n intégrales particu- 
lières de l'équation linéaire. Ces z intégrales sont distinctes, car 
toute relation linéaire à coefficients constants entre ces n intégrales 
serait de la forme 


enE@(r) + erTo(T)+...+ erTo(T)= 0, 


Pis Pas --., ©x désignant des polynomes. Une telle relation est 
impossible, lorsque les k nombres 7, ra, ...,rx sont différents. 
Soient, en effet, n,, na, ..., ng les degrés respectifs de ces po- 
lynomes; si l’un de ces polynomes était nul, il ne figurerait pas 
dans la relation précédente. En divisant par e”, on peut encore 
écrire cette relation 


(T) = ella =r) £ pa ( AN a etrr-nrox(z) = 0% 
après une première dilférentiation, nous avons encore 
pi (r) + else lo, (x) + (ra—ri)ps(r)] +...= 0. 


Le degré du polynome qui multiplie et:-"1# est encore égal 
à na, el de même pour les autres. Après avoir différentié (n, + 1) 
fois, on aura donc une relation de même forme que la relation 
d'où l’on est parti, avec un terme de moins 


et Pa ( L) esT Y(T)... er by(r) = 0, 


les k — 1 nombres s», ..., są étant différents, et Vos Vs co. Uk 
étant des polynomes de degré na, ns, ..., ny respectivement. 

En continuant de la sorte, on finirait par arriver à une relation 
de la forme e*r(x)= 0, n(x) étant un polynome non identique- 
ment nul, ce qui est évidemment absurde. L'intégrale générale de 

G. I. 28 
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l'équation linéaire (35) est donc représentée par la formule 
(42) y = era Pha ert P a ere P a, 


Pu- ++, Pu étant des polynomes à coefficients arbitraires, 
d’un degré égal à leur indice. 

Si l'équation caractéristique a des racines imaginaires, l’inté- 
grale générale (42) renferme des symboles imaginaires, mais on 
peut faire disparaître ces symboles lorsque les coefficients a,, 
dz, «+ +, An Sont réels. Dans ce cas, en effet, si l’équation f(r) = o 
admet la racine æ + Bi au degré p de multiplicité, 4 — Bi est aussi 
racine au même degré de multiplicité. La somme des deux termes 
de la formule (42) provenant de ces deux racines peut s’écrire 


exx[(cos8x+isinfr)b(xr) +(cosfz—isinfr)W(x)], 


(x) et W(x) étant deux polynomes de degré p — 1fà coefficients 
arbitraires, ou sous la forme équivalente 


exx [cos BrP, (x) + sinfærWi(x)], 


®, et W, étant aussi deux polynomes arbitraires de degré p — 1. 


Remarque. — Pour exprimer l'intégrale générale de l'équation (35) au 
moyen de la fonction exponentielle, il faut d'abord, comme on le voit, 
résoudre l'équation f(r) — o. Si cette équation n’est pas résolue, la rela- 
tion de récurrence (37) permet toujours de calculer de proche en proche 
autant de coefficients qu’on le voudra de la série entière qui représente 
l'intégrale correspondant à des conditions initiales données. 

On peut prévoir le nombre de coefficients qu'il suffit de calculer pour 
avoir la valeur de l'intégrale avec une approximation déterminée. Soit A 
le plus grand des nombres 1, [ai], ..., [a,|, et B le plus grand des 
nombres |cof, [c1l, :-., |Cn-1]; on vérifie aisément de proche en proche 
que l’on a |cn+p| < B(An)r+t, Le module du reste de la série qui repré- 
sente l'intégrale à partir du terme en z"+P est donc moindre que la somme 


de la série 
B | (An)r+ipr+p Fa (A n)P+2pn+p+i FAR | | 


1,200 (WFP) 1-2. NL DFA) 


où p = |x|, et par suite moindre que 


B(A n)Ppripr+p 
1.2...(RA+D) 


eAnp. 


Considérons maintenant une équation linéaire à coefficients 
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constants avec un second membre f(x). On peut éviter l'emploi 
des méthodes générales et trouver directement une intégrale par- 
uculière lorsque f(æ) est un polynome. 

En.elfet, si le coefficient a, de y dans l'équation 


d" dn-1y g 
TT + 6 1 Toni Er so Tr ani E + any = born + biæm-rs,., 


n’est pas nul, on peut trouver un autre polynome de degré m 


Yy =Q(T)= oT” cgr.. 


De | 


qui, substitué à la place de y dans le premier membre de l’équa- 
tion précédente, donne un résultat identique à f(x). Les m + 1 
coefficients Co, C1, C2, -+ +, Cm Se déterminent de proche en proche 
par les relations 


An Co = bp, AnCi + Man_1C0= Dı, 


An Co +(M—1)An-1 + MiM—1)an_200 = Da. + …, 


où an est par hypothèse différent de zéro. Ce calcul ne s'applique 
plus lorsque a, = o. Pour plus de généralité, supposons que la dé- 
rivée d'ordre le moins élevé qui figure dans le premier membre est 
y 
dar’ 
on transforme l'équation proposée en une équation linéaire d’ordre 


n — p, où le coefficient de z n’est pas nul. D’après le cas qui vient 
d’être traité, cette équation en z admet pour intégrale particulière 
un polynome de degré m; l’équation en y admet donc elle-même 
pour intégrale particulière un polynome de degré m + p. On déter- 
minera encore les coefficients de ce polynome par une substitution 
directe; remarquons que les coefficients de æ?=1, æP—? 
le terme constant sont arbitraires. 

Lorsque le second membre f(x) est de la forme e% P(x), 
a étant constant et P(x) désignant un polynome, on ramène ce 
cas au précédent en posant y = e*z, ce qui conduit à l'équation 


f(a) d" 3 i FUN (a) dn-1 3 
andar 1.2... (0—1) dani Y + fl $ + f(a)a =P (x). 


la dérivée d’ordre p. En prenant pour inconnue auxiliaire z — 


ste ©) OL 


(43) 
Cette équation admet pour intégrale particulière, comme nous 


venons de le voir, un polos dont on peut fixer le degré a 
priori; équation en y admet donc une intégrale particulière de 
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la forme e% Q(x), Q(x) étant aussi un polynome. mpposons en 
particulier que P(x) se réduise à un facteur constant C. Si a n’est 
pas racine de rte caractéristique, l'équation (43) admet 


l'intégrale particulière _ Fa) et l'équation en y admet l'intégrale 


AU xx L AS f s ahn 3 
particulière s Si æ est racine multiple d'ordre p de l équation 


caractéristique, on satisfait à l'équation (43) en posant 


Fra) RER NT CE 


dx? 


ou 
CrP 


3 = Fa 
R 5 H . $ F 44 CrP exe 
et par suite l'équation en y admet l'intégrale particulière 
FR) 


En vertu d’une remarque générale (n° 399), on peut donc trouver 
directement une intégrale particulière toutes les fois que le second 
membre est la somme d'un produit d’exponentielles par des po- 
lynomes. Ceci a lieu en particulier lorsque le second membre est de 
la forme cosa xz P(x), ou sinaxP(x), car il suffit d'exprimer cosa æ 
et sinag au moyen de ei et de e-47Ë, Une fois qu'on a reconnu 
par les considérations précédentes la forme d’une intégrale parti- 
culière, il n’est pas nécessaire, pour calculer les coefficients dont 
elle dépend, de passer par toutes les transformations indiquées ; 
il est souvent préférable de substituer directement dans le pre- 


mier membre de l'équation proposée. 
Exemple. — Soit à trouver l'intégrale générale de l'équation 


! d' 4 
(44) P= TE — = aet + be?+ esing + gcos2r, 
a, b, c, g étant constants. L'équation caractéristique 7*— 1 = o admet les 
racines simples +1, — 1, +i, — i; l'intégrale générale de l'équation sans 
second membre est donc 


(42) y = Cet + Cret + C cosy + C, sin. 


Nous avons ensuite à chercher une intégrale particulière de chacune 
des quatre équations obtenues en prenant successivement pour second 
membre aex, be?*, csing, gcoszy. Gomme l'unité est racine simple 
de f(r) = r'—1=0, la première de ces équations admet l'intégrale par- 
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RTS axe? axeT f . i . 
ticulière maS ——; 2 n'étant pas racine de l'équation f(r) = o, la 
I 4 

er Le be?z ber 

seconde équation admet l'intégrale particulière Fa) = ee 
Dans la troisième équation F(y) = c sinz, nous pouvons remplacer sin % 

eti — e—xi ? 3 A å fa 
par ————, et nous avons à chercher une intégrale particulière de 
2i 


chacune des équations 


F(y)= = et, Fe = ee, 
or + č et — č étant racines simples de f(r) = o, nous savons, a priori, 
qu’elles admettent respectivement deux intégrales particulières de la 
forme M zeti, Nre-xi, La somme de ces deux intégrales est de la forme 
æ(m cosx + nsinæ), et l’on peut déterminer ces coefficients m et n'en 
substituant dans F( y) et en écrivant que le résultat est identique à c sinz, 
méthode qui évite l'emploi du symbole ¿. On trouve ainsi qu'il faut 


c A s , . 
prendre m = -; n =0. On trouve de même que la dernière équation 


4 
F(y)= gcos2x admet l'intégrale particulière £ cos2æ. En ajoutant 


toutes ces intégrales particulières au second membre de la formule (45), 
on obtient l'intégrale générale de l'équation (44). 


404. Méthode de D'Alembert. — On a proposé un grand nombre 
de méthodes pour intégrer les équations linéaires à coefficients 
constants, en particulier dans le cas où l'équation caractéristique 
a des racines multiples. Une des plus intéressantes, qui est appli- 
cable à beaucoup de questions du même genre, consiste à consi- 
dérer une équation linéaire, où /(r) — o a des racines multiples, 
comme limite d’une équation linéaire où toutes les racines de 
f(r) = 0 seraient distinctes. D'une façon générale, soit 


dr” dr—1 d 
(46) F(y)= GA +a Dr tt ana SE any = 0 


une équation linéaire où les coefficients a4, a2, ..., An sont des 
fonctions de æ dépendant en outre de certains paramètres va- 
riables 4, %2, ...,4,. Supposons qu’il existe une fonction f(<x,r) 
jouissant de la propriété suivante : pour g valeurs de r, dépendant 
des paramètres &,, %2, ..., 4p, et en général distinetes, la fono- 
tion f(x, r) de æ est une intégrale de léquation (46). Soient r4, 
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l'as «+ +, Fg Ces q Valeurs de r, de telle sorte que les fonctions 
SE Fih les re) a Je, ra) 
forment q intégrales particulières distinctes de l’équation (46) 
lorsque les paramètres &,, Z», ..., 4, sont quelconques. Si, pour 
certaines valeurs particulières de ces paramètres, les g valeurs 74, 
F, -+ +, Fg ne sont pas distinctes, le nombre des intégrales connues 
est diminué. Supposons par exemple que 7r, devienne égal à 74 ; Si ra 
est différent de r,, l'équation admet les deux intégrales f(x, rı), 


f(x, re), et par suite 
flan ro) — fr, F1) 


Pa TR 
est aussi une intégrale. Or, lorsque 7, tend vers 7,, la fonction 
précédente a pour limite la dérivée [ f,(x, r)]... Si une troisième 
racine r, devient égale à r,, nous prendrons de même, en suppo- 
sant d’abord z un peu différent de 7, l’intégrale 


Fla, r3)— f(x, rı)—(r3— ri WTAE n ] PR 
(ra= Pr) 


penea nee I 2 
et cette intégrale a pour limite z [S-(z, r)]., lorsque rg tend 
vers r,. Le raisonnement est général; si pour certaines valeurs des 
paramètres &,, ..., &p, À des racines 7, r'2, ..., Tg Sont égales 
à rı, l'équation correspondante (46) admet les k intégrales par- 


üiculières 
of d f dif 
PE ri), (£), Fep ER (575), 
Dans le cas d’une équation linéaire à coefficients constants, les 
paramètres Z, %2, «.., Zp Sont les coefficients eux-mêmes, et la 
fonction f(x, r) est et. Nous retrouvons bien les résultats 


obtenus directement. 


405. Équations linéaires d’Euler. — Les équations linéaires 


dr d-i y dy 
(AP: 1 a= i S A A = + Any =0, 


wy 
où À,, åz, ..., An sont des constantes, se ramènent aux précé- 
dentes par le changement de variable (') x — ef. Nous avons en 


(!) La théorie générale (n° 397) nous apprend que les intégrales de l'équa- 
tion (47) ne ‘peuvent admettre d'autre point singulier que æ — 6. Ore' ne peut 
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dt 
effet, en observant que = = D, 
dx g 


dy __ dy di 1 dy ip ER z=) 
Dr ui M ur THE à 


À re: i dr 
et l’on vérifie aisément de proche en proche que le produit x? Ed 
dxP 


est une expression linéaire à coeflicients constants par rapport 
è 2, a, ce) Er. L'équation linéaire proposée se transforme 
donc par ce changement de variable en une équation à coefficients 
constants. 

Il est inutile, pour obtenir l'intégrale générale de l’équation(43), 
d'effectuer le calcul de ce changement de variable. On sait en effet 
que l’équation transformée admet des intégrales de la forme e”*; 
l'équation proposée admet donc elle-même un certain nombre 
d’intégrales de la forme (et) = x". En remplaçant y par æ” dans 
le premier membre de l'équation (47), le résultat de la substitu- 
tion est x” f(r), en posant 

f(r)=r(r—1)...(r— n +1) 
+Air(r—-1)...(r—-n+0)+...4+An-17 + Ay. 

Si l'équation f(r)= o, qui joue ici le même rôle que l'équation 
caractéristique, a n racines distinctes ri, 72, ..., ln, l'intégrale 
générale est 

y = Cig" Cg"... Cyarr; 
si r est une racine multiple d'ordre p de f(r)= 0, à cette racine 
correspondent, d’après la méthode de D’Alembert, les u intégrales 
particulières 
ovir" 
ore- 


o 
as", e (2r j= 2r Logz, = ær(Logæ)m-1. 
L'intégrale générale de l'équation (47) est donc, dans tous les cas, 


(48) Y = W: Pua (Logr)+...+ 2" Pu1(Logr}), 


Dis las icen Cy élant les Æ racines distinctes de f(r)=0, Ris 
H2, +, x leurs ordres de multiplicité, et P, (Logz) étant un 
polynome en Logz à coefficients arbitraires, de degré m;—1. 


être nul pour aucune valeur de £; les intégrales de l'équation obtenue par le; 
changement de variable x = et doivent donc être des fonctions entières. 
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Si l’on ajoute à l’équation (47) un second membre de la 
forme æ"Q(Logzx), Q désignant un polynome, on démontre, 
comme pour les équations à coefficients constants, que l’équation 
obtenue admet pour intégrale particulière une expression de 
même forme, dont on peut calculer les coefficients inconnus par 
une substitution. 


406. Équation de Laplace. — On peut quelquefois représenter les inté- 
grales d’une équation linéaire par des intégrales définies, où la variable 
indépendante figure comme paramètre sous le signe intégral. Une des 
applications les plus importantes de cette méthode est due à Laplace; 
elle concerne l'équation 


cire A 


(49) F(y)= (a+ box) ZZ + (a+ biz) Tr 


. -+ (an+ bnrr)y =0, 


dont tous les coefficients sont du premier degré au plus. Cherchons à satis- 
faire à cette équation en prenant pour y une expression de la forme 


(50) ke Lex dz, 
“A 


Z étant une fonction de la variable z, et L un chemin d'intégration déter- 
miné, indépendant de v. Nous avons, d’une façon générale, 


dP y J 
em = , zP ez% dz, 
z L) 


et, en remplaçant y et ses dérivées par les expressions précédentes dans le 
premier membre de l'équation (49), le résultat est 


(51) F(y)= f Leze + Qx)ds, 
e (L) 
en posant pour abréger 
P = aoz” + a, 3™ 1+.. .+- an-13 + an, 
Q = biz” + bizn-1+.,.+ bn + bn. 


La fonction sous le signe f dans la formule (5r)est la dérivée par rap- 


port à z de Ze:*Q pourvu que l’on ait 


d(ZQ) _ d } P 


(52) ET AP; ou z | Log(ZQ)] = g 


I J ge 
On tire de cette condition Z = = e“ žo , la limite inférieure 3, n’annu- 


Q 
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lant pas Q(x). La fonction Z étant ainsi déterminée, l'intégrale définie (51) 
sue [| Ps 
est égale à la variation de la fonction auxiliaire V = ezz2Q =e “Vz X 
le long du chemin L. Il suffira donc, pour obtenir une intégrale de l’équa- 
tion linéaire proposée (49), de choisir la ligne d’intégration L de façon 
que cette fonction V reprenne la même valeur après avoir fait décrire à z 
la ligne L tout entière, et que l'intégrale (50) ait une valeur finie et diffé- 
rente de zéro. 
Soient a, b, c, ..., l les racines de l'équation Q(x) = 0. La fonction 
auxiliaire V est de la forme 


(33) V = eRe (g a)2(s — b)8...(3 — I}. 


R(z) étant une fonction rationnelle dont le dénominateur n’admet pour 
racines que les racines a, b, c, ..., l de Q(x), à un degré de multiplicité 
inférieur d’une unité, Appelons Æ, b, ©, ..., les lacets décrits autour des 
points 4a, b, c, ..., dans le sens direct à partir d’une origine arbitraire, et 
1, Wi, 2—1, ..., les mêmes lacets décrits dans le sens opposé. La 
fonction V est multipliée par e?mia lorsque z décrit le lacet db, et par 
e—?rix lorsque z décrit le lacet Æ, et de même pour les autres. Il s'ensuit 
que, si l’on fait décrire à la variable les lacets Æ, W, db, UWb—1, successi- 
vement, la fonction V reprend sa valeur initiale. L'intégrale définie (50), 
prise suivant ce chemin A Wb A4 Vb_;, n’est pas nulle en général; elle donne 
une intégrale particulière de l’équation proposée. En associant 2 à 2 les p 

P(P —1) 


points a,b,c,..., lde toutes les manières possibles, on obtient dia ria 


intégrales qui se réduisent en réalité à p —1 intégrales distinctes. 

On n’a pas ainsi n intégrales particulières. Pour en obtenir d’autres, on 
cherche des lignes L terminées à leurs deux extrémités à certains des 
points singuliers a, b, c, ..., l et telles que la fonction V s’annule aux 
deux extrémités. Si æ est une racine simple de Q(3) = 0, la fonction Z 
contient le facteur (3 — a)4-1, et l'intégrale (50) ne pourra avoir une va- 
leur finie lorsqu'une des extrémités de la ligne L est au point a que si la 
partie réelle de x est positive, et dans ce cas V tend bien vers zéro en même 
temps que [z—a|. Si a est racine multiple d'ordre m de Q(z)= o0, 

À yn—1 
(3 m &)m—i a 
et pour être renseigné sur le module de V dans le domaine du point z = a, 


Ant 
il suffit d'étudier le module de la partie principale (3 — a)tel:—4""t, Soit 


la fonction rationnelle R(z) contient un terme de la forme 


! 


3--a = p(cose + i sino), À m—1 = A(cos® + £sinŸ), a=a+a"t; 
le module de la partie principale est égal à 


ea" pa eA pi—meos[ÿ—(m—19], 


Pour que V tende vers zéro avec |z — a|, il suffira de faire décrire à z 
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une ligne telle que l'angle ọ de la tangente avec l'axe réel vérifie la con- 
dition cos[ Y —(m — 1)o ] < 0; on prendra par exemple & = TE . 
Si l'angle ọ a été pris de cette façon, le produit Ze:x tend aussi vers zéro 
avec |z — a|. Opérant de même avec les autres points b, C, ..., l, on voit 
que l'on peut déterminer de nouvelles lignes L, fermées ou non, donnant 
d’autres intégrales particulières. 

Enfin, on peut prendre aussi pour lignes d'intégration des courbes s’éloi- 
gnant à l'infini. On est encore amené à déterminer une courbe L ayant une 
branche infinie telle que la fonction V tende vers zéro lorsque le point 3 
s'éloigne indéfiniment sur cette branche. Si par exemple la fraction ration- 


: $ Ton 
nelle R(z) est nulle, et si l'argument de + reste compris entre o et 2? il 
suffira de faire décrire à 3 une branche infinie asymptote à une direction 
1a 37 ; ; 
faisant un angle — avec l'axe réel. 
4 

Laissant de côté ces généralités (1), considérons en particulier l'équa- 

tion de Bessel 


by AE MEA A 
(94) D: ui LS à En; 


où n est une constante donnée. On a ici 


P=(aon+:)z, Q=1+2?, 
et par suite P 


n+ 
Z=(1+ TA ::3, V=ezx(1+zt) ?. 


L'intégrale définie 


LA 


1 
(55) = f esas" 34 
vil 


est donc une intégrale particulière de l'équation (54), pourvu que la fonc- 


1 
tion ež®( 1 + 22)" à reprenne la mêm: valeur aux deux extrémités de cette 
ligne. On peut prendre d'abord une suite de deux lacets décrits, le pre- 
mier dans le sens direct autour du point z = + i, le second dans le sens 
inverse autour du point 3 = — i. Pour second contour d'intégration on 
peut prendre ensuite une ligne entourant l’un des points singuliers Æ i, 
et ayant deux branches infinies avec une direction asymptotique telle 
que la partie réelle de zx tende vers — +. 

La partie réelle de la constante n peut être supposée positive ou nulle, 
car, si l'on pose y = x~?" z, l'équation en z ne diffère de l'équation (54) 


(t) Voir un important Mémoire de M. Poincaré dans l'American Journal of 
Mathematics, t. VII. i 
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que par le changement de n en — x. Lorsqu'il en est ainsi, on peut prendre 
aussi pour chemin d'intégration la ligne droite joignant les deux points + £ 
et — ï; du reste l'intégrale ainsi obtenue est identique à la première à un 
facteur constant près. Pour ramener cette intégrale à la forme habituelle 
posons z = čt; elle devient 


+1 Mi 
v = f eixt(ı— t) ?dt 
CE 


ou encore 


+1 nn 
(56) F= f cosæt(i—#t?) ?dt. 


v“ —i 


Nous devons signaler ici un cas particulier remarquable, celui où n est 
la moitié d'un nombre impair. Si x est positif, lintégrale (56) existe 


toujours et peut même être calculée explicitement puisque n — zest un 


nombre entier positif. Mais, si la ligne L est une courbe fermée, l'intégrale 
définie (55) est toujours nulle. Il semble donc que dans ce cas l'application 
de la méthode générale ne donne qu'une intégrale particulière, Mais on peut 
au contraire, dans ce cas en apparence défavorable, exprimer l'intégrale 
générale au moyen des fonctions élémentaires. Faisons, en effet, la trans- 
formation inverse de la précédente, de façon que n soit la moitié d’un 
nombre impair négatif. Alors n — 1 est un nombre entier négatif, et l’inté- 


grale définie (55) prise le long d'une ligne fermée quelconque est une inté- 
grale particulière de l'équation linéaire (54). En prenant pour la ligne L 
un cercle ayant pour centre l'un des points + £, on voit que le résidu de 
1 

la fonction ež (1 + 2?) à relatif à chacun de ces pôles est une intégrale 
de l'équation linéaire. Or il est clair que le résidu relatif au pôle z = +4 
est le produit de ex par un polynome, et de même que le résidu relatif au 
pôle z = — rest le produit de e-{x par un polynome. Ces deux intégrales 
particulières sont distinctes, car leur rapport est égal au produit de e?fx 
par une fonction rationnelle. Il est clair que leur somme est une intégrale 
réelle, ainsi que le produit de leur différence par č. 


Remarque. — L'équation linéaire à coefficients constants est un cas 
particulier de l'équation de Laplace, que l'on obtient en supposant nuls 
tous les coefficients b;. Si l'on suppose de plus aọ=1, on a Q(z)= 0, 
tandis que P(z) se réduit au polynome caractéristique f(z). La méthode 
générale paraît en défaut, puisque la formule qui donne l'expression de Zi 
devient illusoire. Mais il suffit d’un peu d’attention pour reconnaître 
comment on doit modifier la méthode. En effet le raisonnement prouve 


que l'intégrale définie i Ze: dz est une intégrale particulière de l’équa- 
DPI | 
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tion linéaire pourvu que l'intégrale définie Zf(z)e:x dz, prise le long 
(D) 

de la même ligne L, soit nulle. Or, si l'on prend pour L une courbe fermée, 

il suffira que le produit Z f(z) soit une fonction holomorphe de z à linté- 

rieur de cette courbe. Si donc H(z) désigne une fonction holomorphe 

quelconque dans une région R du plan, l'intégrale définie 


K I(z) 
TSE (T) f(z) 


prise le long d'une courbe fermée quelconque L située dans cette région, 
est une intégrale particulière de l'équation linéaire à coefficients con- 
stants. On voit comment ce résultat dû à Cauchy se rattache aisément à 
la méthode de Laplace. 

I] est facile comme vérification de retrouver les intégrales particulières 
connues, Soit z =a une racine d'ordre p de l'équation caractéristique 
J(z) = 0. Prenons pour ligne d'intégration un cercle de centre a ne ren- 
fermant pas d’autres racines de f(z) = o, et soit II(z) une fonction holo- 
I (z)ezz N (z)ezz 
E ON ee 

J2) (3— a} fi(s) 


est égal au coefficient de A?-1 dans le développement du produit 


ezt dz, 


morphe dans ce cercle. Le résidu de la fonction 


exh 


H(a + Mo CES à 


suivant les puissances de A. Soit 


H(a+h) 
= = + és Ap1AP-1+...; 
T \o+ Aih +... + Ap hP 
les coefficients Ao, A1, ..., A p— sont arbitraires puisque la fonction H(z) 


est une fonction quelconque holomorphe dans le domaine du point a. Le 
résidu cherché est donc égal à 
æxP—1 æP—2 


ess [a EE HA, 


1.2...(P—1) + Apa |, 


LeZe (P — 2) iğ 
c'est-à-dire au produit de l’exponentielle e4* par un polynome arbitraire 
de degré p — 1; ce qui est bien d'accord avec le résultat connu. 


II. — INTÉGRALES RÉGULIÈRES. 


En dehors des cas très élémentaires que nous avons traités, il est, en 
général, impossible de reconnaître, d’après la forme seule d’une équation 
linéaire, si l’intégrale générale est algébrique ou peut s'exprimer au moyen 
de transcendantes classiques. On a donc été conduit à étudier directement 
les propriétés de ces intégrales, en partant de l’équation elle-même, au 
lieu de chercher à les exprimer (un peu au hasard) par des combinaisons 
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en nombre fini de fonctions connues. Nous avons déjà reconnu (Chap. XV) 
que la nature des points singuliers d’une fonction analytique est un élé- 
ment essentiel permettant dans certains cas de caractériser complètement 
ces fonctions. Or on connaît a priori (n° 397) les points singuliers des 
intégrales d'une équation linéaire; nous allons montrer comment on peut, 
dans un cas particulier étendu et très important, faire l’étude complète 
des intégrales dans le domaine d’un point singulier. 


107. Permutation des intégrales autour d’un point critique. — Soit a 
un point singulier isolé de quelques-uns des coefficients pi, P2, ..., pn de 
l'équation linéaire 


De d" d'i—1 d i 
(57) FN) = GA + Pi D eee Pat SE + Pay = 0; 


nous Supposons en outre que ces coefficients sont uniformes dans le voisi- 
nage. Soient G un cercle de centre a à l’intérieur duquel pi, Pa, ..., Pn 
n'ont pas d'autre point singulier que a, et zo un point intérieur à C 
voisin de a. Toutes les intégrales sont holomorphes dans le domaine du 
point zo; prenons z intégrales particulières y1, V2, -.., Yn formant un 
système fondamental. Si la variable æ décrit dans le sens direct un cercle 
de centre a passant par le point 9, on peut suivre le prolongement 
analytique des intégrales y1, V2, ..., Yn tout le long de ce chemin, et l’on 
revient au point x, avec n fonctions Yi, Ya, ..., Yn qui sont encore des 
intégrales de l'équation (57); Y; désigne ce que devient y; après une 
circulation autour du point a dans le sens direct. On a donc, puisque Y;, 
Ya, ..., Y, sont des intégrales de l’équation (57), n relations de la forme 


= AaVi + Aryza +... + Ain) 
3 Yo = dai V1 + aY +... + Any ns 
58) t 
| Bad EE a as A A l 
D Yra AnVi T AnŸa +... + AnnYn, 
es coefficients a; étant des constantes qui dépendent naturellement 
du système fondamental choisi. Le déterminant A d'ordre n, formé par 
ces n? coefficients, est différent de zéro; en effet, s’il était nul, les inté- 
grales Y4, Y, ..., Y, ne formeraient pas un système fondamental, et l’on 


aurait une relation linéaire à coefficients constants C; Y,+...+C,Y,= 0, 
qui deviendrait, après une circulation en sens inverse de la première, 


Gr +... Cn Yn = o0. 


Les n intégrales y; ne formeraient donc pas un système fondamental. 

Les coefficients des formules (58) dépendant du système fondamental 
choisi, il est naturel de chercher un système particulier d'intégrales, de 
façon que ces formules soient les plus simples possible, Cherchons d’abord 
à déterminer une intégrale particulière u = My1 + Myat... Any n 
telle qu’une circulation autour du point & reproduise cette intégrale mul- 
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U étant la valeur de w après la circulation, et s un facteur constant, ou 


han yi> aiya t... + GinVn) +... 
"iz nan Yi + AnaY a- -+ AnnYn) — s(Ai Yi +. + Ya) = 0; 


une telle relation ne peut exister entre les n intégrales que si les coeffi- 
cients de ÿ1, Y2, -.., Yn Sont nuls séparément. Les n + 1 coefficients indé- 
terminés, A4, À9, -.., Àn, S$ doivent donc satisfaire aux n conditions 


Ai (aii — s) + daa: E Ann N, 

Aidas t \2 (daa — S Peter nn = O, 
(59) 

Niii + Àz der +... + Àn(Gnn — s) = 0. 


Comme Ài, Ào, ..., An ne peuvent être nuls à la fois. sans quoi lon 
aurait u — 0, on voit que s doit être racine d’une équation de degré n 


di —S dzi u dni 
2 A12 Ass — S … An? 
(60) F(s)= = 0; 
Ain don s... Ann —S 


que nous appellerons pour abréger équation caractéristique; d’après une 
remarque faite tout à l'heure, cette équation ne peut admettre la racine 
s = 0, car le déterminant A des n? coefficients ax serait nul. 

Inversement, soit s une racine de cette équation; les relations (59) dé- 
terminent pour les coefficients À; des valeurs non toutes nulles, et l’inté- 
grale u = X yı +.. -+ nyn est multipliée par s après une circulation de 
la variable autour du point a. Cela étant, supposons d’abord que l’équa- 
tion caractéristique ait n racines distinctes si, S2, ..., Su. Nous aurons n 
intégrales particulières ui, Us, ..., un, telles qu'après une circulation 
dans le sens direct autour du point q, on ait 


(61) US = ur, Us = so Us, Les Ur=is, Un, 


U; désignant la valeur finale de u; après la circulation. Ces n intégrales 
ui, Us, ..., Un forment un système fondamental. Supposons, en effet, 
que l’on ait une relation de la forme 


(62) C; Uui + Cous+...+ Cn Un = O, 


les coefficients constants Ci, C2, ..., Cn n'étant pas tous nuls. Après une, 
deux, ..., (n — 1) circulations, on aurait des relations de même forme 


Cisiui + Co S2 Ug et OrSn n = 0, 
(63) Cis? ug + Cas3 us +...+ COnsiur = 0, 


KIUT 9°2%2 666.006 +1ve 0 ee n. ,.S 60/0 eee pie © #16 E 


Cis? ui + Cas}! uate.. Cnsi lun = 0. 
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Les relations linéaires (62) et (63) ne peuvent être vérifiées que si l’on a 
en même temps Ciu = 0, ..., Gnun = 0, car le déterminant correspon- 
dant est différent de zéro. 

Il est facile de former une fonction analytique qui est multipliée par un 
facteur constant s différent de zéro après une circulation autour du 
point a. En effet, la fonction (x — a)" ou e”loëtx-4) est multipliée après 
une telle circulation par e?7ir et, si nous déterminons r par la condi- 
I 
Ti 
après une circulation autour de a; toute autre fonction u jouissant de la 
même propriété est de la forme (x — a)" (x — a), la fonction ọ (s — a) 
étant uniforme dans le domaine du point a, car le produit u(x — ay" 
revient à sa valeur initiale après une circulation autour du point a. L’inté- 
grale ux est donc de la forme 


tion r = À Log(s), cette fonction (x — a)" est bien multipliée par s 


Uuk = (x —a)rox(x — a), 
` I : i r sie 

où re = Sri LOB(sx), la fonction vx étant uniforme dans le voisinage du 
point a. Dans un cercle C de rayon R décrit du point a pour centre et où 
les coefficients pi, ..., pn sont holomorphes, sauf au point a, l’inté- 
grale u+ ne peut avoir d'autre point singulier que a. Il en est donc de même 
de la fonction e4(x — a), et le point a est pour cette fonction un point 
ordinaire ou un point singulier isolé. On peut écarter le cas où le point a 
serait un pôle. En effet, si le point a était un pôle d'ordre m, comme l’expo- 
sant r4 n’est déterminé qu’à un nombre entier près, on pourrait écrire 


ur = (x — a) m[|(x—a)”o,(x—a)], 


et le produit (x — a )” ọ4(x — a) est holomorphe pour x = a. Si le point a 
n’est pas un point singulier essentiel pour ọ4(% — a), on dit que linté- 
grale est régulière pour x = a. 


408. Examen du cas général. — Il reste à examiner le cas où l’équa- 
tion caractéristique a des racines multiples. Nous allons montrer que l’on 
peut toujours trouver n intégrales formant un système fondamental et se 
décomposant en un certain nombre de groupes tels que, y1, Y2, +.., Yp 
désignant les p intégrales d’un même groupe, on ait, après une circula- 
tion dans le sens direct autour du point à, 


(64) Yi = Sı, Y2= s(Yi+ Y2), e. Yp= s( Yp- + Yp). 


Les différentes valeurs de s sont les racines de l'équation caractéristique, 
et à une même racine peuvent correspondre plusieurs groupes différents. 
Lorsque les n racines sont distinctes, cas que nous venons d'examiner, 
chaque groupe se compose d’une seule intégrale. 

Le problème revient en réalité à prouver que l’on peut ramener la sub- 
stitution linéaire définie par les formules (58) à une forme canonique telle 


` 
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que l’on vient de l'indiquer, en remplaçant ÿy1, Y2, +.. Yn par des combi- 
naisons linéaires convenablement choisies de ces variables. Le théorème 
étant supposé établi dans le cas de n —1 variables, nous allons montrer 
qu'il est encore vrai pour n. 

D'après ce qui a été démontré au précédent paragraphe, on peut toujours 
trouver une intégrale particulière x telle que l’on ait U = pu. En rem- 
plaçant l’une des intégrales, y, par exemple, par cette intégrale ų, les for- 
mules (58) prennent la forme 


1 OU, 
(65) Ya = bau + baya +...+ bonyn, 
| Yn = bou + bnoY 3 Poe ete bnnYn. 


Si dans les n — 1 dernières formules nous négligeons les termes bzu, ..., 
bu, ces formules définissent une substitution linéaire portant sur les n — 1 
variables Və, V3, ..., Yn. Le déterminant A’ de cette substitution à n —1 
variables n’est pas nul, car le déterminant A de la substitution linéaire à n 
variables est égal à uA’, et ne peut être nul. Le théorème étant admis 
pour n —1 variables, supposons cette substitution auxiliaire ramenée à la 
forme canonique. Cela revient à remplacer Və, Ya. ..., Yn par n combi- 
naisons linéaires distinctes Z1, 3», ..., 3-1 telles que les formules qui 
définissent la substitution linéaire 


Y; = biya +... + binYn (FANS 40, 1) 
soient remplacées par un certain nombre de groupes de formules telles que 
Zi = Sti Z = s( 31+ 22), ET Zp = S(3p-1 + 3p). 


Si l’on effectue la même transformation sur les formules (65 ) il faudra 
évidemment ajouter aux seconds membres des formules précédentes des 
termes renfermant u. Autrement dit, nous pouvons trouver n —1 inté- 
grales formant avec w un système fondamental, et se partageant en un 
certain nombre de groupes tels que l’on ait, pour les intégrales Z1, 3», ..., 
Zp d’un seul groupe, 


(66) Zi=5s3;+Kiu, Zo=s(zi+2)+Kou, ..., Zp=S(3p-1+3p) + Kpu, 


Kı, Ke, ..., Kp étant des constantes. Nous allons d’abord chercher à faire 
disparaître le plus qu’on pourra de ces coefficients. Posons pour cela 


Ui = 31+ Àu, U = 32+ ÀU, ES Up = 2p + Àpu, 


Ài, Àz, +, Àp étant p coefficients constants. Un calcul facile montre que 
l'on a pour ces nouvelles intégrales, 


67) ( U, = su, + [Ki + (p — s) Ju, 
EEE. A 


U; = s (ui-1 + ui) + [K:; + (u — s); — sài] U, e 
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cela posé, si u — s n’est pas nul, on peut choisir À1, Aa, ..., Àp de façon 
que les coefficients de u dans les seconds membres soient ui, et l’on à 
pour les nouvelles intégrales u;, 


Di = st, Us = s (Uui + uw), af Ur es( en): 


La substitution subie par ce groupe d’intégrales après une circulation 
autour de a est de la forme canonique. Si p = s, comme s ne peut être nul, 
on peut choisir M4, À», ..., Àp—1 de façon à faire disparaître les coefficients 
de u dans les expressions de U3, Uz, ..., Up. Mais on peut avoir plusieurs 
groupes de variables z; subissant une transformation de forme canonique 
pour laquelle la valeur de s est égale à u. Supposons, pour fixer les idées, 
qu'il y ait deux pareils groupes, comprenant respectivement p et q va- 
riables. Après le changement de variables qui précède, les substitutions 
subies par ces deux groupes sont de la forme 


(1) U =su; + Ki u, U: = s( u= u), SN Up= s(Up+ üp), 
(II) Uj = su, Ki u, = S(u;+u;), Mor Ug = s(u,+ üq-1). 


Si K, = K = 0, lon a trois groupes d’intégrales u, (Ui, Uz, ..., Up), 


(Ui, U3, ...,u,) subissant une substitution de forme canonique. Soit p? q; 
4 


si K; n’est pas nul, en posant v; = u;— K- Ui, le second groupe d’inté- 
1 


grales est remplacé par un groupe de g intégrales p; subissant une substi- 


; ; ; K,u 
tution de forme canonique, et en posant ensuite uo = 5 


» les (p +1)in- 


tégrales to, u1, ..., Up forment un seul groupe subissant une substitution 
: es K' u 
de forme canonique. Si K; = o, K| n'étant pas nul, en posant u) = —!-, 
s 
j. , r , , 4 
on a deux groupes d'intégrales (us, uz, ..., Up), (Ug, ui, ..., Uy) subis- 
sant une substitution de forme canonique. Le théorème énoncé est done 
général. 

I] nous reste à trouver une forme analytique propre à mettre en évidence 
la loi de permutation des intégrales d’un même groupe après une circu- 
lation autour du point a. Soient y1, Y2, ..., Yp un groupe d’'intégrales 
subissant la permutation (64); posons yx=(x— a)"2,, r étant égal 
sin EE . . R ‘ 
à — Logs. Les p fonctions 3,, 32, ..., Zp doivent être telles que l’on ait 

T 


2 


Zi 


Il 


Z1; LS, + 39, date + Zp = Zp 1+ She 


La fonction 3, doit donc être une fonction uniforme ®,(x — a) dans le 
domaine du poa a. Quant à la fonction Sh on déduit des égalités précé- 


r 


dentes = = — deg 1 ; la différence =? — 
Z z 2TL 


tion E a S — a), et l’on a aussi 


: Log(x — a) est donc une fonc- 


I Š + 
= Jrilog(z—ajpi(æ—a)+ (£ —a), 


GNT 29 
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o:(æ— a) étant encore une fonction uniforme. D'une façon générale, 
(tx)... (t—k+ 1) 
UE SAUT 
entier positif; un calcul facile montre que l’on a T(t 1) =T4(t) + Tx1(6). 


soit T4(¢) le quotient » k désignant un nombre 


a | 3 
Si donc l’on remplace £ par Es Log(æz — a), les fonctions obtenues 
2T 


LA d 1 ) 

r| —. Log(z -—a)j| = 8, 
2T 

sont telles que, après une circulation de la variable v autour du point a, 

84 se change en O+ 041. On en conclut, en raisonnant de proche en 

proche, que les n fonctions 31, 3:, ..., 3, Sont de la forme 


31= (Tr —a ); 


3» = 0,09, (v — a) +v2(T — a), 


3p= 0p-191(7 —a)+8p-2P2(T — a) +...+p(X7 — à), 


les fonctions 91, 92, ..., ®, étant uniformes dans le domaine du point a. 
Une intégrale quelconque appartenant au groupe d’intégrales considéré 
est donc de la forme 


(68) y =(z—-a)'}ÿo(r —-a)+ÿ(r—a)Log(r — a)+... 
+ ÿx(æ—a)[Log(x — a)#}, 
le nombre entier ķ étant au plus égal à p — 1 et les fonctions Yo, d1,..., Ypi 
étant des fonctions uniformes dans le domaine du point a, qui s'expriment 
linéairement au moyen des fonctions 91, ẸỌ2, ..., Ọp. Si le point a n'est 
un point singulier essentiel pour aucune des fonctions ÿ;, on dit que 
l'intégrale (68) est régulière pour v =a. D'après une remarque déjà 
faite, on peut alors supposer que toutes ces fonctions Ÿÿ; sont holomorphes 
pour z = a, en remplaçant r par un autre exposant qui n’en diffère que 


d'un nombre entier. 


409. Théorème de M. Fuchs. — On doit à M. Fuchs d’avoir établi les 
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une équation linéaire admette 
dans le domaine d’un point singulier a un système de n intégrales dis- 
tinctes, toutes régulières. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que 
le coeficient pi de paii dans l'équation (57) soit de la forme 
(æ—a)-iP(æ— a), la fonction P(x —a) étant holomorphe dans le 
domaine du point a. 

Si P(o) n’est pas nul, le point a est un pôle d'ordre č pour pz. Mais, 
si P(o) =0, le point a est un pôle d'ordre inférieur à č; il peut même 
arriver que le point a soit un point ordinaire pour quelques-uns des coeffi- 
cients p;. On peut encore énoncer les conditions précédentes comme 
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-n 
+ 
~ 


il suit : L’équation linéaire doit être de la forme 


— n “ n=- dn + g, 
(æ— a) ion +(z—a)t-1P,(z) Re 
(69) 


d 
+ (x — a) Pareta) = —+ P,(z)y — 0) 


Pi, Po, ..., Ph étant des fonctions holomorphes dans le domaine de a. 

Ce théorème étant admis, nous montrerons simplement comment on 
peut déterminer pour une équation de cette espèce les racines de l’équa- 
tion caractéristique. Soit s une racine de cette équation et r une détermi- 


i í pre : 1 
nation de je Logs. D'après ce qu’on a remarqué, on peut choisir cette 
2T 


détermination de r de façon que léquation admette une intégrale de'la 


forme (x — a )"ọ(x — a), ọ(x— a) étant une fonction holomorphe qui 
n’est pas nulle pour g = a. Soit 


(70) Y= co(x—a)"+ cilz —a) +! +... (C0), 


le développement de cette intégrale; en substituant ce développement à la 
place de y dans le premier membre de l'équation (69), le coefficient du 
terme de degré le moins élevé, c’est-à-dire du terme de degré r en (x — a), 
doit être nul, ce qui conduit à l'équation 


D(r)=r(r—1)...(r—n+1) 
(71) +Pi(a)r(r—1)...(r—n+2)+...+P;(a) = 0. 


Cette équation est l'équation déterminante fondamentale relative au 
point a; si r est une racine, s = e?%” est une racine de l'équation carac- 
téristique. On voit que l'équation caractéristique aura des racines mul- 
tiples si l'équation D(r) = o a des racines qui ne diffèrent que d’un nombre 
entier. Ne pouvant entrer ici dans l'étude du cas général, j'indiquerai 
rapidement la discussion lorsque l'équation est du second ordre. Sup- 
posons, pour simplifier l'écriture, æ = 0, et considérons l'équation du 
second ordre 


(72) 2 ÿ'+æ[a+ax+...]y' + [bo+bix+...]y =o, 


les coefficients de zy’ et de y étant des fonctions holomorphes de æ dans 
le domaine de l'origine. Si nous substituons à la place de y dans le pre- 
mier membre de l'équation précédente un développement de la forme (70), 
où l'on fait a = o, le coefficient de x” est, après la substitution, 


Lr Cr — 1) + ar + bo]co. 


Comme par hypothèse le premier coefficient co n’est pas nul, on doit 
prendre pour r une racine de l’équation du second degré 


(73) D(r)=r(r—1) + avr + by = 0. 
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Ayant pris pour r une racine de cette équation, on peut choisir co arbi- 
trairement; nous prendrons par exemple c=:. Le coefficient de +”+? 
après la substitution est de même 


cp[(r+p(r+p—:)+ a(r +p)+ bi]+F = cpD(r+p)+rF, 


F étant un polynome à coefficients entiers en Co, C1, +.., Cp—1, Qo, Q1, ++; Aps 
bos bi, -.., bp. Faisant successivement p =1,2,3,..., on pourra calculer 
de proche en proche les coefficients successifs C1, Co, -.., Cn, «+, à MOINS 
que D(r+p) ne soit nul pour une valeur positive de l’entier p, c'est- 
à-dire à moins que l'équation (73) n'admette une seconde racine r' égale 
à la première r, augmentée d’un nombre entier positif. Laissant ce cas de 
côté, nous obtiendrons une intégrale particulière représentée par une série 
de la forme (70), et convergente dans un cercle ayant pour centre l'ori- 
gine (1). Si l'équation D(r) = o admet deux racines distinctes 7, r', dont 
la différence n’est pas un nombre entier, la méthode précédente permet 
d'obtenir deux intégrales distinctes, et l'intégrale générale est représentée 
dans le domaine de l’origine par la formule 


(74) y = Grrçg(x) + Cz” 4 (2), 


ọ(x) et Y(x) étant deux fonctions holomorphes qui ne s’annulent pas 
pour T = 0. 

Il n’en est plus de même si les deux racines de l'équation (73) sont 
égales ou si leur différence est un nombre entier. Soient r et r— p ces 
deux racines, p étant un nombre entier positif ou nul. Nous pouvons 
toujours obtenir une première intégrale de la forme y, —z"#(æx). Une 
seconde intégrale y, est donnée par la formule générale (23) qui devient ici 


Zielo S (Erarars.. 1x 
poarte) f or. dj 


la somme des racines de l'équation (73), ou 1 — &o, est égale dans ce cas 
à 2r—p:ona donc a;= p +1— 2r et, par suite, 


A 


E) ; 
oS (Erara a a OTARRE), 


P(x) étant une fonction régulière dans le domaine de l'origine qui n’est 
pas nulle pour æ = o. La seconde intégrale y, a donc pour expression 


Q(z)dz 
n=srq(e) [SES part TEL 


Q(x) étant une fonction holomorphe, différente de zéro pour x = o. 


(') La convergence s'établit par la méthode habituelle des fonctions majorantes, 
et nous renverrons pour ce point aux Mémoires de M. Fuchs ou à la Thèse de 


M. Tannery. 
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Soit A le coefficient de æ? dans Q(x); nous voyons encore que l'inté- 
grale y, est de la forme 

olz) 

Ya=x"o(x) [A Logs + ar | 


£P 


= gr-PY(x) + Axro(æ) Log, 


Y(æ) désignant une nouvelle fonction holomorphe dans le domaine de 
l’origine. Ce résultat est bien conforme à la théorie générale. Comme cas 
particulier, il peut se faire que l’on ait À = o; l'intégrale générale ne ren- 
ferme pas alors de logarithme dans le domaine de l’origine. Mais il est à 
remarquer que cette circonstance ne se présente jamais lorsque p = 0 
[puisque Q(o) n’est pas nul], c’est-à-dire lorsque l’équation (73) a une 
racine double. 


410. Équation de Gauss. — Appliquons cette méthode à l’équation 


(75) g(i—rc)y+[y-(a+B8+1)x]y — By = o, 


où x, D, y sont des constantes. Les points singuliers à distance finie 
sont æ—0 et æ —1. L'équation déterminante relative au point r = o 
est r(r + y —1) = 0 et admet les deux racines r = 0, r = 1— Y. Si y n’est 
ni nul ni égal à un nombre entier négatif, il résulte de la méthode précé- 
dente que l'équation admet une intégrale holomorphe dans le domaine de 
l’origine. Pour déterminer cette intégrale, substituons dans l'équation la 
série 
Y = Cot CL +.. + Cn” +... 


et égalons à zéro le coefficient de æ*-1; nous obtenons une relation de 
récurrence entre deux coefficients consécutifs 


n(y + n—i)cen=(a + n —1)(B +n —1)cr1, 
ce qui nous donne pour l'intégrale holomorphe la série 


ap, 2(a+1)8(B+n) a 


je: 0 ES CTF T) 


Fa, B Y,z)=1+ 


ou série hypergéomitrique, qui est convergente dans le cercle To de 
rayon un ayant pour centre l’origine. Pour avoir une seconde intégrale, 
faisons la transformation y = æt-Yz, ce qui conduit à une équation de 
même forme 


(76) T(1—t)3 +[2-—- y — (a+ B +3—2y)r]z' 


—(a +ı1ı— y)\(8 +1— y) = 0, 


ne différant de la première qu’en ce que z, B, y sont remplacées respec- 
tivement par a + 1— y, B +1— y, 2 — y. Si 2 — y n’est pas nul, ni égal à 
un nombre entier négatif, l'équation (75) admet donc la seconde inté- 
grale æt-YF(a+1—Y, B +1— yY, 2— y, x), et lorsque y n'est pas un 
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nombre entier l'intégrale générale est représentée dans le cercle Fo par 
la formule 


(77) y = CF (a, B, y, x) + Cort YF(a+i—y, B+r— y, 2 — y, 7). 


Lorsque y est un nombre entier, la différence des deux racines de l’équa- 
tion déterminante est nulle ou égale à un nombre entier, et l'intégrale 
contient en général un terme logarithmique dans le domaine de l’origine. 
Nous étudierons seulement le cas où y = 1; les deux intégrales 


a Re) ATE ie Pere yam ye) 


se réduisent alors à une seule F(a, B, 1, x). 

Pour trouver une seconde intégrale, supposons d’abord y un peu différent 
de l’unité y =1 — A, h étant très petit : l'équation (75) admet les deux 
intégrales 


F(a, B, 1— h, x), xhF(a+h, B +h, 1+ h, zx), 
et par suite la fraction 


LAF lah. B8 +h. 1+ h, s)— F(a. B, 1— h, x) 
l 


est aussi une intégrale. Lorsque h tend vers zéro, ce rapport a pour 
limite la dérivée du numérateur par rapport à k, où l’on aurait fait k = o. 
La dérivée du facteur z nous donne un terme logarithmique qui, pour 
h = o, se réduit à F (a, B, 1, x) Logx. Pour avoir la dérivée d’un coeffi- 
cient quelconque čars les deux séries par rapport à h, tel que le coeffi- 
cient 


(la hla + h = 1). a+ h+ n— iB + AXB +h +1)... (B+ htni) 
1.2...n(1+hA)(2+h)...(n+h) á 


il est commode de calculer d’abord la dérivée logarithmique. On trouve 
ainsi une nouvelle intégrale qui a pour expression 


( de) = Fe, P: 1, z) Logz 
(78) | + SA, ae a ie safe mn) BUS pr) (6 Ana), 
(TES ME)? 
où l’on a posé 
1 1 1 i 1 
= RE 2 E ——— 
An "EL Paris des P B+ nm —1 


I 1 
—a(1+ i+... z). 
2 n 


On pourrait étudier de la même façon les intégrales de l'équation de 
Gauss dans le domaine du point æ = 1, mais il suffit simplement de remar- 
quer que, quand on remplace æ par 1—#, l'équation ne change pas de 
forme; seulement y est remplacé par a + B +1— y. L'intégrale générale 
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est donc représentée, dans le cercle T, de rayon un décrit du point x —1 
pour centre, par la formule 


y=GF(e, B, a+ 8 +i— 7, 1— T) 
+ Cor) BF (y — a, y — B, y+1—-a—$, 1—7), 


pourvu que y — « — É ne soit pas un nombre entier. 
Afin d'étudier les intégrales pour les valeurs de x de module très grand, 


1 “Re Rue 
on pose æ = =» et l’on est ramené à étudier les intégrales d’une nouvelle 


équation linéaire dans le voisinage de l’origine. Les intégrales de cette 
équation sont également régulières dans le domaine de l’origine, et les 
racines de l'équation déterminante sont précisément « et £. Si l’on pose à 


à I ; ; à 
la fois æ = re M l'équation obtenue est encore de la forme (75), 
mais Ê est remplacé par a + 1— y, et y par x + 1 — B. L'équation de Gauss 
admet donc l'intégrale 


aE l 
z F(a a+ y, a+r f, Ar 


par raison de symétrie elle admet aussi l'intégrale qui se déduit de celle-là 
en permutant a et $, et l'intégrale générale est représentée à l'extérieur 
du cercle To par la formule 


; À 1 
F= Cia-xF (a, a + 1I— y, 2+ ı—?ß, 2) 
I 
+ CaaS F (8 +1— y, B, Bi 2); 
pourvu que à — ß ne soit pas un nombre entier. 


Remarque. — Toute équation linéaire de la forme 
(79) (æ—a)(x—b)y"+(lx+ my + ny =0, 


où a, b, l, m, n sont des constantes quelconques (a Æ b), se ramène à 
l'équation de Gauss par le changement de variable x = a+(b—a)t. 
Pour identifier l'équation obtenue 


dy la+m dy 
(59) nee a A 
avec l'équation (75), il suffit en effet de poser y = — SE, et de déter- 


miner « et B par les deux conditions a + B +1 = l, a8 = n. 


#1. Équation de Bessel. — Considérons en particulier équation 


(81) g(ı—kr)y"+(c—bsr)y'—ay =o 
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ue : ! ; I 
qui admet les deux points singuliers æ = 0, x = z? et que l'on peut 


ramener à l'équation de Gauss par le changement de variable ky = t. Si 
l’on fait tendre le paramètre k vers zéro, tandis que a, b, c tendent vers 


des limites finies A, B, C, le point singulier x = z s'éloigne indéfiniment, 


et l’on obtient à la limite une équation linéaire 
(82) xy"+(C—Bz)y —Ay=o, 


n'ayant que le seul point singulier + =o à distance finie. Si B n’est pas 
nul, en remplaçant Bx par v, on est ramené à une équation de même 
forme où B —1. Si B = 0, et A différent de zéro, on peut de même sup- 
poser À = 1. En définitive, l'équation (82) peut être ramenée à l’une des 
deux formes ci-dessous 


(83) TY"+(yY—xz)ÿy' —ay = 0, 


(84) REI A A: 
En étudiant les intégrales de ces deux équations dans le domaine de 


l'origine, comme on l’a fait pour l'équation de Gauss, on est amené à 
introduire les deux séries 


EA ala +1) > 
y ay +) $ 


am? 


G(a, Y,z)=1+ 


Si. 


Tee.) 


I 1 
J(y, £) =1 + -£+ ————— x 
ya) Y 142, YÛT HS) 
que l'on peut considérer comme des dégénérescences de la série hyper- 
géométrique. Si l’on remplace, dans F(«, 8, y, z), la variable æ par £x 


I : z I EE 
et B par z» le coefficient de x” dans F (a, z Y ke) a pour limite le 


k k 
coefficient de x”? dans G(«, y, æ) lorsque k tend vers zéro. De même, le 
í 
k 
dans J (y, x) lorsque ķ tend vers zéro. 

Lorsque y n'est pas un nombre entier, lintégrale générale de l'équa- 
tion (83) est donnée par la formule 


: I ME à 
coefficient de x” dans F DURE ka) a pour limite le coefficient de x” 


(85) y =CiG(a, y, z) + Csi-YG(a +1— Y, 2— Y, £), 
et de même l'intégrale générale de l'équation (84) est 
(86) y =C, ] (y, z)+ Cax!-YJ (2 — Y, 7), 


et ces formules sont valables dans toute l'étendue du plan. Si y est un 
nombre entier, l'intégrale générale dæ l'équation (84) renferme toujours 
un terme logarithmique. Par exemple, si y = 1, on obtiendra une inté- 
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grale différente de J(1, x) en cherchant la limite pour À = o du rapport 


TRIER, 2 AI(r—=R, 2) 
h 7 


ce qui donne pour expression de l'intégrale générale 


S. MER 
M 2 LT l I æn 
y= GI æ) + Ca |30, £) Loge —a X (1=+ 3 D ere 5) nil 
1 


On peut ramener à l'équation (84) une équation linéaire qui se présente 
dans un grand nombre de questions de Physique mathématique. Posons 


15 s g2 t . 
dans l'équation (84) x = — —; en remplaçant y par n +1, l'équation ob- 
4 
tenue est identique à l'équation déjà étudiée (n° 406), 


y 0, dy 
8 + H (2n +1) << + ty =0; 
si dans cette nouvelle équation on pose encore y = 4” z, on obtient une 
nouvelle forme de l'équation de Bessel 


(88) t m ee IL A 


+(f— n)3 = 0. 
Les trois équations (84), (87), (88), où y = n +1, sont donc absolument 
équivalentes l’une à l’autre. Si n n’est pas un nombre entier, l'intégrale 
générale de l'équation de Bessel (88) est d’après cela 


f t2\ t? 
z=0eJ(n>+i, -- 7) + CI (1—n, -£). 
i á À Á 
On a démontré [plus haut (n° 406) que si z est la moitié d’un nombre 
impair l'intégrale générale de l'équation (87) s'exprime au moyen de 
transcendantes élémentaires. La transcendante J(y, æ) se ramène donc 
à la fonction exponentielle lorsque y est la moitié d’un nombre impair. 
Remarque. — L’équation étudiée par Riccati 


(89) e + Au?— Br” = o, 
où A, B, m sont des constantes données, peut aussi se ramener à l’une des 
équations équivalentes (84), (87), (88). On a vu plus haut en effet (n° 400) 


| 3 


que l'intégrale générale de léquation (89) est por s étant l'intégrale 


générale de l’équation linéaire 


dz 


(90) da 


— ABz”z = o0. 


Si dans cette dernière équation on fait le changement de variable x = À tẹ, 
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À et u étant deux coefficients indéterminés, elle devient 


2 ” 
(91) 1 CE L (p—1) B — BAM pe gmap s = 0; 


our qu'elle soit identique à l'équation (87), il suffira de prendre 
P q g q 7 p 


2 , : i 
= ——> et de déterminer À par la condition ABÀ”+? y? — — 1. La 
m + 2 
u j x 
valeur correspondante de n est — = ou — ————: On peut donc exprimer 
2 m + 2 


en termes finis l'intégrale générale de l’équation de Riccati (89) toutes les 


fois que —— est la moitié d'un nombre impair positif ou négatif 2i +1, 
mm +2 


UE . í É Biu TNT DS 
c'est-à-dire toutes les fois que m est égal à — » í désignant un nombre 
1+ 


ai 


entier positif ou négatif. 


412. Équations de M. E. Picard. — Étant donnée une équation diffé- 
rentielle linéaire à coefficients méromorphes, on peut reconnaître, d’après 
la méthode de M. Fuchs, si l'intégrale générale est elle-même une fonction 
méromorphe. Il faut et il suffit pour cela : 1° que les intégrales soient 
régulières dans le domaine de chacun des points singuliers; 2° que toutes 
les racines de l'équation déterminante relative à l’un quelconque de ces 
points singuliers soient des nombres entiers; 3° enfin que tous les termes 
logarithmiques disparaissent dans l’expression de l'intégrale générale au 
voisinage d’un point singulier. 

Supposons toutes ces conditions remplies. L'intégrale générale est alors 
une fonction uniforme méromorphe dans tout le plan. Si les coefficients 
de l’équation sont des fonctions rationnelles, les points singuliers @:, 
as, ..., An Sont en nombre limité. Pour que l'intégrale générale soit une 


3 : : KA x pun 
fonction rationnelle, il suffira que l'équation obtenue en posant x = į ait 


elle-même toutes ses intégrales régulières dans le domaine du point { = 0, 
car l'intégrale générale étant uniforme ne peut renfermer de terme loga- 
rithmique ni de puissance fractionnaire de ż. Lorsque cette dernière con- 
dition est remplie, on peut obtenir l'intégrale générale par un calcul 
d'identification. En effet, soit — my; la plus petite racine de l'équation déter- 
minante relative au point v = a;, et N la plus petite racine de l'équation 
déterminante relative au point { = o pour l'équation transformée. Il est 
clair que le produit d’une intégrale quelconque y par 


xz — Ai)" (£ — Go Mi, (£ — An Mn 
1 


est une fonction rationnelle n'ayant plus aucun pôle à distance finie, c'est- 
à-dire un polynome P(x) dont le degré est au plus égal à 


My + Mo+...+ Mn— N. 


Connaissant une limite supérieure du degré de ce polynome, il suffira pour 
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déterminer les coefficients de remplacer y par une expression telle que 
P(æ)H(x— a;)-"i, où P(x) est le polynome le plus général de ce degré, 
dans le premier membre de l'équation proposée, et d'écrire que le résultat 
est identiquement nul. 

M. Émile Picard a fait connaître un autre cas très important où l’inté- 
grale générale s'exprime au moyen de transcendantes classiques : Lorsque 
l'intégrale générale d’une équation différentielle linéaire et homo- 
gène, dont les coefficients sont des fonctions elliptiques de la variable 
indépendante (admettant les mêmes périodes), est une fonction méro- 
morphe, cette intégrale s'exprime au moyen des transcendantes de la 
théorie des fonctions elliptiques. 

Pour simplifier l'écriture, je développerai la démonstration pour une 
équation du second ordre seulement. Soient f,(x), falx) deux intégrales 
distinctes d’une équation linéaire et homogène y"+ p(x)y'+ qg(æ)y = 0, 
où p(x) et q(x) sont des fonctions elliptiques de périodes 2w et 2w'. 
Par hypothèse, f(x) et f2(æ) sont des fonctions uniformes méromorphes. 
L'équation proposée ne changeant pas quand on remplace x par x + 2w, 
fix + 20) et fı (£+ 2w) sont aussi des intégrales, et l’on a des relations 


(92) f(x + 2w) = af(x)+ bfi(x), falz +2w)= cfi(r)+ dfi(r), 


a, b, c, d étant des coefficients constants dont le déterminant ad — bc 
n’est pas nul; car si l’on avait ad — bc = o, on en déduirait entre f,(x+2w) 
et fa(x +2w) une relation de la forme Cfi (£ + 2w)+ Cr fa(x + 2w) = 0, 
C, et C2 étant des coefficients constants dont l’un au moins est différent de 
zéro, ce qui est impossible puisque fı et fa sont deux intégrales distinctes. 
Pour la même raison, on a un autre système de relations 


(93) f(x + 2w") = a'fi(x) + b'fa(x), fala +2w) = c'fi(x)+ d' fals), 


a’, b', c', d' étant des coefficients constants, et a'd'— b'c' n'étant pas 
nul. Cherchons comme au n° 407 une intégrale 8(x) = Àf,(x) + afo(x) 
telle que g(x +2w) — se(x). Nous avons pour déterminer À, u, s les 
deux équations 


X(a— s) uc =o, Ab + u(d—s)=0, 
d’où l’on déduit pour s équation du second degré 
F(s) = £— (a + d)s + ad — bc = o0. 


Si cette équation a deux racines distinctes s4. 5, il existe deux intégrales 
distinctes w,(x), g2(æ) telles que l’on ait 


(94) P1(T + 2w) = s191 (7), a(x + 2w) = S292(7), 
et les relations (93) sont remplacées par deux relations de même forme 


(95) gı (£ + 20’) = ki (x£) + loa (x), Q(T + 20W) = mp(x)+ ny (r). 
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Cela posé, nous pouvons, au moyen des relations (94) et (95), obtenir 
deux expressions différentes pour g,(æ + 2w + 2w') et (7 +2w + 2w'). 
Nous avons d’une part 


(TX +20 +20) = sp(r + 2w) = sıkı (x) + s1lp(x); 
nous pouvons, en procédant dans l’ordre inverse, écrire aussi 
(Tr +20 +20) = kg(r+ow)+ lo (r +ow)= ksigı (£) + lsapa(r). 


Ces deux expressions devant être identiques, on a l = 0, puisque sı — s» 
n’est pas nul, et l’on prouverait de même que l’on a m = o, en prenant 
les deux expressions de w,(æ + 2w + 2w'). Les intégrales @i(x), 9 (7) 
sont donc des fonctions méromorphes qui se reproduisent multipliées par 
un facteur constant quand la variable > augmente d'une période; ce sont 
des fonctions doublement périodiques de seconde espèce. Toute fonction 
méromorphe (v) jouissant de cette propriété s'exprime au moyen des 
g(x) 
p(z 

elliptique, et nous avons vu que l'intégration n’introduit aucune transcen- 
dante nouvelle (n° 333). On peut, du reste, le démontrer sans aucune inté- 
gration. Soit w(æ) une fonction méromorphe telle que l’on ait 


est une fonction 


transcendantes p, €, so, car la dérivée logarithmique 


g(s + 2w) =po(r), g(x+auw) = pœ(x); 


s(æ—a) 


S(T) 
constantes quelconques. D’après les propriétés de la fonction 5 (n° 330) on a 


considérons la fonction auxiliaire Y( z) = epx » a tp étant deux 


p(s +2w) = e20p-2na4 (x), (x +2uw) = ewp m'a p(z). 


Pour que le quotient 


ga) soit une fonction elliptique, il suffit que l’on 


y(r) 
ait 
LU ! ! 
2wp —2an = Log p, 2w' p — 2a q' = Logu’, 
relations qui déterminent 9 et a (voir p. 195). On remarquera que l’on peut 
prendre a =o si Logu et Logu’ sont proportionnels aux périodes corres- 
pondantes 2w, 2". 
Arrivons au cas où l'équation F(s)= o a uné racine double s. On peut 
trouver deux intégrales distinctes o; (7), #:(æ) telles que l’on ait (n° 408). 


(96) mi(T+2w)=s(r), D2(T +2w) = Sp(T)+Co(x); 


si G —o, toutes les intégrales de l’équation, et en particulier f(x) 
et f2(æ), sont multipliées par s lorsque z augmente de 2w. On cherchera 
alors une combinaison À fi(æ) + uf:(x) qui se reproduise multipliée par s’ 
lorsque z augmente de 2w'. On trouvera ainsi, en partant des formules (95), 
deux intégrales distinctes w,(æ), #(x), telles que l'on ait 


p(T+2w')=Ssp(T), a(z + 2w) =s,pa(r), 
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ou 
pr +2w)=sq(r),  ga(® +2w) = s'os(x) + C'i (x), 


C' n'étant pas nul. Dans le premier cas, les intégrales g(æ), g(æ) sont 
encore des fonctions doublement périodiques de seconde espèce. Dans le 
second cas, l'intégrale (æ) est seule une fonction doublement périodique 
pi(æ) 
d'une constante C' lorsque x augmente de 2w’ et ne change pas lorsque x 
augmente de 2w. Or la fonction AË(x) + Bz, où A et B sont deux coef- 
ficients constants, possède la même propriété pourvu que l’on ait 


de deuxième espèce. Quant à l'intégrale #(æ), le rapport augmente 


2An+2Bw—o, sån +2Bw'= C'. 


EN Q à ENT 
La différence = — At(æx)— Br est donc une fonction elliptique. 
91 


Lorsque le coefficient C mest pas nul dans les formules (96), on a entre 
les intégrales 9, (£), 9a (®%), #1(x + 2w'), 9o (x + 2w') des relations de la 
forme (95), et l’on peut encore en déduire deux expressions différentes 
pour (7 + 20 + 2w') et g (7 +20 + 2w'). En écrivant qu’elles sont 
identiques, on obtient les conditions l=0, k— n. L'intégrale w,(x) 
est encore doublement périodique de seconde espèce, Quant à l’inté- 
grale w,(æ), on a les deux relations 


P(r +20) _ (r) C P(g + 2w) _ pa) m 
(£ + 2w)  pi(r) s` g(s + 2w) (T) k 


Déterminons comme tout à l'heure les deux coefficients A et B de façon 


que l’on ait 2A) + 2Bw = s 2A n' + 2Bw' = T la différence 
DEA a Ea 
Qı (£) 


est encore une fonction elliptique. On voit donc que l'intégrale générale 
est dans tous les cas réductible aux seules transcendantes ex, px, Cr, ox. 
Prenons par exemple l'équation de Lamé 


d'y 4 
(97) TX [n(n +1)pe + h]y = 0, 


dont l'intégration effectuée par M. Hermite a été le point de départ de la 
théorie précédente (n est un nombre entier, À une constante arbitraire). 
L'intégrale générale de cette équation est une fonction méromorphe. En 
effet les seuls points singuliers sont l’origine et les points 2 mw + 2m w'. 
Dans le domaine de l’origine, les intégrales sont régulières, et les racines 
de l'équation déterminante sont r’= — n, r"= n +1. Quoique leur diffé- 
rence soit un nombre entier, l'intégrale générale ne renferme pas de terme 
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logarithmique. En effet, si l’on pose z? = t, l'équation devient 


.. dy d 
(98) je +a Z [at +i)p(Ve) + h]y = 0. 


Le coefficient de y dans la nouvelle équation est encore une fonction uni- 
forme, et la différence des racines de la nouvelle équation déterminante 
n'est pas un nombre entier. Il s'ensuit que l'intégrale générale de l’équa- 
tion (98) ne renferme pas de terme logarithmique. 


IV. — SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


413. Propriétés générales. — La plupart des théorèmes établis 
pour une équation linéaire s'étendent sans difficulté aux systèmes 
d'équations linéaires à plusieurs fonctions inconnues. On peut 
toujours supposer, sans restreindre la généralité, que ces équa- 
lions sont du premier ordre (n° 383); c'est ce que nous ferons 
dans ce paragraphe. Soient y1, V2, -+ +, Yn les n fonctions incon- 
nues, et x la variable indépendante. Il résulte d’un théorème 
général (n° 397) que les intégrales n’admettent pas d’autres points 
singuliers que ceux des coefficients. Si l’on se donne les valeurs 
initiales y?, y®, ..., y% pour une valeur x, différente des points 
singuliers, on peut poursuivre le prolongement analytique de ces 
intégrales tout le long d’un chemin quelconque issu du point £o 
et ne passant par aucun de ces points singuliers, qui sont connus 
a priori. 

Nous supposerons, uniquement pour simplifier l'écriture, que 
l’on a un système de trois équations à trois inconnues. Considé- 
rons d’abord le système de trois équations homogènes 


dy 
Le +ay +bz +cu =0, 

dz 
(99) — + ay + biz + ceiu =0 
9 Ai 19 L 1 , 


u 
e a + 9 A b5 + cou = 0, 


| dr 


où a, b,c, ... sont des fonctions de la seule variable x. Si l’on con- 
naît un système particulier d’intégrales (y4, 31, t) les fonctions 
(Cy, Cz, Cu) forment aussi un système d’intégrales, quelle 
que soit la constante C. De même, si l’on connaît deux systèmes 
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particuliers d’intégrales (y4, 31, U4) et (Y2, 3, ü>), On peut en 
déduire un nouveau système d’intégrales dépendant de deux con- 
stantes. arbitraires (Ciya -t Coÿ2, Crer + Cra, Grt + Cuz). 
Enfin, si l’on connaît trois systèmes particuliers d’intégrales 


(Vis 15 M1), (Pas 25 Us), (Vas 33, Us), 


les formules 


| Y = Ci yi> Cayat C3 Ys, z= G3, + C324 + C2, 
(100) ) 


u = C; u; + C Uu > C; uz 

représentent aussi un système d'intégrales, quelles que soient les 
constantes C;, C2, C3. Pour pouvoir affirmer que ces formules (100) 
représentent bien l'intégrale générale du système (99), il faut 
encore être assuré que l’on peut disposer des constantes C4, C, 
C, de façon que, pour une valeur donnée x, de x, différente d’un 
point singulier, y, 3, u prennent des valeurs quelconques données 
à l'avance Yo, 30, Uo. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que 
le déterminant formé avec les neuf fonctions y;, Zi, u; (È= 1, 2, 3) 


(101) A= | Ya Zs ùs 


ne soit pas identiquement nul. Nous dirons encore que l’ensemble 
des trois systèmes particuliers d’intégrales forme dans ce cas un 
système fondamental. 


Lorsque A est identiquement nul, les trois systèmes particuliers d’inté- 
grales se réduisent à deux, ou même à un seul. Supposons d'abord que 
tous les mineurs du premier ordre de A ne sont pas nuls à la fois, par 
exemple que le mineur ô = y; 32 — yY253, n'est pas nul identiquement. 
Soit A une région du plan où à ne s'annule pas; nous déterminerons deux 
fonctions auxiliaires K, et K,, holomorphes dans l'aire A, de telle façon 
que l’on ait 


(102) Ys = Kıyı + Kaya, 33 = K; 31 + Koz», 


et, le déterminant A étant nul, ces fonctions K, et Ko satisfont aussi à la 
relation 


(103) uz = K; ui + Ko uz. 


Si l'on remplace, dans les deux premières équations du système (99), 

prace, R q y 997 
Y, 3 et u par les expressions précédentes de 73, 33, úz en observant 
que (Yı, Z1, U1) et ( Y2, Z2, U2) forment deux systèmes particuliers d’in- 
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tégrales, il reste, tout calcul fait, 
yıK + y2K, = 0, zı K} + 3K; = 0, 


d’où l’on tire K| = K; = o. Les fonctions K, et Kz sont donc des con- 
stantes, et les relations (102) et (103) subsistent dans tout le domaine 
d'existence des fonctions y;, Zi, Us. Il s'ensuit que le système d’intégrales 
(Y3, 33, Ua) est une combinaison des deux autres. 

Si tous les mineurs du premier ordre de A sont identiquement nuls, les 
trois systèmes d’intégrales se ramènent à un seul. Comme tous les élé- 
ments de À ne peuvent être nuls à la fois, supposons y, différent de zéro, 
et posons Y= Ky1; des relations y12%9 — Z1 y2 = 0, Yit3—Vau; — 0 ON 
déduit que l'on a aussi 3, = Kz;, us = Ku. En remplaçant y, z, u par 
Ky:1, Kzı, Ku, respectivement dans la première des équations (99), il 
reste yı K'= 0; K est donc constant, et le système ( y2, Z2, u2) ne diffère 
du système (y1, 31, 44) que par un facteur constant. On verrait de même 
que le troisième système d'intégrales est identique au premier. 


Quand on connaît l'intégrale générale du système homo- 
gène (99), on peut en déduire par des quadratures l’intégrale gé- 
nérale du système avec des seconds membres 


| d k 
E +ay + bz +cu = fi(x), 


(104) (nt uy +bhis+ “us Je 


du 
z Z a O e baz + Cu fag): 

Si nous faisons en effet le changement de variables défini par les 
formules (104), Ci, C2, C3 étant considérées comme les nouvelles 
fonctions inconnues, le système (104) est remplacé par le suivant 


dG; dC» . dü; I 
PORT NN E = f(x), 


dC: dO» dC; 
Ci EURE A LA 


(105) 4 Sı Ae Za 17 + 33 AE = (2) 
dC, dC: dC; a ; 
e E ra F 7 + pe face) 


qui s'intègre par des quadratures, car on en déduit 


OU +. sU 
E =A, CAF D 


Observons aussi que cette transformation est inutile toutes les 
fois que lon peut déterminer directement un système particulier 
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d’intégrales (Y, Z, U) des équations (104). Pour avoir l'intégrale 
générale de ces équations, il suffira d'ajouter respectivement Y, 
Z, U aux seconds membres des formules (100) qui représentent 
l’intégrale générale du système (99) sans seconds membres. 

Quand on connaît un ou deux systèmes particuliers d’intégrales 
des équations (99), on peut abaisser d’une ou deux unités l’ordre 
du système. Supposons d’abord que l’on connaisse un seul sys- 
tème d’intégrales (y1, 31, 41), la fonction y, n'étant pas nulle. Le 
changement de fonctions inconnues 


V=VrY, 3 = 3%, YŸ + 2, u=uY+U 


conduit à un système linéaire de même forme qui doit admettre le 
système particulier d’intégrales Y = 1 , Z == 0, U = o. Il faut pour 
cela que les coefficients de Y soient nuls dans ces nouvelles équa- 
tions. On trouve, en effet, en faisant le calcul, que le nouveau sys- 
tème est 


i RS 4 QU = 0, 
| i dr 
dL dY x 
eR) Fe H. dr + T ess, 
di dY P PEAN 
dx ds. dæ + bal e U= o, 


Si l'on remplace, dans les deux dernières équations, al par sa 
valeur déduite de la première, on obtient un système de deux 
équations linéaires et homogènes à deux inconnues Z et U. Ce 
système étant intégré, on aura ensuite Y par une quadrature. 

Supposons encore que l’on connaisse deux systèmes distincts 
d’intégrales (Yi, 31, wi), (Vas 32, ta). Les trois déterminants 
YViz2— Y23531, Vila — Val, Z1 Uz— Sal ne pouvant être nuls à 
la fois, comme on vient de le montrer tout à l'heure, supposons 
Vi32— 31): différent de zéro. La transformation 


FY=YY + yZ, 3 = 3i Y + 22, u = u Y uZ U, 


où Y, Z, U sont les nouvelles inconnues, conduit à un système 

linéaire de même forme admettant les deux systèmes particuliers 

d'intégrales (Y, = 1, 2U o0) (Y:=0, h= r, Leo). 

Les coefficients de Y et de Z dans les équations du nouveau sys- 
G i 30 
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tème doivent donc être nuls, et ce nouveau système est de la 
forme 
D + AU= 0, + AU = 0, T + AU = 0 

comme on le vérifie aisément. Il est clair que ce système s'intègre 
par des quadratures, la dernière équation ne renfermant que U. 

Les raisonnements qui précède ent s'étendent aux systèmes de x 
équations linéaires à z inconnues. Pour avoir l'intégrale générale 
d'un pareil système sans seconds membres, il suffit de connaître 
n systèmes particuliers d’intégrales, formant un système fonda- 
mental. Si l'on connaît p systèmes distincts d’intégrales (p < r), 
l'intégration se ramène à celle d'un système de même forme 
à n — p inconnues el à des quadratures. Enfin l'intégrale géné- 
rale d’un système avec seconds membres s'obtient par des quadra- 


, 


générale du même système 


Le, 


tures quand on connaît l'intégrale 
sans seconds membres. 


414. Systèmes linéaires à coefficients constants. — Si tous les 


coefficients a, b, c, .., des équations 


i dy 
RAM o a eu = 0, 
dx 
) } dz r ; 
[07 (le LPO TS 15 + Cil = 0 
\ dx 5 
du 
= + GoY +033 + CoU= 0, 
dx 3 


sont constants, on peut obtenir l'intégrale générale par la résolu- 
tion d'une équation algébrique. Cherchons, en elfet, à satisfaire 
à ces équations en prenant pour y, 3, U des expressions de la 
forme 


(108) y= 2erx, z= Berz, u = yerr, 


a. B, y, r étant des paramètres à déterminer. En substituant ces 
fonctioúi à la place de y, z, u, dans les premiers membres des 
équations (107), et supprimant le facteur commun e”#, on trouve 


les conditions 
(a+r)a+b8 +cy—=o, 


(109)  aa+(bi+r)3+cy=0, " 


Aa —+— ba8 = (C2 + rt = 0; 
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qui devront être vérifiées par des valeurs de 4, B, y, non toutes 
nulles, Il faut et il suffit pour cela que 7 soit racine de l'équation 
du troisième degré 


a+r b A 
(110) Fire a; bir Ci | = 0, 
adə b GPE | 


ou équation caractéristique. Ayant pris pour r une racine de 
celle équation, les relations (109) sont compatibles et l’on peut 
en déduire des valeurs de 4, B, y, dont l’une au moins n’est pas 
nulle. À toute racine de l'équation F(r)—0 correspond donc un sys- 
tème particulier d’intégrales de la forme (108); il peut même y en 
avoir plusieurs, comme nous allons le voir tout à l'heure. Si l’équa- 
tion caractéristique a trois racines distinctes 74, Fa, 7's, Chacune 
d'elles fournit un système particulier d’intégrales. Ces trois sys- 
tèmes sont distincts, car, s’il n’en était pas ainsi, on en déduirait 
que e”"® est une combinaison linéaire à coefficients constants de er 
et de e^t, ce qui est absurde. On peut donc, dans ce cas, obtenir 
l'intégrale générale du système (107) si l’on a résolu l’équa- 
tion F(r)=— o. Reste à traiter le cas où l'équation caractéristique 
a une racine multiple. Désignons parf(r), e(r), Y(r) les trois 
mineurs du premier ordre du déterminant caractéristique, cor- 
respondant aux éléments d’une même ligne, par exemple de la pre- 
mière. On satisfait toujours aux deux dernières équations (109), 
quel que soit r, en prenant pour z, B, y des quantités proportion- 
nelles à ces mineurs; si 7 est racine de F(7) = o, ces valeurs de , 


5, y satisfont aussi à la première des équations (109). Il en résulte 


que, si r est racine de F(7) = o, les fonctions 
J =f(r)erx,  2=ov(r)err, ie prere 


forment un système particulier d'intégrales. Cela posé, admettons 

d’abord que l'équation F(r) — o ait deux racines très voisines 7, 

et ra; chacune d’elles fournit un système d’intégrales, et les fonc- 
Lions 

f(ra)erst — f(ri)enx g(J'a)er:t — (rijen? Y (ra)er:® — Y(ri)erix 
EIA N O ESC 2". RCE CNET ERP RS PRE 

ra 7" Pa . Ta —Và 

sont aussi des intégrales. Imaginons maintenant que r tende 
vers 7',; en passant à la limite, nous en concluons que, sir, est 
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racine double de F (r) = 0, les deux groupes de fonctions 
(1I) PAE A si = (r)en, u = Y(rienz, 
DP 0 1: AE 
GD vie S r, e a OE R parn, ae [Ye]. 


forment deux systèmes d’intégrales. On démontre de la même 
façon (voir n° 404) que, si l'équation F(r) = o admet la racine 
triple r,, on peut ajouter aux deux groupes précédents le groupe 


des trois fonctions 


0? 0? 0? t 
(IT) Js= zal S] z; = zale er] uja YO) ere, 


qui forment un troisième système d’intégrales. 

Cela posé, considérons d’abord le cas où l’équation F(7) =o a 
une racine double 7, et une racine simple 7s. Si la racine double 7 
n’annule pas tous les mineurs du premier ordre du déterminant 
caractéristique, nous pouvons supposer que l’un au moins des 
mineurs f(r), ẹ (r1) U(r) nest pas nul, car on peut évidem- 
ment remplacer dans le raisonnement qui précède la première 
ligne par la seconde ou la troisième. Supposons par exempte 
f(r) Æo. Les deux systèmes d'intégrales (I) et (IJ) sont dis- 
tincts, car yo est égal au produit de e”* par un binome du pre- 
mier degré zf(r;)+f'(r1). Quant à la racine simple rz, elle 
fournit un troisième système d’intégrales qui, pour la même raison 
que plus haut, n’est pas une combinaison linéaire de ces deux-là. 

Le raisonnement est en défaut si la racine double r, annule 
tous les mineurs du premier ordre du déterminant, car le sys- 
tème (1) se réduit à la solution banale y, = 3, = u; = 0. Mais 
dans ce cas les trois équations (109) se réduisent à une seule quand 
on y remplace r par 7. Si par exemple € n’est pas nul, elles se 
réduisent à la relation unique (a +r) «+ bB + cy =o, et l’on 
peut prendre arbitrairement les deux constantes z et 8. Si l’on 
prend d’une part (4 —=1, $—0o), puis (æ=0, $ —1), on obtient 
deux systèmes distincts d’intégrales de la forme (108). Une racine 
double de F (r) = o fournit donc toujours deux systèmes parti- 
culiers distincts d’intégrales. 

Supposons enfin que F(r) — o admette la racine triple y = r,. 
Si cette racine 7, n’annule pas tous les mineurs du premier ordre 
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du déterminant, nous pouvons admettre par exemple que f(r,) 
n’est pas nul. Les trois systèmes particuliers d'intégrales (1), (11), 
(HIT) sont distincts, car les coefficients de e”:? dans y4, Y2, Y'a sont 
respectivement de degrés o, 1,2 en æ. 

Lorsque la racine triple r, annule tous les mineurs du premier 
ordre du déterminant, nous pouvons d’abord, comme on vient de 
l'expliquer à propos de la racine double, déterminer deux sys- 
tèmes distincts d'intégrales de la forme (108), et il suffit, pour 
avoir l'intégrale générale, de découvrir un troisième système qui 
soit distinct de ces deux-là. Si l’on développe les formules (HI), 
il vient, puisque f(r,) = (ri diri) 20, 


Js=enrlocf (nr) + Fr]. 53 = ent [arg (ri) +4" (ri)], 
uz = e'z |22 4' (r1) + $" (ri)], 
et ce système d'intégrales est certainement distinct des deux pre- 
miers, si l’on n’a pas à la fois f'(r,) =p (r) = p=. 
Donc nous pourrons obtenir de cette façon un nouveau sys- 


tème d’intégrales à moins que la racine triple 7, n’annule aussi 
les dérivées de tous les mineurs du premier ordre. Or ceci ne peut 
avoir lieu, on le voit immédiatement, que si l’on a 


Feed = 6, = 41 be 0, === — y 
et le système (107) se réduit à trois équations identiques 
dy dz du 


= —F1Y = 0, — 118 0, Z= — ju = 0. 
$ dx 


dx dx 

Dans ce cas, que l’on peut considérer comme un cas limite, 
les trois équations (109) sont vérifiées identiquement quand on 
remplace 7 par r, dans les formules (108), quelles que soient les 
valeurs des paramètres a, 8, y. En résumé, à une racine triple 
de l’équation caractéristique correspondent toujours trois 


systèmes particuliers distincts d’intégrales. 


Généralisation. — On intègre de même un système de n équations 
linéaires à coefficients constants 
dy 
FPN + ai Vi + aia yYzt -+ ainYn= o, 
(111) PE e ADA aN a A MEN A NN 
dYn 


‘dr HAVi AnaY te. + AnnYn =o, 
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en cherchant des systèmes particuliers d’intégrales de la forme 
(112) Vi= ue, J= 2e"T, eers Yn—=Ane"T, 


di, X2, ..., 4n, r étant des coefficients constants à déterminer. On est ainsi 
conduit à z équations de condition 
(an + r)i + aits... + Ain An = 0, 


| Aai Li + (A2 + r) 42 — se 7 Aan Lu = 0, 


| De ha eee le seed aies Se sante RER EEE 


a atti + no... + (Annt l')An = 0, 


(113) 


d’où l’on déduit pour l’inconnue r l'équation caractéristique 


Autr A2 sc din 
: 1 Ha Ton. Aan 
(114) PEN S = 0. 
Ani no sde Grn er 


Si cette équation a z racines distinctes 7i, l'a, +.., ln, ON obtient par 
cette méthode n systèmes particuliers d'intégrales de la forme (112) et. 
par suite, l'intégrale générale. Lorsqu'il y a des racines multiples, la discus- 
sion est un peu plus compliquée. Soit 7, une racine multiple d'ordre p. 
Pour déduire de cette racine des systèmes particuliers d'intégrales des 
équations (111), on peut procéder de deux façons. D'une part, en appli- 
quant la méthode de D'Alembert, comme nous l'avons fait pour le cas de 
trois équations, on peut faire correspondre à cette racine p systèmes d’in- 
tégrales, qui ne seront distincts que si 7, n’annule pas tous les mineurs du 
premier ordre. D'autre part, si r, annule tous les mineurs du déterminant 
à n— q +1 lignes, sans annuler tous les mineurs à n — q lignes, on peut 
déduire de cette racine g systèmes d’intégrales de la forme (112), car les 
n équations (113) se réduisent à n — q équations distinctes quand on y 
remplace r par rı. En combinant ces deux méthodes, on démontre qu’elles 
fournissent toujours p systèmes distincts d'intégrales. 

Pratiquement, on peut obtenir tous ces systèmes d’intégrales par un 
calcul d'identification. En effet, en les combinant, on obtient un système 
d'intégrales dépendant de p constantes arbitraires, qui est de la forme 


Ji= euE P(T), ya = ent P(T), ee 2 Fn = en Palir), 


Pi, P:,..., P, étant des polynomes de degré p — 1 ou de degré inférieur. 
Si on laisse indéterminés les coefficients de ces polynomes, et qu’on sub- 
stitue dans les équations proposées, on obtiendra un certain nombre de 
relations entre ces coeflicients qui permettront de les exprimer tous au 
moyen de p d'entre eux restant arbitraires. 


Remarque. — La discussion du système (111) revient au fond à une 
question déjà traitée (n° 408), comme nous allons le montrer rapidement. 
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£crivons ce système sous la forme un peu différente 
/ MA EN r r 
| Vi = ni + Ayza t... + AinŸn) 
3 y= AMan Aayi t e ot AanY ns 
(111 bis) (7? x J “ 
| Jn= Yi + Anse. + Ann) ns 
dyi 
dx 


qui soient des fonctions linéaires à coefficients constants de y1, Va, ..., ns 


yi; étant mis à la place de - Si l’on prend n inconnues Yi, Yo, ..., Y, 


(115) Yi= bayi + bin n Pre Me ces MS 


les bix étant des constantes dont le déterminant est différent de zéro, le 
système (111 bis) est remplacé par un système de même forme 


| Y= Au Yi + Al Yo +... + Ain Ya 


p Ys = As; Yi + Å» Yo A AS N AA AE 
(116) ‘A à i 


| T = Ai Yı S An Yə ea ES Ann ry 
que l'on obtiendra en remplaçant dans l'expression de Y; 


w bayi dk nY = bii (anyi Fast in) cree 
EUR bin(an Yi eee + AnnŸn )) 


les fonctions 71, Y2, ..., Yn par leurs valeurs tirées des formules (115). 
Or, si l’on considérait les formules (111 bis) comme définissant une sub- 
stitution linéaire effectuée sur les variables y4, V2, ..., Yn, et Yi, Yo, ..., 
Yan comme n nouvelles variables, les calculs précédents sont précisé- 
ment ceux qu'il faudrait effectuer pour trouver la nouvelle substitution 
linéaire sur les variables Yi, Y,, ..., Yn, qui correspond à la substitutior 
linéaire (111 bis). Or nous avons vu qu’en choisissant convenablement les 
variables Y; (n° 408) on peut ramener toute substitution linéaire à une 
forme canonique simple (1). Dans cette forme canonique, les variables se 
partagent en un certain nombre de groupes distincts, la substitution que 
subissent les p variables Y;, Y», ..., Yp d'un même groupe étant de la 
forme 


CET eV, Ni (Yi UT), AE Yp =s Ypi + Yp 


On peut donc toujours, par un changement d'inconnues convenable de la 


(') On a supposé plus haut que le déterminant de la substitution n’était pas 
nul, tandis que le déterminant formé par les coefficients a, peut être nul. Mais 
si l’on change y, en e™ z, les coefficients ain Qy, ..., A, Sont diminués de à, 
tandis que les &;, où i Æ k, ne changent pas. On peut donc toujours choisir À 
de façon que le déterminant des nouveaux coefficients soit différent de zéro. 
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forme (115), ramener l’intégration du système (111 bis) à l'intégration d’un 
: i NA .— giy 
certain nombre de systèmes particuliers de la forme (117), où Y; = De 
F 
sintégrati ce systè offre aucune difficulté. On en déduit en 
L'intégration de ystème n’of difficulté. O léduit 


effet, de proche en proche, 


2 2 
Yi= Gest, Y =(Cisr+C;)est, Y = (a AR sr + Cs Je 
et ainsi de suite. 
415. Équation de Jacobi. — Reprenons un système de trois 


équations linéaires à coefficients constants, que nous écrirons 


f dr ’ 
— AT —O0V + C3 = 0, 
dt FEES 
dy 
118) Qt + Y HE CE 0, 
( L dt 1 E da. 1 ? 
dz PER 
— + AL E CIS = 0) 
dt z 29 À 


t désignant la variable indépendante. Ajoutons ces trois équa- 
tions, après les avoir multipliées respectivement par y dz — z dy, 
z dx — x dz, x dy — y dx; la relation obtenue 
(ax+by+cz)(y ds — zdy) 
(119) + (aix + biy + c123)(z dx — r dz) 
+ (aas + ba y + c23)(xdy — y dx) =0o 


est homogène en x, y, z, et peut par conséquent être remplacée 


. æ 
par une relation entre 


29 


y = Yz, cette relation devient, en divisant par 3°, 


et £. Si l'on pose en effet x = X 3, 


—(aX+bY+c)dY +(aiX + b,Y + ce) dX 


(ma) AU 4 UN à" A 20 


et nous retrouvons l'équation de Jacobi (n° 368). 
Soient x = f(t), y —œ(t), z = %(t) un système d’intégrales 
des équations (118). Lorsque { varie, le point dont les coor- 


données homogènes sont x, y, z (et dont les coordonnées carté- 


La 
v 


: g à Cal 
siennes sont par conséquent X = =, Y = P décrit une courbe 


plane T qui est, d’après ce calcul, une courbe intégrale de l’équa- 
tion de Jacobi (120). L'intégration de l'équation de Jacobi se 
ramène donc à l'intégration du système (118), c’est-à-dire à la 
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résolution d’une équation du 3° degré, comme on l’a déjà reconnu 
d'une autre facon (n° 368). 


Il est facile d'en déduire la forme de l'intégrale générale. Considérons 
d'abord le cas général où l'équation caractéristique a trois racines distinctes 
T's; ss eL soit } 
| æ = Cig erit Cons erit + Csazerit, 

« r zz C: en ert + C2 Baert C; 8; erl, 


| Z = Cı yı erit wE Ca Y elat + C3 yaer: 


(121) 


l'intégrale générale du système (118), C1. C>, C3 étant des constantes arbi- 
traires. On peut encore écrire ces formules, en les résolvant par rapport 
à Cerit, Cierit, Cserit, 


P — C; ent, Q — Cserit, R = CGyerst, 


P, Q, R étant trois fonctions linéaires et homogènes en x, y, z. On en 
déduit aisément une combinaison homogène et de degré zéro, ne renfer- 
mant plus la variable £, 


(r322) Pr: Ea Qr: li R” Va = k: 


cette formule représente l'intégrale générale, en coordonnées homogènes, 
de l'équation de Jacobi (1). 

Considérons encore le cas où l'équation caractéristique admet une racine 
double r;, n'annulant pas tous les mineurs du premier ordre, et une racine 
simple r». L'intégrale générale du système (118) est, d’après ce qu’on a vu 
plus haut, de la forme 

æ = (Ci + Ca t)ag ert + Ca t erit + Qzazer:t, 
y= (C; -je Cat) B ent + Ca Baert + C3 Bert, 


3 = (Ci + Crt)yrerit + Cryrerit + Cyyserst; 
on en tire encore 
P=(CGi+ Grt)ent, Q='G;ent, R — Cuers, 
P, Q, R étant trois formes linéaires en v, y, 3, et par PRET 


OU RE 


t= elr r)i, 


Z — — 3 rl 

RAS Q  G 
Jl suffira d'éliminer £ pour avoir une combinaison homogène de degré 
zéro. On traiterait de même les autres cas particuliers, 


(') Voir un important Mémoire de M. Darboux Sur les équations differen- 
tielles algébriques du premier ordre et du premier degré (Bulletin des 
Sciences mathématiques, 1878). 
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EXERCICES. 


1. Intégrer les équations linéaires 


YW— ay"+ y = Aer+Be-x+ Csing +D coss,  yW+y'—7r, 
Y" — V" y'— y = 92e" — Å coss, 

yV" — 3 y'> 2y = (ax + bje? + cer, 

a Y"—9xy"+9y =1+2x+2?zLogsr, 

AV'—2TV + IVY = LH pr + 4; 

my" E 3r? y" + Ry — Iy = mnr, 


i Vi+ rt 


23" — gx? y" + 35ry' — 647 = r'[ a + b Logs + c(Logz}?]. 


2. Intégrer les systèmes d'équations linéaires 


dy dz dz dx dr -Ay 
S AR a E RS A a 2e A 
(B) dr FA 2° . dy Mc: 
de ) EE = COS2 7, pr FT Sn r+ əy = 0, 
dy = y, . da i$ 
EE er D — Mn La LNH E 
(+) \ dr? dx ” dx >) 1, $ 
e 
; a AY dz t 
| T e i r 
(à) me — 3 =0 FAEN Eui Za0 
dt i dt y dt à 
dx dy s d 4 iY 
(£) Er +g— y =o, e — 3=0, T {3—2 = 0, 
| dy 3y g / dz a a EY. o 
—— — 3y -83 — 4u =o, -— +y — 53+ 21t = o0, 
dx dx 
(0) 
du 


. +3y—ıģz +0u=0. 
dx 


3. Trouver l'intégrale générale de l'équation 
(2x 1) y" > (4x — 2)y'— 8y = (6r? r —3)er, 


sachant que l'équation sans second membre admet une intégrale particu- 
lière de la forme ex, m étant un coefficient constant. 


[ Licence : Caen, 1884.] 
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4. Démontrer que l’équation différentielle 
(æ?—1)y" = n(n+t1)y, 
où n est un nombre entier positif, admet pour intégrale un polynome P(x). 


En déduire que la même équation admet une seconde intégrale 


SEW 


X39 


P Log (Z=) 


où Q est aussi un polynome. 


æ—i, 


| Licence : Paris, 1890.] 
5. L'équation différentielle linéaire 
ay"—(r+up+v)y'+uy =o, 
où u et v sont deux nombres entiers positifs, admet pour intégrale un 
polynome y, = P(x). En déduire qu’elle admet une seconde intégrale 


yı = et Q(x), où Q(x) est aussi un polynome. 
[ Licence : Paris, 1903.] 


G. On demande la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation 
linéaire "+ py'+ qy = o admette deux intégrales distinctes y1, y, liées 


: : ; 1 
par la relation y,72— 1. En supposant que l'on ait p = — —» on demande 
jä T 


de trouver le coefficient q, et l'intégrale générale. 
[ Licence : Paris, 1902.] 


7. Déduire la formule (23) de la page 424 de la formule (11) qui donne 
l'expression du déterminant A( V1, Vo, ..., Yn). 


8. Etant donné un système de n équations linéaires à coefficients 
quelconques 


dyi ; 
Te TOUY + linyit... Ainyn = 0 (& 


ei a oota AN 


le déterminant A formé avec n systèmes d'intégrales a pour expression 


Ed 
— A litat.. Htr dx 
A= Ce 


9%. P'équation de Bessel 
xy" +əl(m +i) y'= ry =0 


admet pour intégrale particulière la fonction représentée par lintégrale 
définie 


1 
Ji= f (1 — 3°)" cosr3 da, 


0 
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pourvu que la partie réelle de m soit supérieure à — 1. Lorsque m est un 
nombre entier positif, cette intégrale est de la forme (voir T. I, p. 281) 


2.4.6...2m(U sinx + V cosr), 


Ta I l $ 

U et V étant des polynomes en — dont tous les coefficients sont des 
z 

nombres entiers, et l'intégrale générale est 


y = C(U sing + V cosx) + C'(V sing — U cosx). 
[ HERMITE. ] 


10°. Soient y = v(x, a, b), 3 — (x, a, b) les formules qui donnent 
l'intégrale générale d’un système d'équations différentielles 


dy dz 

EEE AE PT, F aN 

dx F5 hir. dx K, ) 

do . do oy oY - 
Les formules y; = Ci = + Ce =; 3, = Ci — + C représentent l'in- 
es formules y, = C; Ja + Ces 4 Cı TD 2 gg représentent l'in 
tégrale générale du système linéaire 
dy, oF EN oF dz oP op 


. 


jE 
GE dx 


où l'on suppose y et z remplacés par o(x, a, b) et L(æx, a, b), les con- 
stantes a et b ayant reçu des valeurs numériques quelconques après la 
différentiation. 


11. L'intégration du système d'équations linéaires 


d dz 
<ET E r da, A LR 
i dx 


où a, b, a;, b; sont des fonctions quelconques de z, se ramène, en posant 
y = tz, à l'intégration de l'équation de Riccati 


dt 
2 +b+(a—b;)t— a;t = o 


et au calcul de f(a +b,)dx. (Voir la note de la page 425.) 


12. Le rapport z de deux intégrales distinctes de l'équation linéaire 


FEPFF PINEN 
satisfait à l'équation différentielle du troisième ordre 


wm o ARE hrat e 
s' - (2) e a o i 


- ———v o0 — 
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CHAPITRE XXI. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES NON LINÉAIRES. 


I. — VALEURS INITIALES EXCEPTIONNELLES. 


La démonstration par laquelle on a prouvé l'existence des fonc- 
tions intégrales prenant des valeurs initiales données suppose 
essentiellement que les seconds membres du système d'équations 
proposé sont holomorphes dans le voisinage de ces valeurs ini- 
tiales (n° 383). Nous allons examiner, en nous bornant à une 
seule équation, quelques cas simples où cette condition n’est pas 
remplie. 


416. Cas où le coefficient différentiel devient infini. — Consi- 
dérons une équation du premier ordre, 


i dy ý 
(1) de = f(x, y), 


où le second membre f(x, y) devient infini pour le couple de 
valeurs £ = £o, Y = Yo, de telle façon que l'inverse 


l 
PASS 


soit holomorphe dans le voisinage de ce système de valeurs. Nous 
pouvons encore écrire l'équation précédente 
dx I 
2 — = = = filz, y) 
( ) dy fle, y) Jar Es 
en regardant y comme la variable indépendante et + comme la 
fonction inconnue. Mais le second membre f,(x, y) étant holo- 
morphe par hypothèse pour z= £o, » —Yv, le théorème de 
Cauchy s'applique à l'équation (2). Il existe une intégrale, et 
une seule, qui tend vers +, lorsque y tend vers yo, et cette inté- 
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grale est holomorphe dans le domaine du point yo. Le dévelop- 
pement en série entière de x — x, suivant les puissances de y — yo 
commence forcément par un terme qui est au moins du second 


p : dr 
degré, puisque Em ou f(x, y) est mul pour z = zo, Y = Vo [sans 
quoi f(x, y} serait aussi holomorphe]. Soit 
(3) £ — To= Amy — Yo)" + Amay — yo) ti... (m293, Am 0) 


ce développement; de la formule (3), on déduit inversement un dé- 
1 

veloppement de y— 7y suivant les puissances de (x — z)” (n? 357) 

A à 

(4) Y= y= a (T — xi)” + aa T — Lo)" +... (41,0); 


11 


l'équation (1) admet donc encore une intégrale, et une seule, 
tendant vers y, lorsque x tend vers £, et le point £, est un 
point critique algébrique pour cette intégrale (*). 


417. Cas où le coefficient différentiel est indéterminé. — La 
discussion complète de tous les cas où le coefficient différentiel 
devient indéterminé est beaucoup plus eompliquée. Prenons 
d'abord l’équation étudiée par Briot et Bouquet (?) 

(5) xy'— by = aT + awT? + 1 TY + ay’ +... = 9T, Y), 

où le second membre est holomorphe dans le domaine du point 
z= y = 0, el proposons-nous de rechercher s'il existe une inté- 
grale holomorphe s’annulant avec x. A cet effet, substituons à la 
place de y, dans les deux membres de l'équation (5), une série 
entière 


(6) F = CT H Cal... tr Cnam. « 


après la substitution, le coefficient de x” dans le premier membre 


(1) En langage géométrique, on peut dire aussi que, par le point (Ze Yo), il 
passe une courbe intégrale, et une seule, sur laquelle le point (Zo, Vo) est un 
point ordinaire, et la tangente en ce point est la droite x = £. L'énoncé du 
théorème suppose que la fonction f,(æ, y) ne s’annule pas pour % = z, quel 
que soit y; dans ce cas,.en efet, l'intégrale de l'équation (2) qui prend la valeur 
£, pour y =V, se réduit à æ = Z, et l'équation (1) n'admet pas d'intégrale 
tendant vers y, lorsque æ tend vers x. 

(?) Journal de l'École Polytechnique, t. XXI, 1856. 
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est (n — b)cr, tandis que le coefficient de æ? dans le second 
membre est un polynome 


> . > » 
I n(&10; 20; - + Aon; Cis C2; y Cn—1) 


dont tous les coefficients sont des nombres entiers positifs, et qui 
ne renferme que les coefficients c,, ...,c,_,,etles coefficients din. 
On obtient donc pour déterminer de proche en proche les coeffi- 
cients de la série (6) une relation de récurrence 


(m= bean = Palaos Gao, + : +» Aou C1 Cas 44, Cn—1) (aise ain), 


qui permet de calculer successivement tous ces coefficients, 
pourvu que b ne soit pas égal à un nombre entier positif. 
Ecartons d’abord cette hypothèse; la relation (7) nous donne 

Aio oo + y C1 + aoc? 


S, Cə = 


io pp PEN, i 


et ainsi de suite. La somme de la série (6) représente certaine- 
ment une intégrale de l'équation (5) s’annulant avec x, pourvu 
que celle série entière admelte un rayon de convergence différent 
de zéro. En effet, les opérations par lesquelles nous avons déter- 
miné les coefficients de cette série sont alors légitimes (1, n° 186). 

Pour démontrer la convergence de cette série, observons d’abord 
que, lorsque l’on donne à x toutes les valeurs entières 1, 2, ..., 


jusqu’à Pinfini, la fraction me S qui ne peut devenir infinie, tend 
vers zéro. Le module de cette fraction a donc un certain maxi- 


I E 


i ; | 
mum p> et l’on a, quel que soit le nombre entier n, es 
|a — b]7 B 


B 
Soit d'autre part 


P(x, X) = Aiogz + Arog? + A1 TY — A 92 Na: .. + Arrei Yi 5 


une fonction majorante pour (x, y), ne présentant pas de terme 
constant ni de terme en Y; on peut prendre, par exemple, une 
fonction de la forme 


P(x, LISE r D 
là 


mais il n’est pas nécessaire de préciser davantage pour la suite du 


M Y 
P 
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raisonnement. L’équation auxiliaire 
(8) BY = D(æ, Y) 


admet, d’après le théorème général sur les fonctions implicites 
(1, n° 187), une racine holomorphe s’annulant avec x. Soit 


(9) Y = Cr +Cen?+... + Crt... 


le développement en série entière de cette racine. Pour calculer 
les coefficients C;, on peut substituer à la place de Y ce dévelop- 
pement dans les deux membres de la relation (8), ce qui fournit 
la relation de récurrence 


(10) BC, = Pa (A10, A20, #8 A on ; Ci, C>, y Cy-1 } 


P, étant le polynome qui figure dans la relation (7), où l’on aurait 
remplacé a;x par Aix et ci par Ci. 

Mais on a, d’après la façon même dont on a choisi la con- 
slante B et la fonction D(x, Y), les inégalités 


AS Aik; r 
ļJaix| S iky |n — b| 


I 
B 
Il s'ensuit que si lon a 
lot Greke Ge r fanl Cra 


on aura aussi |c„| < Cn, puisque tous les coefficients du poly- 
nome P, sont des nombres entiers positifs. Or, on a |a| SA10, 
et, par suite, |c,| < Cı; en raisonnant de proche en proche, on en 
conclut que la série (9) est majorante pour la série (6) : celle-ci 
est donc convergente dans le domaine de l’origine. En résumé, 
lorsque le coefficient b de y dans l’équation (5) west pas égal 
à un nombre entier positif, cette équation admet une intégrale 
holomorphe, et une seule, annulant avec x. 


Pour achever l’étude des intégrales holomorphes s'annulant avec v, il 
faut encore examiner le cas où b est égal à un nombre entier positif. Sup- 
posons d’abord b = 1; la première des relations (7) se réduit à &io = 0. 
Si &io n’est pas nul, il ny a donc pas d'intégrale holomorphe répondant à 
la question. Si a&i est nul, en posant y = Àv, on est conduit à une équa- 
uon 


(11) Mere, À) = dw t À + adoh? +... 


la fonction ŅY(z, À) étant holomorphe pourvu que l’on ait |e] <r, |A] < 4, 
r et A étant deux nombres positifs convenablement choisis. Or cette équa- 
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tion (11) admet une infinité d’intégrales holomorphes dans le domaine de 
l'origine, car on peut choisir arbitrairement la valeur À, de À pour æ = o, 
pourvu que l'on ait |o] < A. Dans ce cas, l'équation (5) admet donc une 
infinité d’intégrales holomorphes s’annulant avec +. 

Lorsque ò est égal à un nombre entier plus grand que l'unité, le coef- 
ficient de x dans le développement d’une intégrale holomorphe s’annulant 
aio a10 
1-48" 1—0 
conduit à une équation de même forme, où le coefficient de À est égal 

à 1 — D, 


pour æ = o doit être égal à 


et la transformation y — æ + hr 


ædl\'—(b—i1)}=ai,r+a;ot?+ a Àr +...; 


par une suite de transformations analogues, on sera donc ramené au cas 
qui vient d'être traité. Par conséquent, lorsque le coefficient b est égal à 
un nombre entier positif, l'équation (5) n'admet aucune intégrale holo- 
morphe s’annulant avec +, ou elle en admet une infinité. 

Briot et Bouquet ont recherché aussi s'il existait des intégrales non 
holomorphes tendant vers zéro avec v et démontré que l’équation (5) 
admet une infinité d’intégrales de cette espèce, lorsque la partie réelle 
de b est positive. On peut établir aisément ce théorème au moyen de la 
méthode des approximations successives. Nous remarquerons d’abord que. 
si la partie réelle de b est positive, on peut, sans diminuer la généralité, 
supposer cette partie réelle R(b) > 1. Si en effet on fait le changement 
de variable x = 2'*, n étant un nombre entier positif, l'équation (5) esl 
remplacée par une équation de même forme où b est remplacé par nb. 
Nous admettrons donc que l’on a R(b) >1,et que b n’est pas un nombre 
entier. L’équation (5) admet, comme on vient de le démontrer, une inté- 
grale holomorphe y1, nulle pour x = o, et en posant y = yı- u l'équa- 
tion (5) devient 


xu — bu = ọ(x, yı + u)— y(x, y1) = uŸ(x, u). 


La fonction (v, y) ne renfermant pas de terme en y, la fonction (v, u) 
ne renfermera pas de terme constant, et l’on peut encore écrire l'équation 
précédente 
, 
xu'— bu = u| as + Bu +...]. 


Posons encore u — à x’, en désignant par À la nouvelle fonction inconnue; 
l'équation prend la forme 


(12) A= [a+ fhrb-1+...]= REA x, b-1), 


F désignant une série entière par rapport aux trois variables À, z, æb-1. 

Dans le plan de la variable > menons par l’origine deux demi-droites 

d'arguments wọ et w (wo < w1 < wo 27) et considérons le secteur circu- 

laire A limité par ces deux droites et un arc de cercle de rayon r décrit 

de l’origine pour centre. Lorsque x reste à l’intérieur de A et que d'autre 

part |À| reste inférieur à un nombre positif Z, la fonction F(X, r, æ°-1) 
Giy DL, 31 
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est holomorphe (1), pourvu que les deux nombres r et / soient assez petits. 
Joignons l'origine à un point quelconque x du secteur À par un segment 
de ligne droite, et imaginons qu’on prenne pour valeur initiale de À une 
valeur arbitraire ko, de module inférieur à Z. On peut appliquer à l’équa- 
tion (12)la méthode des approximations successives (n° 390), qui consiste 
à prendre successivement les intégrales 


E X 
À = A [ Flo, æ, œb-1)dr, Aa = o+ [ Flu æ, git jde, 
0 


0 


et d'une manière générale 


Àn = Ào+ f FA T, æb-1) dx, 


Se) 


toutes ces intégrales étant prises suivant la ligne droite. Les hypothèses 
fondamentales pour la validité de la démonstration sont encore réalisées 
ici, toutes les fonctions (£), h2(æ), ..., sont holomorphes dans le 
secteur À, et la fonction À,(æ) tend vers une limite A(x) pourvu que le 
rayon 7 ait été pris assez petit. L'équation (12) admet donc une intégrale 
holomorphe dans le secteur A tendant vers la valeur À, lorsque æ tend 
vers zéro, et par suite l'équation (5) admet une infinité d'intégrales non 
holomorphes dans le voisinage de l'origine, tendant vers zéro lorsque le 
point æ se rapproche de l’origine, et dépendant d'un paramètre arbi- 
traire À,; ce qui démontre le théorème de Briot et Bouquet. 

La condition que la partie réelle de b — 1 soit positive est essentielle; 
en effet, lorsque + se rapproche de l'origine en restant dans le secteur A, 
son argument reste compris entre w et w,, et son module tend vers zéro. 
Soit z = pew, b—ı1 = p+ vi; ona 


(13) rb—1 — elH+yillogp+iw) — eUlogp—vw eilvlogp+pw), 


et lorsque p tend vers zéro, w restant compris entre les deux limites w, 
et w, logo — vw augmente indéfiniment en valeur absolue en restant 
négatif, et le module de xb-1 tend vers zéro. On voit au contraire que, si 
la partie réelle de b — 1 est négative, le module de x?-1 augmente indéfi- 
niment lorsque æ tend vers zéro en restant dans le secteur A. La fonc- 
tion F(À, æ, æb—-1) n’est pas continue à l’origine, et la démonstration pré- 
cédente ne s'applique plus. 

D'après Briot et Bouquet, lorsque la partie réelle de b est négative, 
l'équation (5) n’admet pas d'autre intégrale que l'intégrale holomorphe 
s’annulant pour v — 0. Mais leur démonstration, qui est très analogue à 


(1) Lorsque æ tend vers l’origine en restant dans le secteur A, la dérivée de la 
fonction F par rapport à æ peut devenir infinie si la partie réelle de b — 2 est 
négative, mais cette dérivée ne figure pas dans la méthode des approximations 
successives. 
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celle de la note de la page 355, suppose que la variable æ tend vers l'origine 
suivant un chemin de longueur finie, avec une tangente déterminée à lori- 
gine, et la conclusion a besoin d’être précisée. Pour donner une idée de 
la difficulté de la question, considérons la fonction x en supposant que 
la partie réelle 1 de b est négative tandis que le coefficient v de č est 
différent de zéro; le module de vt est égal à ebldsp—vw, Si nous faisons 
décrire à la variable x une courbe se rapprochant indéfiniment de l’origine, 
logo tend bien vers + œ, mais si l’on fait croître en même temps l’argu- 
ment w en valeur absolue de telle façon que la différence u logo — vw soit 
négative et croisse indéfiniment en valeur absolue, le module de x? tendra 
vers zéro en même temps que |x]. Si v >o, il suffira de faire décrire par 
exemple à la variable x la spirale logarithmique ayant pour équa- 


vw vu) 
tion p = e°Ħ, car nous avons alors |x| =e ? , et lorsque l'argument w 
tend vers + œ, |x| = p et |z] tendent en même temps vers zéro. 


Lorsque la partie réelle de b est négative, sans que la partie réelle 
De" 4 : ; : 
de 5 soit nulle, il résulte des recherches de MM. Picard et Poincaré sur ce 


sujet que l’équation (5) admet une infinité d’intégrales non holomorphes, 
dépendant d'une constante arbitraire, et tendant vers zéro lorsque l’on 
fait décrire à la variable æ un chemin tel que le précédent le long 
duquel |x’| tend vers zéro. La contradiction entre ce résultat et le théo- 
rème énoncé par Briot et Bouquet n’est qu’apparente, puisqu'on se place 
dans les deux cas dans des conditions tout à fait différentes. Remarquons 
en particulier que, lorsque la variable v ne prend que des valeurs réelles, 
elle ne peut tourner une infinité de fois autour de l’origine, et par suite il 
n'y a pas d'autre intégrale que l'intégrale holomorphe tendant vers zéro 
avec æ si la partie réelle de b est négative. 

Les résultats de cette discussion sont faciles à vérifier sur l'équation 


12 + , RS, 3m ar 
élémentaire xy'= ax + by, dont l'intégrale générale est y = var us Cæré, 
1 — 


si d —1 n'est pas nul, et y = a x Logs + Cr, si b —1. 


418. Nous donnerons seulement quelques indications sur le 
cas général d’une équation de la forme 


(14) dy __ar+by+cx'+2dxy +ey?+.. PE; 
a dx  ax+b'y+ca+od'zy+eyi+... X’ 


X et Y étant des séries entières convergentes tant que l’on a 


lel<r, [yrl<r. 

. ; : 1: d 
Nous supposons, ce qui ne restreint pas la généralité, que = 
€ 


devient indéterminé pour le système de valeurs x — y — 0. Po- 
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sons dans cette équation y = vx; elle devient 


i dv nbe = vla +b'v)+ro(r,v) 
(15) gr —— = —— S : 
dx 


a'> b'o + rh(r, v) 

o(x, ¢) et (x, ¢) étant deux séries entières qui sont conver- 
gentes pourvu que l’on ait à la fois [xl <<r,[ox|< r. Si l'équa- 
tion (14) admet une intégrale holomorphe s’annulant avec x, le 
coefficient de æ dans le développement de cette intégrale est 
nécessairement racine de l’équation 


(16) a + bo — v(a + b'e) = 0, 


puisque le premier membre de l'équation (15)est nul pour g = 0. 
Soit ¢, une racine de l'équation (16). Si nous posons ¢ = 0, + t, 


les deux fonctions 
(T, vitu), U(r, Pi u) 


sont encore régulières dans le voisinage des valeurs x = o, u = 0, 
et l'équation (15) est remplacée par une équation de la forme 
déjà étudiée 

(17) rE =Au+Br +... 

pourvu que v, n’annule pas a+ b'o. Comme l'équation (16) est, 
en général, du second degré, on voit que l’on peut ramener 
l'équation (14) à la forme (5) de deux façons différentes et, par 
suite, qu’il y a en général deux intégrales holomorphes et deux 
seulement s’annulant pour æ = o. Mais ces conclusions ne s’ap- 
pliquent qu'aux circonstances les plus générales où les coelfi- 
cients a, b, a!, b' ne satisfont à aucune relation particulière. 

La recherche générale des intégrales, holomorphes ou non, de 
l'équation (14), qui tendent vers zéro lorsque x tend vers zéro (X et 
Y étant deux fonctions régulières qui s’annulent pour £ = y = 0), 
a fait l'objet, depuis le Mémoire de Briot et Bouquet, d’un grand 
nombre de travaux. Quoiqu'on ait pu traiter des cas de plus en 
plus étendus, la question n'est pas encore épuisée. Je signalerai 
seulement une circonstance remarquable que nous n'avions pas 
rencontrée jusqu'à présent. Prenons l’équation 


lv 
(18) a — by =ax 


GF 
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et cherchons, comme plus haut, une intégrale holomorphe de 
celte équation qui soit nulle pour æ = o. En cherchant à déter- 
miner les coefficients de la série (6) de façon qu’en la substituant 
dans l’équation (18), on arrive à une identité, on aboutit aux 
relations 


a+ bc; = 0, C1 = OC», 2C2 = C3, JS NCn = OCn+1, ARE 
d’où l’on tire 


a a 24 } E TETE T 
a a A E : à a es CRBLRE PU TIR 


On obtient bien ainsi une valeur unique pour chaque coefficient, 
mais la série à laquelle on parvient est divergente sauf pour 
æ—0. L'origine est un point singulier transcendant pour toutes 
les intégrales, comme on le vérifie par l'intégration directe. Le 
point æ — o est de même un point singulier transcendant pour 
toutes les intégrales de l'équation +xy'+y?—0, et loutes ces 
intégrales tendent vers zéro avec [x|. 


Quand on n’attribue aux variables x et y que des valeurs réelles et que 
l’on cherche à construire les courbes intégrales de l'équation (14) (X et Y 
étant, par exemple, deux polynomes entiers en æ et y), il est très impor- 
tant de connaître la forme de ces courbes intégrales dans le voisinage 
d'un point commun aux deux courbes X = o, Y = o. Nous allons étudier, 
à ce point de vue, l’équation simple 


dy cd ax + by 


= E 
dx a'x + b'y 


(19) 
qui s'intègre par un procédé élémentaire (n° 365) en posant y = tæ. On 
est ainsi conduit à l'équation 


de (a'+ b't) dt pr 
D b+ (a'—b)t—a 


la discussion dépend du signe de (a'— b)?+ ġab. 


Premier cas. — Soit (a'— b}?+ {b'a <0. On a forcément O'Z o, ct 
l'on peut encore écrire l'équation précédente 


dx (t+u)dt 


æ E ETE 
en posant 
_æ __b—a' ,  —(a'—b}— ab 
KETE OUAR PPT E T 
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Le nouveau changement de variable ¿ = + Bu conduit à l'équation 


dx udu a+yu du 
— + —— + ——, 
z LUS Bo gaur 


et finalement, on trouve que l'intégrale générale de l'équation (19) est 
donnée par la formule 
+y. y—4x 
— —  —, — ——— arc tang ——— 
(20) Viy—ax}+fra=Ce 8 Br . 
Pour voir la forme de ces courbes, il suffit de remarquer que la trans- 
formation homographique y — ax = Y, 8x = X remplace l'équation pré- 
cédente par l'équation plus simple 


a+u Y 

(20) VX2+ Y?=Ce B ET de 
et les courbes représentées par les équations (20) et (20) ont évidem- 
ment une forme analogue. Si x + u n’est pas nul, l'équation (20)' repré- 
sente des spirales logarithmiques; les courbes intégrales ont donc la 
forme de spirales se rapprochant indéfiniment de l'origine qui est un 

point asymptote. On dit que l’origine est un foyer. 
Comme cas particulier, il peut arriver que a + p soit nul. Les courbes 
intégrales sont des courbes fermées entourant l’origine qui est un centre. 


Deuxième cas. — Soit (a' — bL)? + 4ab'> o, b' o0. L'équation 


b'E+(a'—b\t—-a=o 


a deux racines distinctes f, et 4», et l’on peut écrire l’équation différen- 
tielle entre x et £, 


dx udt I— u 
5 + —— 


rT t — t; t— t 


u étant un coefficient constant différent de zéro et de l'unité. L'intégrale 


générale est donnée par la formule 
(y — tix (y — tax) -H = C. 


Si l’on prend pour axes de coordonnées les deux droites y = t£, y = t7, 
l'équation des courbes intégrales dans ce nouveau système d’axes est 


p—1 
Y=CX#F. 


. B—1 ; à ; 
si Ë est positif, Y tend vers zéro en même temps que X. Toutes les 


courbes intégrales vont passer par l’origine qui est un nœud. 
. y— i 
si Ë 
M 


est négatif, il n’y a que deux courbes intégrales passant par 


l'origine, les deux droites X = o, Y = o. Les autres courbes intégrales sont 
asymptotiques à ces deux droites. On dit que l’origine est un col. 
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Troisième cas. — Soit (a'— b)? + 4 ab' = 0, b'Æ o. L'équation 


b't+(a'—b)t—a—=o 


a une racine double ż4, et l'on peut écrire l'équation différentielle entre x et t 


dr udt dt 
=n e e p ea a 
T (t — l J t — tı 
u n'étant pas nul. L'intégrale générale est représentée par l'équation 
X 
a —='Cer, 


où X = uv, Y = y — tiv. Pour construire les courbes intégrales, on peut 
exprimer X et Y au moyen d'une variable auxiliaire en posant X = Y9, ce 
qui donne Y = Ce, X = Ched. Lorsque ð tend vers — æ, X et Y et par 
suite + et y tendent vers zéro; l’origine est encore un foyer. 

Si d'est nul, sans que a soit nul, on permutera x et y dans la discussion 
précédente. Si b’ et a sont nuls à la fois, l'équation est de la forme 


æ dy =ky dx; 


l’origine est encore un nœud ou un col. La classification précédente est 
due à M. Poincaré, qui a étendu la discussion aux équations de la forme 
générale (14) dont les coefficients sont réels. 


II. — ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


419. Points singuliers des intégrales. — Les développements en 
séries par lesquels on a établi l’existence des intégrales d’un sys- 
tème d'équations différentielles analytiques ne permettent de cal- 
culer ces intégrales qu’à l’intérieur du cercle de convergence. Mais 
la connaissance de ces développements suffit, comme on l’a re- 
marqué d’une façon générale (n° 344), pour que ces fonctions 
soient virtuellement déterminées dans tout leur domaine d’exis- 
tence. Considérons, pour fixer les idées, une équation différen- 
telle algébrique du premier ordre 


(21) F(x, y, y')=0, 


F étant un polynome entier en g, y, y'. Soit (£o, Yo) un système 
de valeurs tel que l’équation F(x5, yo, y')= 0 ait une racine 
simple v}; lorsque æ et y tendent respectivement vers £o et Vo, 
l'équation (21) admet une racine et une seule tendant vers y’, et 
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celte racine y'= f(x, y) est une fonction régulière dans le voisi- 
nage des valeurs £o, Vo. L'équation (21) admet donc une intégrale 
holomorphe se réduisant à y, pour £ = x, et dont la dérivée prend 
aussi la valeur y} pour æ = zo. Cette intégrale n’est définie par 
un développement en série entière qu’à l’intérieur d’un cercle Co, 
de centre zo, dont le rayon est en général fini, mais cette fonc- 
tion, dont on peut poursuivre le prolongement analytique en 
dehors du cercle Co, satisfait à léquation (21) dans tout son 
domaine d'existence. Remarquons qu’on peut se servir de l’équa- 
tion (21) elle-même pour le calcul des coefficients des diverses 
séries que l’on emploie dans la méthode du prolongement ana- 
lytique. Si en un point x, du cercle Co, l'intégrale considérée est 
égale à yı, sa dérivée est égale à l’une des racines y} de l'équa- 
tion F(x,, Yı, y')—0, et l’on pourra en déduire les valeurs des 
autres dérivées au point z, par des dérivations successives. 

Chaque équation différentielle du premier ordre définit ainsi 
une infinité de fonctions analytiques (dépendant d’une constante 
arbitraire); ce sont en général des fonctions transcendantes que 
l’on ne peut exprimer au moyen des transcendantes classiques, et 
il en est de même a fortiori des fonctions définies par des équa- 
tions différentielles algébriques du second ordre ou d'ordre supé- 
rieur. L'étude des propriétés de ces transcendantes nouvelles et 
leur classification constituent l’objet de la théorie analytique des 
équations différentielles. 

On peut encore, dans celte étude, poursuivre deux buts diffé- 
rents : l’on peut chercher des conditions nécessaires et suffisantes 
pour que des équations d’une forme déterminée puissent être 
intégrées au moyen de fonctions déjà connues, ou se proposer au 
contraire de découvrir des équations différentielles algébriques 
définissant des transcendantes irréductibles aux transcendantes 
classiques, et jouissant de quelque propriété remarquable, comme 
d’être uniforme, ou méromorphe, etc. Quel que soit lPobjet que 
l’on ait surtout en vue, la recherche des singularités possibles 
pour les fonctions intégrales est une question essentielle. Tandis 
que les points singuliers des intégrales d’une équation linéaire 
sont fixes, les points singuliers des intégrales d’une équation non 
linéaire varient en général avec les valeurs initiales. Par exemple, 
l'intégrale de l'équation x+yy'—o qui prend la valeur yo 
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pour z= o est y =y yë — x?; celte fonction admet les deux 
points critiques + Yo; 
De même, l'intégrale de l'équation y'—7?, qui est égale à yo 


Yo qui dépendent de la valeur initiale. 


y 
pour TX — 0; Où —- 3 


, admet le pôle x — ~. Nous sommes donc 
0 Jo 

conduits à distinguer deux classes de points singuliers pour une 
équation différentielle, les points singuliers fixes qui ne dépen- 
dent pas des valeurs initiales choisies (sans être nécessairement 
des points singuliers pour toutes les intégrales), et les points sin- 
guliers mobiles, pôles ou points critiques, qui dépendent des va- 
leurs initiales. Une équation différentielle peut avoir à la fois des 
points singuliers des deux espèces. 


420. Fonctions définies par une équation différentielle y'= R (x, y) 
— Nous allons étudier en particulier l’équation différentielle 


PELS) 


/ 
(22 sy = R( — , 
) i Qiz, y) 


z, y) 
où P(x, y) et Q(x, y) sont deux polynomes entiers en x et y, 
n’admettant pour diviseur commun aucun polynome de même 
espèce. Les deux équations P(x, y)—0, Q(z, y)= o ont un 
certain nombre de systèmes de solutions (a,, b1), ..., (an, bn); 
nous marquerons dans le plan des x les ponts ai du, -.., Œn: 


La transformation y — = conduit de l’équation (22) à une équa- 


tion de même forme 


dz DUT, &) 


= Ri(x, s) = 


dx OAA) 


(23) 


et les deux équations P, (x, 3) = 0, Q, (x, 3) = o ont encore un 
. s kea . E: 1 1 ! 
certain nombre de systèmes de solutions (aj, bi), ..., (a, bn). 
Nous marquerons aussi dans le plan dela variable æ les points a!, 
Aus.) Am. Ces points a;, a, sont en général des points singuliers 
pour quelques-unes des intégrales de l’équation (22), mais-ils sont 
connus a priori : ce sont des points singuliers fixes. 
Soit maintenant (x un système quelconque de valeurs tel 
o Yo y l q 
i > pes 
ue ne soi à ine inté- 
que Q(To, Vo) ne soit pas nul L'équation (22) admet une inté 
grale holomorphe dans le domaine du point Zo, prenant la va- 
jeur yo pour = x. Imaginons que l’on fasse décrire à la va- 
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riable + un chemin quelconque L issu du point +, et ne passant 
par aucun des points &;, a. On peut poursuivre le prolongement 
analytique de cette intégrale tout le long de L, tant qu’on ne 
rencontre aucun point singulier, mais il peut arriver que l’on 
soit arrêté par la présence d’un point singulier. Soit æ le pre- 
mier point singulier que l’on rencontre; l'intégrale considérée est 
holomorphe dans le voisinage de tout point X du chemin L com- 
pris entre x, etg, mais le cercle de convergence de la série entière 
qui la représente, et dont le centre est en X, ne renferme jamais 
le point æ à l’intérieur, aussi petit que soit |X — a|. L'équa- 
tion Q(x, y) = o admet un certain nombre de racines B, B:,..., 
Bx; nous marquerons les points B; dans le plan de la variable y. 
L'équation Q(«, y) = o n’a qu'un nombre fini de racines, car, 
pour qu'il en fût autrement, il faudrait que le polynome Q(x, y) 
füt divisible par (x — a) et le point æ serait compris parmi les 
points a;, a;. Pour la même raison, les deux équations P(4,y)= 0, 
Q(z, y) = o n'ont aucune racine commune. Cela posé, plusieurs 
hypothèses sont à examiner. Soit Y la valeur de l'intégrale en X ; 
nous ne pouvons supposer que Y tende vers une valeur finie $ 
différente de Bı, B2, ..., 8x, lorsque X tend vers a, car R(x, y) 
est une fonction régulière pour æ—x, y = B. Or, d'après le 
théorème fondamental de Cauchy, il existe une seule intégrale 
tendant vers 8 lorsque x tend vers 4, et cette intégrale est holo- 
morphe au pointa. Supposons en second lieu que Y tende vers la 
valeur B; lorsque |X — a| tend vers zéro. La fonction R(x, y) est 
infinie pour z = 4, y = Bi, mais son inverse est une fonction régu- 
lière, puisqu'on ne peut avoir P(g, B;) = o. Nous avons vu plus 
haut (n° 416) que l'équation (22) admet une intégrale et une seule 
tendant vers 8; lorsque |X — | tend vers zéro, et le point æ est 
un point critique algébrique pour cette intégrale, De même, si |Y| 
augmente indéfiniment lorsque |X — a| tend vers zéro, l’équa- 
tion (23) admet une intégrale qui tend vers zéro en même temps 
que |X — a|. On ne peut avoir à la fois P,(4, 0) —0, Q, (2, 0)=0, 
puisque le point z ne fait pas partie des points a}. Si Q, (a, o) 
n’est pas nul, z est holomorphe dans le domaine du point æ, qui 
est un pôle pour l'intégrale considérée. Si Q, (æ, 0) = 0, ce point a 
est un point critique algébrique pour 3 et par suite pour y. 

Nous n’avons pas encore épuisé toutes les hypothèses; ne pour- 
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rait-il arriver en ellet que Y ne tende vers aucune limite, sans 
que |Y] augmente indéfiniment, lorsque |X — a| tend vers zéro? 
M. Painlevé a démontré comme il suit que cela n’était pas pos- 
sible, ce qu'on avait admis jusque-là sans preuve précise. Du 
point æ comme centre avec un rayon très pelit r décrivons un 
cercle C. Les racines de l'équation Q(X, y)= o qui tendent res- 
pectivement vers Bı, B2, ..., 3, lorsque |X — a| tend vers zéro 
restent comprises respectivement à l’intérieur de cercles y;, 
Ya ee, Yy décrits des points B, B2, ..., By pour centres avec des 
rayons 91, 22, ++, 2x, El l’on peut prendre le rayon r assez petit 
pour que tous ces rayons p; soient eux-mêmes plus petits que tout 
nombre donné £. Considérons en même temps un cercle F de rayon 
très grand R, décrit dans le plan de la variable y de l’origine pour 
centre, et soil (E) la portion du plan des y extérieure aux cercles y; 
ctintérieure au cercle T. Nous allons montrer que, lorsque [X— a | 
tend vers zéro, le point Y correspondant finit par rester constam- 
ment à l’intérieur de l’un des cercles +; ou à l'extérieur du cercler. 
S'il n’en était pas ainsi, on trouverait toujours sur le chemin L 
des points X tels que |X — a| soit inférieur à tout nombre donné 


et pour lesquels Y serait dans la région (E). Or imaginons que 
‘ r . 
l’on ait |X — a| < z par exemple, tandis que Y reste dans la 


région (E); ¿l y a un minimum positif pour le rayon du cercle 
de convergence de lintégrale de léquation (22) qui est égale 
à Y pour x= X. En effet, il y a évidemment un maximum 
pour [R(X, Y)| lorsque les points X, Y restent respectivement 
dans les domaines précédents, tandis qu'il y a un minimum 
positif pour les nombres a et b (voir p. 352). Soit n le minimum 
du rayon de ce cercle de convergence. On pourrait trouver par 
hypothèse sur le chemin L un point X’ dont la distance au point a 
serait moindre que n et tel que le point correspondant Y’ soit 
dans la région (E). Le cercle de convergence de la série qui repré- 
sente l'intégrale, prenant la valeur Y’ pour += X’, ayant un rayon 
au moins égal à n, le point + serait à l’intérieur de ce cercle, ce 
qui est évidemment impossible puisque x est un point singulier. 

Le point Y finit donc par rester constamment à l’intérieur de 
l’un des cercles y; ou à l'extérieur du cercle T lorsque [X — a| 
tend vers zéro. Comme le rayon p; peut être pris aussi petit qu'on 
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le veut, et le rayon R aussi grand qu’on le veut, cela revient à dire 
que Y tend vers l’une des valeurs 8; à moins que |Y |n’augmente 
indéfiniment. Nous venons d'examiner ce qui arrive dans ces deux 
cas; le point æ est donc un pôle ou un point critique algébrique. 
On peut alors, en remplaçant la portion du chemin L voisine du 
point æ par un arc de cercle de rayon infiniment petit décrit de ce 
point pour centre, éviter le point singulier et l’on pourra continuer 
le prolongement analytique au delà, jusqu’à ce qu’on rencontre 
un nouveau point singulier. Nous allons montrer que, sur un 
chemin L de longueur finie, on ne trouve jamais qu'un nombre 
fini de pôles ou de points critiques algébriques. En effet, de 
chaque point a;, a; comme centre décrivons dans le plan des x 
un cercle très petit, et décrivons en outre un cercle de rayon très 
grand ayant pour centre l’origine, de façon que tout le chemin L 
soit dans la région (E') du plan des x limitée par ces circonfé- 
rences. Soit z, un point quelconque de (E'); l'intégrale dont le 
module augmente indéfiniment, lorsque |x — z, | tend vers zéro, 
est égale à un polynome entier en (x —x,) ', augmentée d’une 
série entière en (x — x,), convergente dans un cercle de rayon p1. 
De même les diverses intégrales qui admettent le point z, comme 
point critique algébrique sont représentées par des séries ordon- 
nées suivant les puissances fractionnaires de £ — x; soit px le 
plus petit des rayons de convergence de ces différentes séries. Il 
est clair que ces nombres p; et p> varient d’une manière continue 
avec la position du point +, ; ils ont donc un minimum } © 0, et 
la distance de deux points singuliers voisins sur le chemin L est 
forcément supérieure à À (t). On ne peut donc rencontrer sur ce 


(1) Il est à remarquer qu’une intégrale peut avoir une infinité de points cri- 
tiques, et même en avoir une infinité dans le voisinage d'une valeur quelconque 
de x. Considérons, par exemple, l’équation 


app RE); 
où R(x) est une fonction rationnelle, dont l'intégrale générale est 
r 
parn R(x) dz. 
PA 
Supposons que l'intégrale définie RC) dæ admette les quatre périodes 1, «, 


i, Bi, x et B étant deux nombres réels incommensurables. A l’intérieur d'un 
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chemin qu'un nombre fini de pôles ou de points critiques algé- 
briques. Par suite, les seuls points singuliers mobiles des inté- 
grales de l’équation (22) sont des pôles ou des points critiques 
algébriques. Ces intégrales ne peuvent avoir de points singuliers 
essentiels mobiles, ni par conséquent de coupures. 

Les raisonnements qui précèdent s'étendent sans difficulté aux 
équations de la forme (22), où P(x, y), Q(x, y) sont des poly- 
nomes entiers en y, dont les coefficients sont des fonctions analy- 
tiques de x. Il faut seulement adjoindre aux points &;, &}, qui sont 
définis comme plus haut, les points singuliers de ces différents 
coefficients. Lorsque le chemin décrit par la variable æ reste dans 
une aire ne renfermant aucun des points &;, a}, ni aucun des points 
singuliers des coefficients des différentes puissances de y, les seuls 
points singuliers que puissent avoir les intégrales sont des pôles 
ou des points critiques algébriques. 

Proposons-nous, comme application, de trouver les équations 
de la forme (22) n’admettant pas de points critiques mobiles. ll 
est nécessaire pour cela que le dénominateur ne renferme pas y. 
Soient, en effet, æ une valeur quelconque de +, et B une valeur cor- 
respondante de y, telle que l’on ait Q(«, 8) — 0, le numérateur 
P(z, 8) n'étant pas nul. L'intégrale de l'équation (22), qui tend 
vers 3 lorsque |x — z| tend vers zéro, admet ce point comme point 
critique, et il est clair que ce n’est pas un point critique pour toutes 
les intégrales. L'équation proposée doit donc être de la forme 


dy 
> Pm y™ nt à PTS dr rer 


dæ 


Pa, Pm_is ++. étant des fonctions de x. D'ailleurs l'équation 
I . A . . 
obtenue en posant y = - doit être de la même forme, ce qui exige 


que m ne soit pas supérieur à 2, et l'équation la plus générale 
répondant à la question est une équation de Riccati. Il est facile 
de vérifier que la condition est satisfaite pour une équation de 


cercle c décrit d’un point quelconque v, pour centre ayec un rayon arbitraire, 
on démontre aisément (voir n° 311, Remarque) que l’on peut trouver une infinité 
de racines de y?, en choisissant convenablement les chemins d'intégration, et 
chacune de ces racines est un point critique. Mais un chemin de longueur finie 
décrit par la variable n’en contient jamais une infinité. 
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Riccati; si nous prenons par exemple la formule (26) (p. 424) 
qui représente l'intégrale générale, il est clair que cette intégrale 
ne peut avoir pour points singuliers, outre les points singuliers 
des fonctions 74. Y2, que des pôles, provenant des racines du dé- 
nominateur y, + Cy2, pôles qui varient avec la constante C. 


On peut également se proposer de déterminer les équations de la 
forme (22) dont les intégrales n’ont pas de pôles mobiles. Soient met n 
les degrés de P(x, y) et de Q(x, y) par rapport à y; l'équation obtenue 


I 
en posant y = - est de la forme 


dz P,(#, £) 
/ Eee = NET EL 
(24) ds g+ m nET 


P, et Q, étant deux nouveaux polynomes en z. Soit x = « une valeur 
quelconque de æ, ne faisant pas partie des points singuliers fixes. L'équa- 
tion (24) admet une intégrale tendant vers zéro lorsque |% — a| tend vers 
zéro; il semble donc que l'équation (22) admet toujours une intégrale dont 
le module augmente indéfiniment lorsque [x — a| tend vers zéro, mais la 
conclusion est en défaut si l'intégrale en question de l'équation (24) se 
réduit à z = 0. Il faut et il suffit pour cela que l’on ait m < n +2; c’est 
la condition pour qu'il n’y ait pas de pôles mobiles. La seule équation qui 
n’ait aucune espèce de points singuliers mobiles est donc l'équation linéaire. 


Application. — Le résultat qui précède permet de reconnaître si l’inté- 
grale générale d'une équation différentielle du premier ordre est une 
fonction rationnelle de la constante d'intégration, en choisissant con- 
venablement cette constante. Soit 
Per C) 


(A) FIN = D 


une fonction rationnelle d'un paramètre C, les coefficients des deux po- 
lynomes en C, P(x, C) et Q(x, C) étant des fonctions quelconques de x. 
Il est clair que la dérivée y’ est aussi une fonction rationnelle de C, 


y'= R'(x, C), 
et l'élimination du paramètre G conduira à une relation 
(E) Fr, #5) =, 


F étant un polynome entier en y, y’, dont les coefficients peuvent être des 
fonctions quelconques de z. D'après la façon même dont cette équation a 
été obtenue, quand on y regarde v comme un paramètre, elle est de genre 
zéro en y et y". 

Inversement, étant donnée une équation différentielle du premier 
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ordre (E), dont le premier membre est un polynome entier en y et y’, 
les coefficients étant des fonctions analytiques quelconques de x, pour 
qu’elle admette une intégrale générale de la forme (A), il faut d’abord 
qu'elle soit du genre zéro en y et y’. S'il en est ainsi, on peut exprimer y 
et y' par des fonctions rationnelles d’un paramètre u, 


LEF? ú) V'=ri(#;, u), 
de telle façon que l’on ait inversement u = s(x, y, y'), les fonctions r etr, 


étant rationnelles en w et s étant une fonction rationnelle de y, y’. L'équa- 
tion différentielle proposée (E) est remplacée par l'équation 


dr dr du 


Fr fui ve "IT, WU), 
qui est de la forme 
du 
(E:) dx paa F(x, u), 


F étant une fonction rationnelle de u. Si l'intégrale générale de l’équa- 
tion (E) est y = R(x, C), l'intégrale générale de l'équation (E;) est 
d’après cela 

u=s[zx, R(x, C), R'(zx, C)], 


c'est-à-dire une fonction rationnelle de C. Mais les seuls points singuliers 
d'une telle expression, qui varient avec C, sont évidemment des pôles. Il 
faut donc que les seuls points singuliers mobiles de l'équation (E;) soient 


des pôles; par conséquent, l'équation (E;) doit être une équation de 
Riccati (1). 
Considérons par exemple l'équation 
J=(Pyr+Q}(y—-a)(y —b), 
où P et Q sont des fonctions de +, a et b deux constantes. Cette relation 
est bien du genre zéro en y et y'et, pour exprimer y et y’ par des fonc- 


? ; à : — b 
tions rationnelles d’un paramètre, il suffit de poser 2° = ce qui 


donne ensuite 
J'{— 2} =(b—a)[P(bt—ats) + Q(t — t)], 


et l’équation (E;) est ici une équation de Riccati 


dt 
27 = P(b — at?) + Q(1— 12). 


421. Fonctions uniformes déduites de Péquation y" = R(y). — 


om à nd + 


(") La réciproque est immédiate, Si (EĻ) est une équation de Riccati, l’inté- 
grale générale w est une fonction linéaire d'une constante arbitraire C, et par 
suite y = r(x, u) est une fonction rationnelle de C. 
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Nous allons encore étudier les intégrales de l'équation différentielle 
(25) PUSR S ee À 


où m est un nombre entier positif, P(y)et Q(7) deux polynomes 
en y à coefficients constants et premiers entre eux, en nous pro- 
posant de déterminer toutes les équations de cette espèce dont 
l'intégrale générale est une fonction uniforme. Soit x, une valeur 
quelconque de x et yọ une valeur arbitraire n’annulant aucun 
des polynomes P(y), Q(y). L'équation (25), où l’on remplace y 
par Yo, admet, en y’, m racines distinctes. Choisissons une de 
ces racines y}; l'équation (25) admet une intégrale holomorphe 
dans le domaine du point £o, prenant la valeur y, en ce point, 
et dont la dérivée est égale à y, pour z = zo. On peut pour- 
suivre le prolongement analytique de cette intégrale tout le long 
d'un chemin quelconque issu du point Zo, tant que l’on ne ren- 
contre pas de point singulier. Soient æ le premier point singulier 
que l’on rencontre, X un point du chemin L compris entre £o 
et æ, Y la valeur correspondante de l'intégrale au point X. Les 
raisonnements du précédent paragraphe, que l’on peut reprendre 
X — a| tend 


vers zéro, Y tend vers une racine de l’une des équations 


sans modification essentielle, prouvent que, lorsque 


P(y)=0, : Q(y)=0;, 


ou |Y| augmente indéfiniment, mais il ne peut pas arriver que Y 
ne tende vers aucune limite. 

Nous allons examiner les différents cas possibles. Soit d’abord b 
une racine d'ordre q du dénominateur Q(y)—o. On tire de 
l'équation (25) 

q 

(26) dx =(y—b}"[co+c(y—b)+...]dy, C0; 

quand on fait décrire à y un chemin allant de y, à b dans le plan 
des y, x partant de +, aboutit à un point à distance finie du plan 
des x, point que nous appellerons æ. Inversement, lorsque x va 
de x, en a suivant ce chemin, y va de y, en b. En posant y — b= t”, 
on déduit de l'équation (26) un développement de z — a suivant 
les puissances de £ commençant par un terme de degré m + q. 
Inversement, on aura pour ¿ un développement suivant les 
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puissances fractionnaires de x — a commencant par un terme 
1 
en (æ—a)"*1, et par suite un développement de y — b de la 
forme 


m 1 
y— b= TOEN ~ PEE EE (20 0), 


q étant positif, m + q est > m, et le point æ = a est pour l’inté- 
grale considérée un point critique algébrique. Pour que l'intégrale 
générale de l'équation (25) soit une fonction uniforme, il faut 
donc que le polynome Q(y) se réduise à une constante, ou que 


l’équation soit de la forme 

(27) RRREXE 

P(y) étant un polynome. L’équation obtenue par la transforma- 
tion y — 5, ou z'™ = (— imzam p (1) devant aussi être de la 


même forme, le degré du polynome P(y) ne peut étre supé- 
rieur à 2m. Nous pouvons supposer pour achever la discussion 
que P(y) est de degré 2m. En effet si P(y) est de degré 2m — gq, 
I 7 e { 
en posant y = 4 + -, a n'étant pas racine de P(y), on est con- 
duit à l'équation 
zm — (— 1)#[z2#P(a ) + z2n—1 Pa) a ali 


où le second membre est un polynome de degré 2m. Inversement, 
étant donnée une équation de la forme (27) où P(y) est un po- 
lynome de degré 2m, si b est une racine de ce polynome, la sub- 

. . I . ` , A i A 
sutution y = b + - conduira à une équation en 3 de la même 
espèce, où le second membre sera un polynome de degré infé- 
rieur à 2m. 

Supposons, par conséquent, que P(y) est un polynome de 
degré 2 m, et soit à le premier point singulier que l’on trouve sur 
le chemin L à partir de xo. Si |Y| augmente indéfiniment lorsque 


I 
X tend vers 4, équation en z, obtenue en posant Y=} admet 


une intégrale holomorphe qui est nulle pour X = «; le point a 
est donc un pôle pour y. Reste à examiner le cas où Y tend vers 
une racine b de P(y) lorsque X tend vers a. Ceci ne peut avoir 
lieu que si l’ordre de multiplicité de cette racine est inférieur 
GATE 32 
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à m. Supposons, en effet, que P(y) soit divisible par (y — byt, 
q étant 2m. De l’équation (27) on tire, d’après les conditions 


initiales, 


(y) étant régulière dans le domaine du point b, et l’on voit 
que |X| augmente indéfiniment lorsque Y tend vers b. Il faut 
donc que l’on ait g < m; l'équation proposée peut s’écrire encore 


LL 
(28) dx =(y—b) "[co+c(y—b)+...]dy (C0), 


et lon en tire, pour x — x, un développement suivant les puis- 
1 
sances de (y — b)”, commencant par un terme de degré m — q. 


b, un développement suivant 


Inversement, on en tirera, pour y 
les puissances fractionnaires de z — + commençant par un terme 


m 
en (x — 2)"-4, Le point æ est donc, en général, un point critique 


algébrique. Pour que ce soit un point ordinaire, il faut que 
= q q P , q m—q 


soit un nombre entier {, ou que l’on ait qg = m ( 1 — i)’ í étant 
un nombre entier supérieur à wn. Cette condition est d’ailleurs 
suffisante, car on déduit alors de l'équation (28) un développe- 


ment 
1 1 


mire RDN ur. © ah 
\ 1 
et inversement, on aura pour (y — b)? un développement suivant 
les puissances entières de x — 4. 

Pour que les intégrales de l’équation (27), où P(y) est un 
polynome de degré 2m, n’admettent pas de points critiques, il 
faut et il suffit, d'après cela, que l’ordre de multiplicité de toute 
racine de P(y)= vo soit égal ou supérieur à m, ou soit de la 


I . , 7 + 5 ` e La 
Jorme m (1 — =) į étant un nombre entier supérieur à l’unité. 


Lorsque toutes ces conditions sont remplies, l'intégrale générale 
de l'équation (27) est une fonction uniforme dont les points sin- 
guliers à distance finie ne peuvent être que des pôles. 
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Pour achever la discussion nous distinguerons plusieurs cas 

Premier cas. — Il y a un facteur binome dans P(y) dont 
l’exposant est supérieur à m (il ne peut évidemment y en avoir 
qu'un). S'il y a en outre p facteurs linéaires distincts de celui-là, 
la somme des exposants de ces facteurs est inférieure à m, 


/ \ 


m(1—3) ++ m(1— 2) <m. 


p 
: I I TE : 
Onen Urep—i1<-+...+ F el, comme tis igy ..., tp Sont plus 
l1 P 


grands que l'unité, u —1< £, ou pa. Ona done p =m. et 


l'équation (22) peut s'écrire, en extrayant les racines mines des 


deux membres, 
1 


1 
į 1+— 1—- 
d) dut < d S dra MD 
le cas où ¿= ı ne doit pas être exclu, car il correspond à une 
hypothèse qui n’a pas été examinée, celle d'un seul facteur 


linéaire dans P(y). 


Deuxième cas. — L’équation P(y)—o admet une racine 
d'ordre m de multiplicité. Si elle en admet deux, l'équation (27) 
devient, en extrayant les racines mites des deux A. 


(II) J'=A(y— ay —b). 


Si l’équation P(y) = o n'admet qu’une racine d'ordre m de mul- 
tiplicité, elle en admet p(p 22) dont l’ordre de multiplicité est 
inférieur à m, et l’on a une relation de la forme 


I 
mir au +m(i#)=m 


lp 


r E LS £, d’où l’on tire pí 2. Comme p est 
1 P 


supérieur à l'unité, on a forcément p = 2, i = is = 9 ; le nombre m 
est un nombre pair et l'équation (27) se ramène à la forme 


(IT) J'=A(y—a)(y —b)(y—c), 


a, b, c étant trois nombres différents. 


Troisième cas. — L'équation P(y)— 0 n’admet que des ra- 
cines dont l’ordre de multiplicité est inférieur à m. Soit p le 
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nombre de ces racines: la somme des ordres de multiplicité 
étant 2m, on a une relation de la forme 


I I I 
m — 2)+m(is)+s+m(r- z )=2m, 
li l2 lp 


I I f 
ou p—2=7 ris <2. On en tire p£4, et comme p est 
1 P d 


supérieur à 2, on ne peut avoir que p= 4 ou p= 3. Si p= 4, 


TUND, I proue : : ; 
la somme Faut 7 LES 4 ++ doit être égale à 2; chacun des déno- 
1 2 3 4 


minateurs étant au moins égal à 2, on a nécessairement 


Si p = 3, il s’agit de trouver trois nombres entiers č}, Č2, la, SU- 
périeurs à l’unité, tels que la somme de leurs inverses soit égale 
à 1. Si aucun de ces nombres n'est égal à 2, chacun d’eux est 
forcément égal à 3. Si l’un d’eux j= 2, la somme des inverses 


= A I p "à d là 
des deux autres doit être 335 ils sont égaux, chacun d'eux est égal 


à 4. S'ils sont inégaux, le plus petit doit être inférieur à 4; il est 
donc égal à 3, et le plus grand est alors égal à 6. On n’a donc en 
tout que quatre combinaisons possibles et l’équation (27) peut 
être ramenée à l’une des formes suivantes 


(IV) J=A(y—a)(y—6)(y —ciy —d), 
(V) FSA = aF —-0P(y— cp), 
(VI) F=Ai(y—a}{y —b} (y —c}, 
(VIT) yS=A(y—a}(y—b}(y—c), 


a, b,c, d étant des nombres différents. Toutes les équations (27), 
où P(y) est un polynome de degré 2m, et dont l'intégrale géné- 
rale est une fonction uniforme, ont l’une des formes que l’on vient 
d'obtenir. Inversement toute intégrale de l’une quelconque de ces 
équations est une fonction uniforme, puisque, sur un chemin 
quelconque déerit par la variable, on ne peut rencontrer d’autres 
points singuliers que des pôles. 

Aux différents Lypes que nous venons d’énumérer, il convient 
d’ajouter, pour avoir toutes les équations de la forme (25) dont 
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l'intégrale générale est uniforme, les types que l’on obtient par 
: $ I P : 

une transformation telle que y — a = -» a étant une racine du 


polynome P(y). Les nouvelles formes auxquelles on parvient sont 
les suivantes 


y J'=A(y—a) i 

(ES Paky T 

(Hy J'=A(y—a}), 

(IY Y?=A(y—-a}(y—b), 
CELLE FIS RIIV 0) O 
(IVY Y?=A(y—-a)(y —b)(y —c), 
CV} Y3=A(y—a}(.y —b}?, 
CE M Se AN pe I BUS 
(VO Y'=A(y—a}(y—b}. 
(VILY YS=A(y—-a}(y—b), 
( VIT)" Y$= A(r —-a)(y —b}, 
(VIT y" YS=A(y— ay — b. 


Les équations (1), (IY, (IY, qui se ramènent l’une à l’autre, ont 
pour intégrale générale une fonction rationnelle, comme on le 
voit immédiatement sur l’équation (IY par exemple. Les équa- 
tions (IE), (ILY, (HI), (IH), (II) ont pour intégrale générale 
une fonction simplement périodique; le calcul est immédiat. 
Enfin Pintégrale générale des équations (IV }et (IV Y est une fonc- 
tion elliptique. Il ne reste donc, comme types nouveaux d’équa- 
tons différentielles de la forme (25) dont l'intégrale générale est 
uniforme, que les équations (V). (VI), (VID), et celles qui s’y 
ramènent. Ces équations se partagent en trois groupes, et il suffit 
d'intégrer une équation de chacun des groupes, par exemple les 
équations (V}, (VI), (VIT). 

Si dans l'équation ( VIY on pose y = a + z?, l'équation devient, 
en extrayant les racines carrées des deux membres, 


1 
4z? = A?z(3?+ a — b), 
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et l'intégrale générale de l’équation en 3 est une fonction ellip- 
tique. De même, si dans l'équation (VII)” on pose y = a +z’, 
l'équation devient, en extrayant les racines cubiques des deux 
membres, 


1 
9z? = A? (23+ a —b) 


el nous retrouvons une équation de la forme (IV Y. 

Pour intégrer l'équation (V)', nous remarquerons que cette 
relation entre y et y'est du premier genre. On peut donc exprimer 
rationnellement y et y/ au moyen des coordonnées d’un point 
d'une cubique, ou au moyen d'un paramètre ¿ et de la racine 
carrée d’un polynome du troisième degré. Si l’on pose en 
effet y'= A t?, on tire de l'équation (V Y 

a + b 


r= + Via} + far, 


et la relation dy = y' dx conduit à la nouvelle équation 


dt 
SEn Es 2 4 A t3 
3 7 = V(a b}}+4A&, 


dont l’intégrale générale ¿ = f(x + C) est une fonction elliptique. 
On en déduit pour l’intégrale générale de l'équation (Yvy 


yatti 4 Ÿ prie + 0). 


L'intégrale générale de toute équation de la forme (25), lorsqu'elle 
est une fonction uniforme, est donc soit une fonction rationnelle 
de x ou de l’exponentielle e47, soit une fonction elliptique. 

En dehors des cas qui viennent d’être énumérés, l'intégrale 
générale de l'équation (25) n’est jamais une fonction uniforme. 
Par exemple, la fonction inverse d'une intégrale hyperelliptique de 
première espèce ne peut être une fonction uniforme. Considérons 
en effet un polynome P(y) premier avec sa dérivée, et de degré 
supérieur à 4; l'équation différentielle y? = P(y) ne peut 
admettre d’intégrale uniforme. Soient (£o, yo) les valeurs initiales 
des deux variables æ et y; lorsque |y| augmente indéfiniment, 
æ tend vers une valeur finie a, et inversement lorsque x va de £o 
en a, |y| augmente indéfiniment. Le point x = æ est un point 
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critique algébrique, nous venons de le voir, pour l'intégrale de 


l'équation z2 = siP(=) qui tend vers zéro lorsque æ tend 


> 
© 


vers æ puisque le degré de P(y) est supérieur à 4 ('). 


122, Existence des fonctions elliptiques déduite de équation d’Euler. 
— Les raisonnements du précédent. paragraphe prouvent en particulier 
que l'intégrale générale de l'équation y? = R(y),où R(y)est un polynome 
du troisième ou du quatrième degré, premier avec sa dérivée, est une 
fonction uniforme méromorphe dans tout le plan. D'autre part la fonction 
inverse, qui est une intégrale elliptique de première espèce, admet deux 
périodes dont le rapport est imaginaire (n° 314). Cette fonction uniforme 
est donc doublement périodique, et nous démontrons ainsi l'existence des 
fonctions elliptiques par le calcul intégral seulement. La démonstration 
précédente de l’uniformité de la fonction inverse de lintégrale elliptique 
de première espèce est distincte de celle qui a été donnée plus haut, (n° 336), 
où nous faisons appel aux propriétés de la fonction pu. Nous montrerons 
encore en quelques mots comment on peut prendre pour point de départ 
de la théorie l'intégration de l'équation d’Euler, ce qui pourra donner une 
idée de la marche suivie par les inventeurs. 

Considérons d’abord l’équation différentielle 


dx dy 


(29) -n t e 
i IR MIE 


dont l'intégrale générale est z yı — y? + y y1 — z? = C (n°376). Il est 


(') Dans un de leurs Mémoires. Briot et Bouquet s'étaient proposé de déter- 
miner toutes les équations F( y. y') = 0, où F est un polynome, dont l'intégrale 
générale est une fonction uniforme (Journal de l’École Polytechnique, t. XXI). 
Des conditions trouvées par eux, M. Hermite a déduit que la relation entre y 
et y’ est du genre zéro ou un (Cours lithographie de l’École Polytechnique, 
1873). de sorte que l’on peut appliquer pour l'intégration la méthode du n° 373. 
Si la relation est du genre zéro, on peul exprimer y et y' par des fonctions ration- 
nelles d’un paramètre £; la variable æ, qui s'obtient par une quadrature, doit 
at + b 


ètre égale à une fonction linéaire de 4, æ = - 


» ou au logarithme d’une fonc- 
ct + d 


: : at + b ER. A : 
tion de cette espèce x = A Log ( pin pour que l'intégrale de l'équation pro- 
His - 
posėe soit une fonction uniforme., Si la relation est du genre un, on peut exprimer y 
d "1 dy 


et y’ par des fonctions elliptiques d’un paramètre u, et —— = — —- doit se 
FoP i 5 pots P du y' du 


réduire à une constante. Le problème de Briot et Bouquet a été généralisé par 
M. Fuchs, qui a formé les conditions nécessaires et suffisantes pour que l’inté- 
grale générale d’une équation du premier ordre F(s, y, y')=0, algébrique 
en y et y’, nadmette que des points critiques fixes. M. Poincaré a montré depuis 
que, lorsque ces conditions sont remplies, on est ramené à des quadratures ou à 
des équations de Riccati (Acta mathematica, t. VIT). 
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clair que cette intégrale générale est donnée aussi par l'équation 
“ : . UT 
arc sin g + arc siny = C', 
et par suite que l’on a une relation de la forme 
arc sin æ + arc sin y = F(æÿi—y?+yyi—x); 


pour déterminer la fonction F, supposons y = 0, nous avons en définitive 


(30) arc sing + arc sin y = arc sin(æ Vi — + y tr x2). 


Cette relation est équivalente à la formule d’addition. Prenons en effet 
deux arcs ų et ¢ déterminés par les conditions 


Ps, Vi—zx?= cosu, F= sinp, [— y? = cosy, 


les radicaux étant pris avec les mêmes valeurs que dans les formules pré- 
cédentes. La relation (30) donne 


gs iı—y?+yyi— z? = sin(u +p) 


ou 


sin( u + ¢) = sin ų cosg + sinp cos u. 


Mais ce serait méconnaître la portée de cette remarque que de n’y voir 
qu'une démonstration ingénieuse de la formule d’addition pour sing. Nous 
allons montrer au contraire comment on pourrait en déduire très simple- 
ment l'existence d’une fonction uniforme entière satisfaisant à l'équation 
différentielle 


CPE) F''=1- y, 


et se réduisant à zéro pour x = 0, tandis que y'est égal à +1 pour x =0. 
Le théorème général de Cauchy prouve bien qu'il existe une fonction ana- 
lytique o(æ) satisfaisant à ces conditions et holomorphe dans le domaine 
de l’origine, mais ne fait pas connaître le rayon de convergence de la série 
entière qui représente ®(æz). Soit R ce rayon de convergence; le cercle C 
de rayon R, ayant pour centre l’origine, est le plus grand cercle décrit de 
l’origine à l’intérieur duquel ọ(x) est holomorphe. La dérivée g'(æ) est 
holomorphe dans le même cercle et l’on a °? (æ) =1—#?(x). Cela posé, 
reprenons l’équation (29), et faisons-y le changement de variables æ = g(u), 
J = +(v), u et v étant les deux nouvelles variables et © la fonction qui 
vient d’être définie; si l’on choisit les déterminations des radicaux d'une 
façon convenable, nous avons aussi yı — x? = o (u), yi -— y? = o (v), et 
l'équation (29) devient du + de = o. l'intégrale générale de cette équa- 
tion peut donc s'écrire sous deux formes différentes 


u + v = C, zyi-p+yvi—zt=cC 
ou 


g(u)g'(v)+o'(u)g(e) = C. 
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On en déduit comme tout à l'heure que l'on a une relation entre u + v 
et g(u)o'(v) +e'(u)o(v); on achève de la déterminer en faisant ¢ = 0, 
ce qui donne 


(32) p(u+v)=œ(u)c'(r) +o'(u)o(v). 
Cette relation est vérifiée pourvu que l’on ait |u[<R,[e|<R,lu+v|<R, 


: : à SE R R 
ce qui aura lieu certainement si l’on a |u| <—;, | o| < = Supposons v = ų, 
2 
Ro : , 
et lul < =} l'équation (32) devient 


(33) ọ(2u)=29(u)ş' (u). 


su 7 7A N A ; 
Soit ọ4(u) la fonction ao( =) (2); cette fonction &,(u) est holo- 
i | 2 i 2 i 


morphe dans le cercle de rayon 2R décrit de l’origine comme centre, et 

d'après la relation (33) elle est identique à la fonction holomorphe ọ(u) 

dans le cercle C de rayon R. Ces deux fonctions g(w), 9,(u) ne forment 

donc qu’une même fonction analytique, qui est holomorphe en dehors du 

cercle C. Il est donc impossible que le rayon R de ce cercle ait une valeur 

finie; par suite la fonction ọ(u) est une fonction entière de u. 
Considérons maintenant l'équation différentielle 


(34) Frein), 


en adoptant pour le second membre la forme normale de Legendre, et 
proposons-nous d'étudier l'intégrale X(x) de cette équation qui est nulle 
pour v = o, sa dérivée étant égale à +1. Cette fonction À (x) est holo- 
morphe dans le domaine de l’origine. Soient C le plus grand cercle décrit 
de l’origine pour centre à l’intérieur duquel la fonction À(æ) est méro- 
morphe, et R le rayon de ce cercle. Si le point singulier de X (æ) le plus 
voisin de l’origine n’était pas un pôle, on prendrait pour C le cercle pas- 
sant par ce point singulier, et la fonction À(x) serait alors holomorphe 
dans ce cercle. Cela posé, reprenons l'équation d’Euler 


dz dLa 
——__——_——_—_—_—_—_— + k_m — 
Va — s} (1> kès}) V(i—zi)(i— #73) 
dont l'intégrale générale peut s'écrire, en multipliant les deux termes de 


la formule (66) (p. 336) par la quantité conjuguée du dénominateur, et 
supprimant le facteur commun z? — z3, 


(35) 


gaVe k?z?) + s Vi zx3)(i—Æz) 
1— Axa 


(36) EC, 


D'autre part, en choisissant convenablement le signe des radicaux, le 
changement de variables z, = à( u), £a= à (v) conduit de l'équation (35) 
à l'équation du + de = o, dont l'intégrale générale est u + ¢ = C’. Faisons 
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la même substitution dans la formule (36); nous avons donc une relation 
de la forme 
ACHIA ONEA CONA) 
1— k2)? (u)à? (v) 


= F(u +v), 


et nous déterminerons encore la forme de la fonction F en supposant ¢ = 0, 
ce qui donne F(u) = A(u), et l’on a en définitive la relation 


v g 4 Alu) (o) + Alo)à' (u) 
Qué APUR D TPS RUES 


En supposant v = u, il vient enfin 


2A(u)i\'(u 
(38) À(au) — Poe, 


vs de PT Fr 
formule qui a lieu pourvu que l’on ait |u| < —+ Cela étant, considérons 
2 


la fonction 


cette fonction est méromorphe dans le cercle de rayon 2R décrit de l'origine 
pour centre, puisqu'elle est le quotient de deux fonctions méromorphes 
dans cè cercle. D'ailleurs, elle coïncide avec À(u) à l’intérieur de C, d’après 
la relation (38). Les deux fonctions À(w) et (u) forment donc une seule 
fonction analytique, et À(u) est méromorphe dans un cercle plus grand 
que C. Il est donc impossible de supposer que le rayon R de ce cercle ait 
une valeur finie, et par suite la fonction À (u) est méromorphe dans tout 
le plan. 

La formule (37) constitue la formule d'addition des arguments pour la 
fonction A(u). Lorsque k tend vers zéro, on retrouve à la limite la for- 
mule d’addition pour sinu. La fonction sinu peut en effet être considérée 
comme une dégénérescence de À (u), obtenue en faisant tendre Æ vers zéro. 


493. Équations d'ordre supérieur. — L'étude des propriétés des fonc- 
tions définies par des équations différentielles d'ordre supérieur présente 
des difficultés bien plus grandes que celles que l’on rencontre pour les 
équations du premier ordre. Ces difficultés tiennent en grande partie à la 
présence possible de singularités essentielles mobiles. Ces singularités 
peuvent être en même temps des points essentiels et des points critiques 
transcendants, comme dans l'exemple suivant dù à M. Painlevé. La fonction 


(39) y = pl[log(Az + B); 82, 83], 


où A et B sont deux constantes arbitraires, est l’intégrale générale de 
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l'équation du second ordre 


y 22 
(40) J =. Tr 
(40 S a a EIN 
NT a PUR VAS — giY — ga 
à di LA B 
Dans le voisinage de toute valeur de +, différente de — q cette fonc- 


tion (39) est holomorphe ou méromorphe. 


à B : css 
Lorsque x tourne autour du point — D? la fonction admet une infinité 


de valeurs différentes, pourvu que 2im ne soit pas une partie aliquote 
d’une période de la fonction p(u; gs, g3). D'autre part lorsque la variable x 
décrit une courbe de forme quelconque telle que | Ax + B| tende vers zéro, 
le point qui représente la quantité u = Log(Azr + B) décrit une courbe 
avec une branche infinie: cette courbe traverse donc une infinité de parallé- 
logrammes de périodes de la fonction pu, et par suite y ne tend vers aucune 
limite, finie ou infinie. Ainsi, quoique l'intégrale générale de l'équation (40) 
ne présente ni points critiques fixes, ni points critiques algébriques mo- 
biles, on ne peut en conclure qu'elle est uniforme. Ceci tient à la présence 


B 


d'un point critique transcendant mobile, le point x = — + 


A partir des équations du troisième ordre, les points singuliers trans- 
cendants mobiles peuvent former des lignes. 11 est facile de comprendre 
comment une fonction analytique admettant des coupures peut n'avoir 
aucun point critique dans tout son domaine d'existence, sans être pour 
cela uniforme. Considérons par exemple une fonction analytique f(x) 
holomorphe dans la couronne comprise entre deux cercles G et C’ décrits 
du point a pour centre, et admettant C et C’ comme coupures essen- 
telles (n° 345). La fonction F(z) = f(æ) + Logix — a) admet encore les 
lignes C et C’ comme coupures; elle est holomorphe dans le voisinage de 
tout point x compris entre C et C’, et cependant elle admet une infinité de 
déterminations pour toute valeur de x dans ce domaine. 

Ces difficultés ont longtemps arrêté les géomètres. Ce n'est que dans des 
travaux récents que M. Painlevé a obtenu des équations différentielles 
algébriques du second ordre, qui s’intègrent au moyen de transcendantes 
uniformes essentiellement nouvelles. Parmi les équations de M. Painlevé, 
je citerai seulement l'équation 


y" =ay?+ pr, 


où x et B sont des constantes (48 £0), dont l'intégrale générale est 
une transcendante méromorphe (í). (Bulletin de la Société Mathém., 
t. AAV) 


(') Il est facile, en partant des équations linéaires, de former des systèmes 
d'équations différentielles qui généralisent léquation de Riccati, et dont les inté- 
grales n'ont pas d’autres points singuliers mobiles que des pôles. Étant donné. 
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III. — INTÉGRALES SINGULIÈRES. 


424. Intégrale singulière d’une équation du premier ordre. — 
On a déjà remarqué à plusieurs reprises (n° 372 et 376) qu'une 
équation différentielle du premier ordre peut admettre certaines 
intégrales qu'il serait impossible d'obtenir en donnant une valeur 
particulière à la constante arbitraire qui figure dans l'intégrale 
générale. Ce résultat paraît en contradiction avec le théorème 
établi plus haut (n° 387), d'où nous avons déduit une définition 
précise de l'intégrale générale. Ceci nous amène à reprendre le 
théorème fondamental de Cauchy, en examinant de plus près si 
les hypothèses comprises dans l'énoncé sont nécessairement véri- 
fiées pour toutes les intégrales. Considérons, pour fixer les idées, 
une équation du premier ordre 


(41) F(&,P: Y)=0, 


F étant un polynome entier indécomposable en x, y, y, de 
degré m en y’. A tout système de valeurs (£o, Yo) l'équation 


(41 bis) Fizy Yo; Y')=0 


fait correspondre en général m valeurs distinctes et finies y, 
Vas. Y'n pour |”. Placons-nous d’abord dans cette hypothèse. 


par exemple, un système de trois équations linéaires du premier ordre 
(a) y'+ay+bs+cu=o, s'+ay+b,z+cou—=0, u'+a,y+b,3+cu—=0, 
si l’on pose y = uY, z = uZ, Y el Z sont les intégrales du système d'équations 


(8) | Y+aY+bZ+c—Y(a,Y+0,2+c,) =0, 
{ZL'+aY+bZ+c —Z(a,Y +b,2Z+c,) =0, 


et il est clair que les seuls points singuliers mobiles des intégrales sont des pôles. 
Mais il est à remarquer que ce n’est pas le système d'équations différentielles le 
plus général de la forme 


(y) Y'=R(z,Y,Z), Z'=R,(z, Y,Z), 


R et R, étant des fonctions rationnelles de Y et de Z, qui jouisse de cette pro- 
priété. En effet, soient Y = 9(Y,, Z,), Z = 4 ( Y,. Z,) des formules définissant une 
transformation de Cremona, de telle sorte que l’on puisse en tirer inverse- 
ment Y,= ,(Y, Z) Z= 4,(Y, Z), P, 4, Pi à, étant des fonctions rationnelles. 
Si l’on applique cette transformation au système (8), on sera conduit à un sys- 
tème jouissant de la mème propriété, qui sera bien de la forme (y), mais non 
pas en général de la forme (8). 
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Lorsque |z — zo| et |y — y,| tendent vers zéro, les m racines de 
l'équation (41) tendent respectivement vers y, Vas :.., Ym el 
chacune d’elles est une fonction holomorphe dans le domaine du 
point (£o, Yo). La racine qui tend vers y; par exemple est repré- 
sentée par un développement en série entière 


(42) = Vi+ te — Lo) + BY — Yo) +. 


on peut appliquer le théorème de Cauchy à l'équation (42), et l’on 
en conclut que cette équation admet une intégrale et une seule 
tendant vers y, lorsque |z — zo| tend vers zéro. Cette intégrale 
est holomorphe, et le développement de y — y, commence par 
le terme y:(x — Lo): A chaque racine de l'équation (41 bis) cor- 
respond ainsi une intégrale. 

L'équation différentielle ({1) admet donc m intégrales, et m 
seulement, prenant la valeur yo pour x = £o, et ces m intégrales 
sont holomorphes dans le domaine du point +,. En langage géo- 
métrique, on peut dire encore que, par le point M, du plan, de 
coordonnées (£o, Yo), passent m courbes intégrales, avec m tan- 
gentes distinctes, le point M, étant un point ordinaire sur chacune 
d'elles. D'ailleurs, toutes les intégrales de l’équation (42) qui, 
pour £z = Zo, prennent une valeur voisine de y, satisfont à une 
relation de la forme D(zx, y; £o, Yo + C) —0 (n° 387) et l’inté- 
grale considérée correspond à la valeur C =o de la constante 
arbitraire. 

Si, pour £ = Zo, Y = Yo, une racine de l’équation (41 bis) est 
infinie, il suffira de regarder inversement y comme la variable indé- 
pendante et æ comme la fonction inconnue. L’équation (41) est 
remplacée par une équation de même forme F,(x, y,x,) =0, qui, 
pour x = Lo, Y = Yo, admet une racine nulle x/= o. Si c’est une 
racine simple, on en déduit pour æ — x, un développement sui- 
vant les puissances de y — y, commençant par un terme du second 
degré au moins. Inversement, le point +, est un point critique 
algébrique pour l'intégrale qui tend vers y, lorsque |£ — zo| tend 
vers zéro (n°398). Par le point (Zo, Yo) il passe une courbe inté- 
grale dont la tangente est la droite x = x. 

Les coordonnées (£o, Vo) d’un point pour lequel l’équation (41) 
a une racine multiple satisfont à la relation 


(43) RCD y) =o; 
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obtenue en éliminant y’ entre les deux relations F = 0, ss 
dy 
L'équation (43) représente une certaine courbe (y), et pour tout 
point de cette courbe l'équation (41) admet une ou plusieurs 
racines multiples. Soient (xs, yo) les coordonnées d’un point 
ordinaire M, pris sur cette courbe algébrique; nous supposerons, 
pour rester dans le cas le plus simple possible, que l'équation 


Elwo Yo, 7 ) = 0 


admet une racine double y! ayant une valeur finie; si celte racine 
double était infinie, il suffirait de permuter x et y pour être 
ramené au cas où elle est nulle. Lorsque |£ — zo| et |y — yol 
sont très petits, l'équation (4e) admet deux racines qui diffèrent 
très peu de »',; ces deux racines ne sont pas en général des fonc- 
tions holomorphes des variables æ et y dans le domaine du 
point (Zo, Yo), Mais leur somme et leur produit sont des fonctions 
holomorphes(!), de sorte que ces deux racines de l'équation (41), 
qui tendent vers y, lorsque [x — zo| et |y — ol tendent vers 
zéro, sont aussi racines d’une équation du second degré 


(44) yY'—2P(x, y)y + Q(T, y)= v0, 


P(x, y) et Q(x, y) étant deux fonctions holomorphes dans le 
voisinage de £o, Vo. On tire de l'équation (44) 


(45) y'=P(x, y) =V P(x, y)— Q(z, y), 


et les deux racines sont égales pour tous les points de la courbe (y, ) 
qui a pour équation P? — Q = 0; cette courbe (y4) fait néces- 
sairement partie de la courbe (y) et, comme elle passe au 
point (£o, Yo), elle se confond avec (y) dans le voisinage de ce 
point. Pour étudier la courbe intégrale correspondante, nous 
supposerons qu'on a transporté l’origine au point Ms, ce qui 
revient à poser Ty = Yo = O. 

L'origine étant un point simple de la courbe (y), si l’on a choisi 
les axes de coordonnées de façon que la tangente à l’origine ne. 
soit pas laxe Oy lui-même, l'équation P?— Q = o admet une 


(1) Ces propriétés s'établissent de la même façon que les théorèmes correspon- 
dants, relatifs aux fonctions implicites d’une seule variable (n° 356). 
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racine holomorphe y = y,(x) tendant vers zéro lorsque x tend 
vers Zéro. l 

En général le coefficient angulaire de la tangente à la courbe (y) 
à l’origine est différent de la racine double y, = P (0,0) de l’équa- 


tion (45) pour æ = y = 0; admettons d’abord ce point, qui est à 
peu près évident, et sur lequel on reviendra un peu plus loin. 
Cela étant, posons dans l'équation (45) y = yı + 3; elle devient 


yı +z = P(x, yı + z) + zx, z), 


(x, z) étant une série entière en x et z. Il est clair en effet que z 
doit être en facteur sous le radical après la substitution y = y, + 3, 
puisque y, est racine de l’équation P?— Q = o. Si nous ordon- 
nons D(zr, z) suivant les puissances de z, nous avons un dévelop- 
pement de la forme 


Vo(r)+zh(r)+ zx) +..., 


Los Yi, Yo étant des fonctions régulières de æ dans le voisinage de 
l’origine. La fonction 4,(x) ne peut être nulle pour + = o, car 
le développement de z®(x, z) ne renfermerait pas de termes du 
premier degré en z, z, el par suite le développement de P? — Q 
ne renfermerait pas de terme du premier degré en x, y, contrai- 
rement à l’hypothèse. De même, si nous remplaçons y, par son 
développement dans la différence P(x, yı + 3) — y, nous avons, 
en ordonnant suivant les puissances de z, 


P(x, yı + z)— yi = %o(r)+2391(x) +..., 


la première fonction #,(x) n'étant pas nulle pour æ = o, puisque 
par hypothèse la dérivée y est différente de P(0,0) pour Plori- 
gine. L’équation (45) est donc remplacée par une équation de la 
forme 


(46) z'=go(r)+zp(r) +...+ vyz Vho(r)+zdi(r)+..., 


les fonctions #,(x) et L,(x) n'étant pas nulles pour x = o. 
i i 
Posons dans cette équation z = w?; il vient, en adoptant d’abord 
une détermination du radical qui est au second membre, 


(47) žu zx = go (L)+ Ug (z)... + uy pols) upis)... 


Le second membre est holomorphe dans le domaine du point 
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z= 0, u = 0, puisque d,(0) n’est pas nul, et ce second membre 
j , a anae Lis z 4 ) ap 
n’est pas nul pour x = 0, u = 0, puisque #,(0) n’est pas nul. Le 


ile te : du : : ; 
coefficient différentiel T est infini pour z = u = 0. L’équa- 


tion (45) admet donc une intégrale et une seule tendant vers zéro 
lorsque x tend vers zéro (n° #16) et l’origine est un point critique 
algébrique pour cette intégrale. 

L’équation proposée (44) admet donc une intégrale y = y, + u? 
tendant vers zéro lorsque x tend vers zéro; si l’on adoptait pour 
le radical la détermination opposée dans l’équation (47), cela re- 
viendrait à changer uw en — u dans cette équation, et l’on obtient 
la même fonction y, + u?. L'origine est un point critique algé- 
brique pour cette intégrale. Soient &, le terme indépendant de x 
et de u dans le développement du second membre de l’équa- 
tion (45) et bọ le coefficient de u dans ce même développement. 
En développant x suivant les puissances de ų, on trouve 


u? 2b 
ge St. :; 
ao 3a? 
inversement, on en déduit pour ų une série ordonnée suivant les 


d 
2 


puissances de x 
u = Var + x +... 
: 
et le développement de y, + u? renferme un terme en z°. L’ori- 
gine est donc un point de rebroussement pour la courbe inté- 
grale qui passe en ce point, et nous pouvons dire encore que la 
courbe (y), représentée par l'équation (43), est, EN GÉNÉRAL, 
le lieu des points de rebroussement des courbes intégrales. 

Par un point de la courbe (+) il passe donc en général une courbe 
intégrale ayant un rebroussement de première espèce en ce point, 
la tangente de rebroussement ayant pour coefficient angulaire la 
racine double y}. Si l'équation (41) est de degré supérieur à 2, il 
passe par le même point d’autres courbes intégrales, correspon- 
dant aux racines simples de l'équation F(x5, Yo, Y ) = 0, sur 
lesquelles ce point est un point ordinaire. 

La discussion est tout à fait différente lorsque, pour tout 
point (£o, Yo) de la courbe (y), la racine double correspondante y, 
de l'équation (41) est égale au coefficient angulaire de la tangente 
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à la courbe (y) en ce point. Dans ce cas, nous voyons d’abord 
que cette courbe (y) est une courbe intégrale de l'équation (41). 
De plus, c’est une intégrale qui échappe complètement au théo- 
rème fondamental de Cauchy, quel que soit le point que l’on choi- 
sisse sur cette courbe pour fixer les valeurs initiales de x et de y. 
Si l’on prend en effet le point (£o, Yo), l'équation 


rar r)= 0e 


admet deux racines tendant vers y, lorsque |z — zo| et |y — yo] 
tendent vers zéro, mais ces deux racines ne sont pas en général 
des fonctions régulières des variables v et y dans le voisinage des 
valeurs £o, Yo, et nous ne pouvons appliquer le théorème de 
Cauchy. On dit que l'intégrale ainsi obtenue est une intégrale 
singulière. La recherche des intégrales singulières n'offre théori- 
quement aucune difficulté, puisqu'il suffit évidemment d'examiner 
si la courbe représentée par l'équation (43) satisfait à l'équation 
différentielle (41), ce qui exige qu'un calcul d'élimination. H 
peut arriver que cette équation (43) représente deux courbes dis- 
unctes, dont l’une est une intégrale singulière et l’autre le lieu 
des points de rebroussement des courbes intégrales. 

Lorsque la courbe (y) est une intégrale singulière, par chaque 
point de cette courbe, il passe en général une autre courbe inté- 
grale tangente à (y). Prenons pour origine un point quelconque 
de (y); nous connaissons æ priori une intégrale y, de l’équa- 
ton (45), c’est l'intégrale singulière pour laquelle on a à la fois 


(48) Ji =P(z, yi); Prier) = Olg, 1), 


En posant comme plus haut y = y, + z, l'équation prend encore 
la forme (46), mais dans ce cas la fonction (æ) est nulle, puisque 
z = 0 doit être une intégrale de cette nouvelle équation. Les autres 
hypothèses étant conservées, la fonction Yo (<£) n'est pas nulle pour 
z= 0, et si l’on pose ensuite z = w? dans l'équation (46), on est 
conduit à une équation dont tous les termes sont divisibles par u. 
En divisant par w, il reste une équation différentielle 


(49) au'=u[p(r)+ug(z)+...]+Epbo(z) +uhi(z) +... 


à laquelle on peut appliquer le théorème général de Cauchy. La fonc- 
tion 4o (7) n'étant pas nulle pour x = o, les deux déterminations 
G.; IL. 33 
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du radical sont holomorphes pour x = 0, u = o. L'équation (49) 
admet donc deux intégrales holomorphes dans le domaine de lori- 
gine, s’annulant pour g = o, et l’on voit aisément que ces deux 
intégrales se déduisent l’une de l’autre en changeant u en — u. 
L'équation en y admet donc une autre courbe intégrale 


Y =Ji+u, 


qui est tangente à l’origine à la courbe (y). Mais il y a une diffé- 
rence essentielle entre ces deux intégrales. En effet, on peut appli- 
quer les théorèmes généraux du n° 387 à l’équation (49), et l'in- 
tégrale de cette équation qui est nulle pour x = o appartient à une 
famille d’intégrales dépendant d’une constante arbitraire. Il en est 
donc de même de l'intégrale qui est tangente à l’origine à l’inté- 
grale singulière, tandis que l'intégrale singulière est elle-même en 
général une solution isolée; on s'explique aisément ce fait, 
puisqu'on ne peut appliquer à cette intégrale les raisonnements 
qui prouvent l'existence d’une intégrale générale (n° 383), dont 
on pourrait la déduire en donnant une valeur particulière à la cons- 
tante qui y figure. 

L'intégrale singulière est donc en général l’enveloppe des autres 
courbes intégrales. Lagrange avait déjà remarqué que l'enveloppe 
des courbes représentées par l’intégrale générale d’une équation 
différentielle du premier ordre est aussi une intégrale de la même 
équation, ce qui est à peu près évident puisqu'en un point 
quelconque de la courbe enveloppe le coefficient angulaire de la 
tangente est le même pour la courbe enveloppe et pour lenve- 
loppée. On peut retrouver aussi de cette façon la règle qui permet 
de déduire l'intégrale singulière de l’équation différentielle elle- 
même. En effet, prenons d'abord un point M très voisin de l’enve- 
loppe; par ce point M passent deux courbes intégrales très 
voisines et les coefficients angulaires des tangentes à ces deux 
courbes sont eux-mêmes très peu différents. Lorsque le point M 
vient sur l'enveloppe, ces tangentes viennent se confondre à la 
limite et l'équation (41) admet une racine double en y’. (Voir 
T. I, n° 202.) 

En résumé, nous voyons que, pour une équation du premier 
ordre, il peut se présenter deux cas tout à fait distincts, suivant 
que la courbe (y) est un lieu de points de rebroussement pour 
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les courbes intégrales ou une intégrale singulière. Il est naturel de 
se demander lequel de ces deux cas doit être considéré comme le 
cas normal. Un peu d'attention suffit pour montrer que c’est le 
premier. En ellet, la courbe (y) est aussi l'enveloppe des courbes 
représentées par l’équation F(z, y, a) = o0, où a est le paramètre 
variable. Si l’équation différentielle (41) admettait une intégrale 
singulière, quel que fût le polynome F, on serait conduit à énoncer 
un résultat dont l’absurdité est manifeste, à savoir que, en chaque 
point de l'enveloppe d’une famille de courbes algébriques, le coef- 
ficient angulaire de la tangente est égal à la valeur du paramètre 
correspondant à l’enveloppée tangente en ce point. Si cette con- 
dition est vérifiée pour une famille de courbes, il suffit de changer 
le paramètre (en posant par exemple a = a' + £) pour que la con- 
dition cesse d’être vérifiée. On voit donc que, si l'on part d’une 
équation du premier ordre où les coefficients de F sont pris au 
hasard (et non d’une équation fournie par l'élimination d’une 
constante arbitraire), les cas où il existe une intégrale singulière 
doivent être considérés comme exceptionnels. Si ce résultat a pu 
jadis sembler paradoxal à quelques mathématiciens, cela tient 
sans doute à ce qu’on avait surtout étudié, jusqu'aux travaux de 
Cauchy, des équations dont l'intégrale générale se compose de 
courbes algébriques. Comme une famille de courbes algébriques 
admet en général une courbe enveloppe, il paraissait tout naturel 
d'étendre la conclusion aux courbes intégrales d’une équation 
différentielle quelconque du premier ordre; cette induction, nous 
venons de le voir, n’était pas justifiée ('). Du reste, même dans 
le cas où une famille de courbes planes dépendant d’un para- 


(') Dans la théorie des enveloppes, on suppose implicitement que dans le voi- 
sinage d’un système de solutions Zp, Vo, à des deux équations f(x, y, a) = 0, 
of ; of ; Due ME 
aTi les fonctions f et Ta sont continues ainsi que leurs dérivées partielles, 
de façon que l’on puisse appliquer aux fonctions x et y de a définies par ces 
deux équations les raisonnements que l’on applique aux fonctions implicites. 
Or, étant donnée une équation différentielle du premier ordre, nous savons bien 
qu'elle admet une infinité d’intégrales, dépendant d’une constante arbitraire, et 
représentées dans un certain domaine par une équation #(x, y, C) — 0, mais 
rien ne prouve & priori que cette fonction #(x, y, C) satisfait aux conditions 
que nous venons de rappeler. Nous pouvons mème affirmer qu'il n’en est pas 
généralement ainsi. 
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mètre variable admet une enveloppe, la méthode qui permet de 
trouver cette enveloppe donne aussi, on l’a observé (n° 201 
et 202), le lieu des points singuliers. 


425. Exemples. Remarques diverses. — 1° Prenons l'équation 
(50) J"+2xy'— y = 0. 
Les deux valeurs de y’ sont égales pour tous les points de la pa- 
rabole y + x?=— o, et la racine double est égale à — x, tandis 
que le coefficient angulaire de la tangente à la parabole est — 2x. 
Cette courbe n’est donc pas une intégrale singulière; nous allons 
vérifier que c’est le lieu des points de rebroussement des courbes 
intégrales. L’équation (50) est une équation de Lagrange ; en lui 
appliquant la méthode générale (n° 371), on trouve que les coor- 
données x et y d’un point d'une courbe intégrale s'expriment au 
moyen d’un paramètre p par les formules 


(51) ES = 2-3 F= l 


Ce sont des courbes unicursales du 4° degré; pour les valeurs du 
paramètre qui sont racines de l'équation p*+ 3C= o, on a 
T = z — o. Chacune de ces courbes a donc trois points de re- 
broussement, et l'on obtiendra le lieu de ces points en éliminant p 
et C entre les équations (51) et la relation p? = — 3C, ce qui 
donne bien la parabole y + z? = o. 

2° Reprenons l'équation d’'Euler Xy'?= Y ; les deux valeurs 
de y’ sont égales pour tout point de l’une des huit droites repré- 
sentées par équation XY = o. Ces huit droites sont des solu- 
tions singulières, et forment bien l'enveloppe des courbes repré- 
sentées par lintégrale générale. 

3° On peut employer la méthode suivante pour rechercher s’il 
existe des intégrales singulières. D’après ce que nous avons vu, 
une telle intégrale, si elle existe, satisfait aux équations 


Per") O, dy" = 0, 


; 5e RL: oP, BPO 
et par suite aussi à la relation — + — y'= 0 obtenue en diffé- 


os ` dy 
rentiant la première. Réciproquement, supposons que pour tous 
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les points d’une courbe (+) les trois équations 


(52) F(s my = 0 ne oE ATT 

La DE ot Men À DR 0x y je 

aient une solution commune en m. Le long de la courbe (y), +, y 
et m sont trois fonctions d’une seule variable vérifiant les rela- 


tions (52). On a donc entre leurs différentielles la relation 


oF oF oF 
a As T 


dy |” dx 
.d , | 
Si — n’est pas nul en tous les points de la courbe (+), on a donc 
dy i 
s ALa 7 * . 0F 
y'= m et cette courbe est une intégrale singulière (*). Si EN 


: F E "e ; š : 
on doit avoir aussi zz —0,el une vérification directe est néces- 


saire pour reconnaître si la courbe (y) est une intégrale. 
Cette remarque s'applique en particulier à l'équation de Clai- 
raut 
ERII VSI y —zy)= 0. 
En posant pour abréger u = y —xy', les trois équations qui 
doivent être compatibles sont ici 


! ANNEES of of e a of ! , of 
i ia dE UE a a AA: 


u Th 


et se réduisent à deux équations seulement. Il y a donc une inté- 
grale singulière obtenue en éliminant y’ entre ces deux relations. 
4° Considérons l'équation 
! 1 ! 
a+ ÿ—2r(z+yy') + z (z+yy P+K=o0, 
dont l'intégrale générale se compose des cercles doublement tangents à la 
conique 
z? (1— m?) +y?—+— K = 0, 


et ayant leur centre sur l’axe des v. Cette conique est une solution singu- 


(') Voir un article de M. Darboux dans le Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques, t. IV, 1873, p. 158-156. 
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lière. Mais en outre, pour tout point de l'axe des æ, les deux valeurs de y" 
deviennent infinies. Cependant cette droite n'est pas un lieu de points de 
rebroussement; par un point quelconque il passe deux courbes intégrales 
tangentes l’une à l’autre, la tangente commune étant parallèle à l'axe des y. 

5° Pour qu’une intégrale C soit une intégrale singulière, il ne suffit pas 
que pour tous les points de cette courbe l’équation (41) ait une racine 
double; il faut encore que cette racine double soit précisément le coeffi- 
cient angulaire de la tangente à C. Considérons, par exemple, les cissoïdes 
représentées par l’équation (y —2a)(x — a )— x? = o; la droite x = 0 
est le lieu des points de rebroussement de ces courbes, et c’est aussi une 
intégrale particulière obtenue en supposant a =o. Pour tout point de 
cette intégrale l’équation différentielle correspondante admet la racine 
double y’ = o, et une racine infinie. Ce n’est donc pas une intégrale singu- 
lière. 


426. Interprétation géométrique. — On peut présenter la discussion 
précédente sous une forme un peu différente, que nous indiquerons rapi- 
dement; nous continuerons à employer le langage de la géométrie, quoique 
les raisonnements s'étendent sans difficulté au domaine des variables com- 
plexes. 

On a déjà fait observer (n° 370) que l'intégration d’une équation diffé- 
rentielle du premier ordre F(x, y, y') = o revient à la détermination des 
courbes F situées sur la surface S ayant pour équation 


et telles que lon ait aussi dy — z dx = o. La projection c sur le plan 
des æy d’une courbe T de la surface S satisfaisant aux conditions précé- 
dentes est une courbe intégrale de l’équation différentielle proposée, et 
réciproquement. Nous supposerons pour la discussion que cette surface S 
n’a pas d’autres singularités que des courbes doubles suivant lesquelles se 
croisent deux nappes de la surface avec des plans tangents distincts. Au 
lieu d'étudier les courbes c du plan des zy, nous allons étudier les courbes T 
de la surface S. 

Considérons d’abord un point Mo( £o, Vo, Z0) non situé sur une courbe 
double, et où le plan tangent n’est pas parallèle à laxe des z. La tangente 
à la courbe T qui passe en M, est située dans le plan tangent en ce point 


= 
al 


t oF 170E .{0F 
(54) Aa) (TE) +070 (5) +25), = 0 


et aussi, puisque l’on doit avoir dy — z dx = o, dans le plan 


(55) Y — Yo— zo (X — To) = 0. 


122 ; oF i 
Ces deux plans sont distincts puisque Jg ) n'est pas nul, et se coupent 
aar 


par conséquent suivant une droite non parallèle à O 3. Par le point Mo 
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il passe donc une courbe F et une seule, dont la tangente n’est pas paral- 
lèle à l'axe des z; la projection c de cette courbe sur le plan des zy passe 
au point mọ projection de M, et mo est un point ordinaire pour c. Si le 
point M, appartient à une courbe double de S, le raisonnement précédent 
s'applique à chacune des deux nappes pourvu qu'aucun des plans tangents 
en M, ne soit parallèle à O z; par le point M, il passe donc deux courbes T, 
correspondant aux deux nappes de la surface S Il reste à examiner ce qui 
arrive lorsque le point M, est situé sur la courbe D de S, lieu des points 


` ; 9F 
pour lesquels on a à la fois F = 0, ne 9: Nous supposerons que cette 


courbe D n’est pas une courbe double; c’est alors le lieu des points de S 
où le plan tangent est parallèle à Oz, et Pune au moins des dérivées par- 


4 


F an ; 8 
est différente de zéro au point Mo. Les deux plans (54)et (55) 


tielles pe 
l FE 


sont alors parallèles à l'axe des z, et leur intersection est parallèle à Oz, 
à moins que ces deux plans ne se confondent, c'est-à-dire à moins que 
lon n'ait 


ER / oF oF ` 
(30) Era Zo lu 0. 


Écartons d’abord le cas où cela aurait lieu. La tangente à la courbe T 
qui passe en M, est parallèle à Oz, mais cette courbe elle-mème ne pré- 
sente aucune singularité au point Mọ. Pour nous en assurer, nous rempla- 
cerons le système des deux équations 


(5%) Fée, Y,s2)=0, dy = 3 dx, 


par le système des deux équations simultanées 


P dx dy — dz 
(58) 0 — _9F  0F JE?’ 
03 03 dx dy 


avec les conditions initiales æ = Zo, y = Yo, 3 = Zo. Les deux systèmes 
sont équivalents; on tire en effet des équations (58) la combinaison inté- 
grable dF = 0, et par suite F(x, y, 3) = F(20, Yo, 30) = 0. 

oF \ oF ` À ‘ ’ , 

Or (5 + Zo (5) n'étant pas nul par hypothèse, on tire des équa- 
To dy jo 

tions (58) des développements de z — zo et de y — yo suivant les puis- 
sances de 3—3%,, commençant par des termes du second degré au 
moins 

L — Lo = (3 — 30) +...  Y—Yo= 23 — 30)? +... 


N 


Le point Mo est donc un point ordinaire pour la courbe F qui passe en 
ce point, mais le point mọ, projection de M, sur le plan æO y,est un point 
de rebroussement (en général de première espèce) pour la courbe c, pro- 
jection de T. Ceci tient du reste à une propriété générale facile à vérifier, 
à savoir que la projection d’une courbe gauche sur un plan, parallèlement 
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à la tangente en un point M de cette courbe, a un rebroussement au 
point m, projection de M. Soit d la projection sur le plan des zy de la 
courbe D; nous retrouvons le résultat établi plus haut : la courbe d est 
le lieu des points de rebroussement des courbes intégrales c. La méthode 
précédente a l'avantage de nous montrer comment cette singularité dispa- 
rait quand on passe du plan à la surface S. 

Le résultat est tout différent lorsque la relation (56) est vérifiée en tous 
les points de la courbe D. Les deux plans (54) et (55) sont alors con- 
fondus; nous sommes dans le cas où il existe une intégrale singulière. Par 
tout point de D, il passe alors en général deux courbes F, la courbe D 
elle-même, et une seconde courbe dont la projection sur le plan des zy 
est tangente à l'intégrale singulière D. 


427. Intégrales singulières des systèmes d'équations différentielles. 
— La théorie des intégrales singulières s'étend aux systèmes d'équations 
différentielles du premier ordre et, par suite, aux équations d'ordre supé- 
rieur. Nous étudierons seulement un système de deux équations du pre- 
mier ordre (ce qui comprend le cas d’une seule équation du second ordre), 
en suivant une marche inverse de la précédente, c’est-à-dire en considé- 
rant tout d’abord un système obtenu par l'élimination des constantes (1). 

Soient 


(59) F(æ,7,s:;4,0) = 0, Pa, r.s5:8D=s 


les équations d’une famille de courbes planes ou gauches F, dépendant de 
deux paramètres arbitraires a et b; c’est ce qu'on appelle aussi une con- 
gruence de courbes. Nous pouvons supposer, pour fixer les idées, que les 
fonctions F et D sont des polynomes ; les courbes de la congruence sont 
alors algébriques. Nous allons d’abord généraliser les théorèmes établis 
pour les congruences de droites (I, n° 255). Si l'on établit entre a et b 
une relation de forme arbitraire b = o(a), on obtient une infinité de 
courbes F dépendant d’un seul paramètre variable a. En général, ces 
courbes n’admettent pas de courbe enveloppe; pour qu'il y ait une enve- 
loppe, il faut en effet que les quatre équations (59) et (60) admettent un 
système de solutions communes en +, y, z (I, 223) 


oF 0F db ob ðb db 


a nra h aa" 


0. 
L'élimination de z, y, z entre ces quatre équations conduit à une rela- 
db 


tion entre a, b et —— > 


da 


(61) nl (a, b, m)=0, 


\ 


(1) Voir mon Mémoire Sur les solutions singulières des equations differen- 
tielles simultanées (American Journal of Mathematics, Vol. XI). 
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c'est-à-dire à une équation différentielle du premier ordre. Si l’on a pris 
pour b —%(a) une intégrale de cette équation, les courbes T engendrent 
une surface X, et sont tangentes à une courbe C située sur X: nous appel- 
lerons encore cette courbe C l'aréte de rebroussement de B. Si l’équa- 


tion (61) est de degré m en > toute courbe F de la congruence appar- 


d 
da 
tient en général à m surfaces analogues à ¥ et, sur chacune de ces surfaces, 
elle touche l’arête de rebroussement correspondante en un point déter- 
miné. Il existe ainsi, sur chaque courbe F de la congruence, m points 
particuliers remarquables, qu'on appelle les points focaux. Ces points 
focaux peuvent être obtenus sans avoir intégré l’équation (61); il suffit 
en effet de résoudre les quatre équations (59) et (66) par rapport à >, y, 
db 


, À b Sur: 
Z, ——: On trouve d’abord la relation (61) qui donne M et, en élimi- 
da da 


db f : ! - 
nant s entre les deux équations (60), on a une nouvelle relation 
a 


D(F, $) 0F ðb Fəb 


(pa) D(a, b) da db 0b da 
qui, jointe aux deux équations (59) de la courbe T, permet de calculer 
les coordonnées des points focaux. 

Le lieu des points focaux est la surface focale de la congruence; on 
obtient l'équation de cette surface en éliminant a et b entre les trois rela- 
tions (59) et (62). La surface focale est aussi le lieu des arêtes de rebrous- 
sement C des surfaces X. En effet, un point quelconque de la courbe C est 
un point focal pour la courbe de la congruence qui est tangente à C en ce 
point. Il s'ensuit que toute courbe F de la congruence est tangente aux m 
nappes de la surface focale aux m points focaux correspondants, puisqu’en 
chacun de ces points elle est tangente à une courbe C située sur cette sur- 
face focale. Toutes ces propriétés offrent la plus grande analogie avec les 
propriétés des congruences de droites. En général, si les polynomes F et 
sont quelconques. les m nappes de la surface focale sont représentées par 
une équation unique, mais il peut aussi arriver que cette équation se 
décompose en plusieurs équations distinctes. Dans certains cas particuliers, 
il peut aussi se faire que quelques-unes des nappes de la surface focale se 
réduisent à des courbes; les arètes de rebroussement C correspondantes 
se réduisent alors à un point. 

Voici la conclusion que l’on peut déduire de ces propriétés relativement 
aux équations différentielles, Les courbes T sont des courbes intégrales 
d'un système d'équations différentielles que l’on obtient en éliminant les 
constantes & et b entre les équations (59) et les équations obtenues en 
différentiant 
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Soient 
(64) EM HN, 5) 0, HE M MIS S O 


le système d'équations différentielles ainsi obtenu. Les formules (59) 
représentent l'intégrale générale de ce système, puisqu'on peut disposer 
par hypothèse des constantes a et b de façon que la courbe F passe par 
un point quelconque de l’espace de coordonnées zo, Vo, Zo} Si, par ce point, 
il passe n courbes P, les équations (59) déterminent x systèmes de valeurs 
pour a et b. Les équations (63) déterminent ensuite y'et z’ et l’on voit 
que, pour le point (Zo, Yo, Zo), les équations (64) déterminent n systèmes 
de valeurs pour y’ et z'. Mais les arêtes de rebroussement G sont aussi des 
courbes intégrales des équations (64), puisqu’en un point de C les valeurs 
de z, y, Z, y', Z' sont les mêmes pour C et pour la courbe F tangente à C 
en ce point. Les équations (64) admettent donc, en dehors des courbes F, 
une infinité d’autres intégrales, non comprises dans les formules (59), et 
que l’on obtiendra en intégrant l'équation du premier ordre (61): ce sont 
des intégrales singulières du système. 

A y regarder de près, on voit que l'existence des surfaces focales n’exige 
pas en réalité que les courbes P soient algébriques. Il suffit que, dans le 
voisinage d’un système de solutions (Zo, Yo, Z0, &o, bo) des trois équations 


D(F, D) LÉ 


Le ET TES Shot il delai Bebe NE A Ste 


les fonctions implicites +, y, z des paramètres a et b, définies par ces trois 
équations, qui se réduisent à Zo, Yo, Zo pour a = ap, b = bo, soient con- 
tinues et admettent des dérivées continues dans le voisinage. Soient en 
effet 


(66) 2 = fab), fe file, 0), 3 = fala b) 


ces trois fonctions; la nappe de la surface focale qui passe par le point de 
coordonnées (Lo, Yo; 30) est représentée dans le voisinage de ce point par 
les formules (66), les paramètres æ et b ayant des valeurs voisines de & 
et de bo. Il est facile den déduire l'équation du plan tangent à la surface 
focale. En effet, lorsque le point x, y, z décrit une courbe quelconque sur 
cette surface, z, y, 3, a, b sont des fonctions d’une seule variable indé- 
pendante qui satisfont aux équations (65) et dont les différentielles véri- 
fient par conséquent les deux relations 


0E , oF a aF ~ oP oF 


PrE NN SE a + ny db = 0, 
ee Me CE Pt re RS à ôb = 0; 
07” dy OR ET GAP a 


en tenant compte de la dernière des équations (65), on peut éliminer òa 
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et òb, ce qui conduit à la nouvelle relation 


D(F, +), _ D(F, D), D(F, $) 
D(x, 6) * D(y,6) A D(s,6) 


D 
03 = 0. 


(67) 


Il suffit d'y remplacer èz, dy, ds par X — zo, Y — Yo, L — zo respective- 
ment pour avoir l'équation du plan tangent à la surface focale: on vérifie 
aisément que ce plan passe par la tangente à la courbe T. Les propriétés 
de la surface focale supposent donc seulement que l’on peut appliquer aux 
équations (65) la théorie des fonctions implicites, et en particulier que les 
fonctions F, $ sont continues ainsi que leurs dérivées partielles dans le 
voisinage d’un système de solutions ro, Yo, Zo, Ao, Oo. Il en est bien ainsi 
lorsque F et ẹ sont des polynomes, mais il est clair qu'il en est de même 
pour beaucoup d’autres fonctions. Remarquons aussi que, si les courbes F 
ont des points singuliers, le lieu de ces points singuliers fait partie de la 
surface focale. On le démontre comme la proposition analogue relative 
aux courbes planes (I, n° 201). 

Examinons maintenant la question d’un point de vue opposé. Étant 
donné un système de deux équations différentielles du premier ordre, tel 
que le système (64), proposons-nous de reconnaitre si ce système admet 
des intégrales singulières ; nous supposerons que f et f, sont des polynomes 
Soit Mo un point quelconque de l’espace de coordonnées (£o. Yo, Zo); 
quand on remplace æ, y, 3 par Zo, Yo, Zo respectivement dans les équa- 
tions (64), elles admettent en général un certain nombre de systèmes de 
solutions. Soit y, 44 un de ces systèmes; nous admettrons d’abord que, 
D(f, #1) 
D(y 3) 
équations (64), on tire alors pour y’ et 3’ des fonctions régulières dans le 
domaine du point (Zo, Yo, 30), 


pour ce système de solutions, le jacobien n’est pas nul. Des 


y =Y tH altr — Toi)... z'= 39+ u (T — ti) +... 
qui se réduisent à y, et z, respectivement pour + = Zo, Y = Yo. 3 = Z0. 
Les équations (64) admettent donc une courbe intégrale passant au 
point M, et tangente à la droite qui a pour équations Y — yo = yo (X — x0), 
L—:—=323,(X — xo), et de plus (n° 387) cette courbe fait partie d’une 
famille d'intégrales dépendant de deux paramètres arbitraires. [I] n’en est 
D(F, $4) 
D( Yo, 20) 
coordonnées (Zo, Yo, 30) vérifient la relation 


plus de même si l’on a = 0; ceci ne peut avoir lieu que si les 


(68) RS r:41=0, 


obtenue en éliminant y’ et z' entre les trois équations 


(69) f =o, 


www.rcin.org.pl 


524 CHAPITRE XXI. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES NON LINÉAIRES. 


Cette équation (68) représente une surface S, et, d’après ce que nous 
venons de voir, toute courbe intégrale, qui n’est pas située sur la sur- 
face S, ne peut être une intégrale singulière. 

Si le point M, est sur la surface S, les trois Le qu (69) ont pour ce 
point un système de solutions communes, P Yo» 2 = z. Lorsque la 
droite D représentée par les équations 

X— z _Y—Y0 _Z— zzo - 

du Nr E T 

n’est pas tangente à S (ce qui est le cas général), il y a bien une courbe 
intégrale passant au point M, et tangente à la droite D, et l’on a démontré 
que le point M, est en général un point de rebroussement de cette courbe. 
Ce qui est essentiel pour nous, c’est que cette intégrale ne peut être sur 
la surface, puisque sa tangente n’est pas dans le plan tangent. Pour qu'il 
y ait des intégrales singulières, il faut donc qu’en chaque point de S la 
droite D correspondante soit située dans le plan tangent à la surface. Cette 
condition est suffisante, car par chaque point de S il passe alors une 
courbe située sur cette surface et tangente à la droite D. Ces courbes sont 
déterminées par une équation différentielle du premier ordre, et ce sont 
bien des intégrales singulières, car en chacun de leurs points les valeurs 
de y’ et de z' forment un système multiple de solutions des équations (64). 


Exemples. — 1° Considérons le système d'équations simultanées 
(71) Pey = 0, a?32= g? y?—1. 


Les deux valeurs de z’ sont égales pour tous les points du cylindre 
x? + y?—1= 0, et la direction correspondante à cette racine double est 
la perpendiculaire abaissée du point (x, y) sur laxe des z. Cette direc- 
tion n'étant pas située dans le plan tangent au cylindre, il ne peut y avoir 
d’intégrales singulières. On vérifie aisément sur cet exemple que le 
cylindre est le lieu des points de rebroussement des courbes intégrales, 
car l'intégrale générale du système (71) est représentée par les formules 


AS GiT z= \Vz?+ yi—1— are tang Wa? + y?— I+ C. 
2° Tout système d'équations différentielles de la forme 
(72) F( y = 2y a — La, y 3 ) = 0; P(y—xY,3—-x3,7y,3)=0, 


qui peut être considéré comme généralisant l'équation de Clairaut, s'in- 
tègre aisément en observant que l’on déduit des relations précédentes 


T E ,. ./èF oF \ , 

D~ ere 2) sisi 
EE er (Z-z ew 
dy" a) dz' ap) Mir 


oùu—=y—xy,v = 3—2x3.0On peut satisfaire à ces dernières équations 
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en prenant y"= 0, z"= 0, ou en supposant que l’on a 


oF oF \ /o OL ` oF dF \ / db op 
oy du / \ ðZ dy \ 03 de oy ou 


Dans la première hypothèse, y’ et 3’ sont des constantes a et b, et l'on 
voit ainsi que les courbes qui forment l'intégrale générale sont Les droites 
de la congruence, représentée par les deux équations 


F(y—ax,z—bxr,a,b)=0o, b(y—ax,z2—bzxr,a,b)=o. 


Il y a aussi des intégrales singulières, puisque les droites de la con- 
gruence sont tangentes aux deux nappes d’une surface focale; ces inté- 
grales singulières sont les arêtes de rebroussement des développables de 
la congruence, et s’obriennent par l'intégration d’une équation différen- 
tielle du premier ordre. On obtiendra l'équation de la surface focale en 
éliminant y’ et 3’ entre les relations (72) et (33). 


EXERCICES. 


1. Examiner si les équations différentielles suivantes admettent des solu- 
tions singulières 
, / x3 a xt 
2+ (£+ — | y'— (i4 — — =0 
yY ( +T)r E 5 
[ SERRET ]. 
gy y — Jy + aix = 0, 
[ ScaLômiLcu |. 
Fas yyy +47 Vy=0, 
[ Boore]. 
(zy'—y}—-2xy(+y?)= o, 
[ Hoüer.. | 
2gy (1 y?) — (ry'+ y} = 0. 
[ Morcno. ] 


2. L’équation H(z, y) = 0, obtenue en éliminant y’ entre les deux 
do : =: S n Enia > 
Fi a y? = 0, représente le lieu des points 
d'inflexion des courbes intégrales. 

En déduire le théorème du n° 424, sur le lieu des points de rebrousse- 
ment des courbes intégrales, au moyen d’une transformation par polaires 
réciproques. 


relations F(x, y, y')=0, 


[DarBoux. Bulletin des Sciences Mathématiques, t. IV ; 1873.] 


3. Déterminer les intégrales singulières du système d'équations différen- 


veika 
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tielles 
K= Ey +2, z= 3g y [ Serger. ] 
4. Examiner si équation différentielle du second ordre 
ə "> ' gr " t3 ! 
(1+2)Y?—|122Y + VEPIFTY y ="0 
\ > 
admet des intégrales singulières, et trouver ces intégrales. 
[ LAGRANGE. | 
[On remplace cette équation par un système de deux équations du 
premier ordre |. 


3". Étant donnée une équation différentielle du second ordre 


F(zmyr,»')= 0, 
HT i r : j oF f 
en éliminant y” entre cette équation et la relation —, = o, on obtient une 
“v q y" ? 


équation différentielle du premier ordre P(x, y, y') =0, dont les inté- 
grales possèdent en général la propriété suivante : Par chaque point M 
d’une de ces courbes intégrales C, il passe une courbe intégrale de l’'équa- 
tion F = o, ayant un rebroussement de seconde espèce en M et la tangente 
en ce point à la courbe C pour tangente de rebroussement. 


[American Journal of Mathematics. Vol. XI, p. 364.] 


6. Établir les propriétés de eï, en partant de l'intégrale générale de 


dy 


Fe ; T s dx ! DE 
l'équation différentielle = + 6 MIS SMS la forme algébrique 
TY = GA 

Même question pour la fonction tangæ, en cherchant d’abord l'intégrale 
générale sous forme algébrique de l'équation différentielle 


dx G: dy 
1+ r? ry? 


7T. Soit y' = R(x, y), où R(x, y) est une fonction rationnelle de y 
dont les coefficients sont des fonctions analytiques de x, une équation diffé- 
rentielle du premier ordre admettant une intégrale générale de la forme 


olL) V+ (Tr) +... + pa(æ) 
polr y + br) +... + Va(z) 


(1) = Elay): 


Démontrer que cette équation peut se ramener à une équation de Riccati 
par une substitution de la forme u = Ri(æ, y), R; étant une fonction ra- 
tionnelle de y. [ PAINLEVÉ.] 


R. On remarque que l'équation (1) peut s'écrire 
ye + (Air) + Bi(z)u] yri +...+ [An (2) + Bai(r)u]y+u=o, 
A Pn— CYn, 
o— Cpo 


i 


tandis que les fonctions A;, B; sont déterminées. 


et l’on démontre que w satisfait à une équation de Riccati 


mam 
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CHAPITRE XXII. 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


Dans ce Chapitre, consacré à la théorie des équations aux dé- 
rivées partielles, on a surtout en vue de ramener l'intégration 
d’une équation aux dérivées partielles à l'intégration d’un système 
d'équations différentielles ordinaires. Quoique cette réduction ne 
puisse être, dans bien des cas, d'aucune utilité pratique, elle n’en 
offre pas moins un grand intérêt théorique, car elle permet de 
se rendre compte du degré de difficulté du problème. Bien que 
tous les raisonnements n’exigent pas que les intégrales considé- 
rées soient analytiques, c'est à celles-là que nous nous limiterons, 
à moins de mention expresse. 


I. — ÉQUATIONS LINÉAIRES DU PREMIER ORDRE. 


428. Méthode générale. — Nous avons déjà vu que l’intégra- 
tion de l’équation homogène 

of nma 

To 


(1) nt "Del ut 


à 
n m = 0, 
où X,, X:, ..., Xh sont des fonctions de Li, Za, ..+, Æn, et l’in- 
tégration du système d'équations différentielles 
dx dT dTn 
2 `; = = A E —= 
£5} > Tu > ‘a 


sont deux problèmes équivalents (n° 392). Si fi, fa, -o -yfr 
sont (n — 1) intégrales premières distinctes du système (2), Pin- 
tégrale générale de l'équation (1) est une fonction arbitraire 


P( fi, a SORT ET 


de ces (n — 1) intégrales. 


WwWw.rcin.org.pl 


528 CHAPITRE XXII. — ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


On peut obtenir comme il suit l'intégrale satisfaisant à la con- 


dition de Cauchy. Supposons les coefficients X; holomorphes dans 


0 


”, le 


remier coefficient (X,), n'étant pas nul. L’équation (1) étant 
P P q 


le domaine d’un système particulier de valeurs æx°, æ°, ... £ 
y p 19? 2 


of i E N 
résolue par rapport à Ia on peut lui appliquer le théorème 


général (n° 386); il existe donc une intégrale holomorphe dans le 
domaine considéré, se réduisant, pour x, = x, à une fonction 
holomorphe donnée G(£ə, £3, ..., Zn) des (n — 1) variables 
Zə, + .-, Zn. Pour obtenir cette intégrale, écrivons le système (2) 


sous la forme 
(3 dz, _ X, dän _ Xn. 
) dx; FN X, f á dx; ES 1 s 


les seconds membres étant holomorphes dans le voisinage du 


0 
1? 


grales holomorphes se réduisant pour z; =æ? à des valeurs 


système de valeurs xf, £$, ..., Zp, il existe un système d’inté- 
données C2, C3, «.., Cn pourvu que les modules |C;— x} | soient 
inférieurs à une certaine limite, et ces intégrales sont des fonc- 
tions holomorphes de x, et des paramètres C3, C3, ..., Cn 
(n° 387), qui sont représentées par des développements de la 
forme 


(4) si = Cr+ (z1 = al) P(T Ce, Os, ++) On), EE TE T A 


En résolvant ces (n — 1) équations par rapport aux C;, on obtient 
un système de (n — 1) intégrales premières des équations (2), re- 
présentées par des développements 


(5). Cm (mi 2t)Qi(mi, fr s» Fn) (Es, ie, RD 


les Q; étant des fonctions holomorphes. Il est clair que la fonc- 
tion ọ(C2, Cs, ..., Cn) de ces (n — 1) intégrales premières est 
holomorphe dans le domaine du point (xŸ, ..., æÿ), et se réduit 
Aol Lay Las +.) En) pOUr Mix). 

Considérons maintenant une équation linéaire quelconque 


0 03 
(6) FN 22 TON CE APRES ce 


EPA “OTz T o 


où P,, P3, ..., P,, R peuvent dépendre à la fois des variables 
indépendantes Z4, Zz, ..., Zn, et de la fonction inconnue z. On 
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ramène cette équation à la forme (1) au moyen d’nn artifice très 
souvent employé dans l’étude des équations aux dérivées partielles. 
Aù lieu de chercher à obtenir directement la fonction inconnue z, 
on cherche à la définir par une équation non résolue 


(7) Vs, Mi, Bas er -3 Mi) = 0; 


la fonction V des (n + 1) variables z, £1, £2, ..., æ, étant main- 
tenant la fonction inconnue. De cette relation on déduit en diffé- 


renUant 
oV oV dz oV oV os 
' = 0 Al e mes = 
< i On 03 07, 


dz) 03 dr: 


dz dz 
et en remplaçant goorn 


par les valeurs tirées des rela- 
OT; OT » 


tions précédentes dans l'équation (6), elle devient 
(8) P= Pas se AR n: 


La nouvelle équation est de la forme (1), et son intégration est 
équivalente à celle du système 


(9) T SA 


nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : Si t, 
Us, ++., Un Sont n intégrales premières distinctes du sys- 
tème (9), toute fonction z des n variables x, £3, . ., Zn, 
définie par une relation de la forme 


(10) PU, ais: Une 0, 
où ® désigne une fonction arbitraire de u,, Us, ..-, Un, eSt une 
intégrale de l'équation (6). . 


On ne peut en conclure que l’on obtient ainsi toutes les inté- 
grales de l'équation (6). En effet, pour que la fonction implicite 
définie par la relation (3) soit une intégrale, il n’est pas nécessaire 
que l’on ait identiquement F(V)— 0; il suffit que la condition 
F(V)= o soit une conséquence de l'équation V =o. Si, par 
exemple, l’on prend pour V une intégrale d’une équation de la 
forme P(V)=KEV, K désignant un facteur constant différent de 
zéro, la relation V =o définit bien une intégrale de l’équation (6). 
Il y a donc lieu d'examiner si la relation (10) peut donner toutes 

G.T, 34 
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les intégrales de équation proposée. Pour établir qu’il en est bien 
ainsi, sauf dans des cas exceptionnels qui seront précisés, imagi- 
nons que dans les n fonctions U, Us, ..., Un, On remplace z par 
une intégrale de l'équation (6); les résultats obtenus sont des 
fonctions U,, U3, ..., Un des n variables x,, £2, ...,æn. Si nous 
démontrons que le jacobien de ces n fonctions est identiquement 
nul, il sera prouvé par là même que l’on a une relation 


YU, cr Ur) = 0, 


et par suite que l'intégrale considérée satisfait à une relation de 
la forme (10), où la fonction arbitraire ® aurait été remplacée 
par 4. Calculoas ce jacobien 


du; p ðu, du: du; du; ðu, | 
OT, Pi Jz 0x: i AET DÉN Otn Pr Jz | 
Nat HR robes en MR dass : Hai 
Pi O£; 
Oun 5 dun du» + OU» 
ðr Pi 3z OT y Pr gz | 


le développement de ce déterminant donne, en tenant compte des 
déterminants partiels qui ont deux colonnes identiques, 


in 


DÉS Ur, 0e Un) D(t, Hy . ss, Un) 
II E A Dia —————_———]—]—]—]—]—]—]—]— "——"——"" — 
(11) EATA 


«s Di—1, Z, Lits c++, Tn) 


Mais ui, Us, ..., Un étant n intégrales premières du système (9), 
on à 


du; du; du, du; À 
e e LPa t Pa +R— =0 C a a A) 
l'or: Te or, FE dou ) 


et l’on en tire, d’après la théorie des équations linéaires et homo- 


gènes, 
2 | 
12 — = IN, (= a, n) 
(12) itry lisia Un) DEui Mes een Un) ? 
DT, Dos. Ln) Di, és Mas y eiir eo) Tin) 


M étant une fonction de #4, Z2, +.., Zn, Z, que l’on peut toujours 
calculer quand on connaît les intégrales premières 44, U2, ...;, Un. 
Ea portant les valeurs des déterminants déduites des équations (12) 
dans la relation (11) il vient 


(12 bis) M å = R —- P;p;— Papo —....— Pypn. 
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Si z est une intégrale de l’équation (6), le second membre est 
nul, et par suite cette intégrale satisfait à l’une des deux condi- 
tions A = 0, ou M = o. Dans le premier cas, comme nous venons 
de le démontrer, cette intégrale est définie par une relation de la 
forme (10). Quant à la relation M = o, elle ne peut définir qu’une 
ou plusieurs fonctions implicites parfaitement déterminées. On 
voit donc qu'en dehors de certaines intégrales exceptionnelles, 
ne dépendant d'aucune constante arbitraire, toutes les intégrales 
de l'équation (6) satisfont à une relation de la forme (10). Nous 
dirons désormais que la relation (10) représente l'intégrale géné- 
rale de l’équation (6). 


Pour voir si une intégrale peut satisfaire à la relation M = o, considérons 
un point quelconque de cette intégrale (x9, £3. ..., æÿ, 30) et supposons 
que tous les coefficients Pi, P3, ..., P,, R sont holomorphes dans le voi- 
sinage de ce système de valeurs sans être nuls à la fois pour x; = £}, z = Zo. 
Admettons par exemple que P, n’est pas nul pour ce système de valeurs. 


à : 0 i 
On peut alors résoudre l'équation (8) par rapport à Jz, €t en appliquant 
1 


les théorèmes de Cauchy (n° 386), on voit que l’on peut prendre pour u, 
Uz, ..., Un, des fonctions holomorphes dans le domaine de ce système de 
valeurs. Or l’une des équations (12) peut s’écrire 


OL Han © Un). 


== M 
P : D(z, To, ss ER) 


le déterminant qui est au second membre étant holomorphe, et P, n'étant 
pas nul pour g; = x}. 3 = Zo, il s'ensuit que ce système de valeurs ne peut 
annuler M, Comme le point (x$, ...,æ}, 3) est un point quelconque de 
l'intégrale considérée, on voit qu’il ne peut exister d’intégrale satisfaisant 
à la relation M = o que dans les deux cas suivants : 

1° Il existe une fonction V (Zi; Ze, ..., Zn, 2) telle que tout système de 
valeurs des variables æ;, 3, annulant la fonction V, annule aussi P4, P,... ra 
P, et R. Tous ces coefficients sont alors divisibles par un même facteur 
et il est clair qu’en égalant ce facteur à zéro, l’on obtient une intégrale. 
Ce cas banal n'offre pas d'intérêt. 

2” Le raisonnement serait encore en défaut si l'intégrale définie par la 
relation V = o était telle que, dans le voisinage de tout système de valeurs 
satisfaisant à cette relation, quelques-uns des coefficients P;, R cessent 
d'être holomorphes. Ce cas peut en effet se présenter, comme on léta- 
blira un peu plus loin. 


429. Interprétation géométrique. — La méthode générale qui 
précède est susceptible d’une interprétation géométrique simple 
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dans le cas de l’équation à trois variables, que nous écrirons, avec 


les notations habituelles, 


3 pA _ 93 __ oz 
(13) Pp+Qq =R, T 1 = 7y’ 


P, Q, R étant des fonctions des trois variables x, y, 3. Soit S une 
surface intégrale quelconque; l'équation du plan tangent à cette 
surface étant 

Z—z=p(X—zx)+q4(Y—y), 
la relation (13) exprime que ce plan tangent passe par la droite D 
représentée par les équations 


r X— x Y—y Z—z 
(14) Ee anra AET. In | 


) 
€ 


de sorte que le problème de l'intégration de cette équation (15 
PP 5 q 
peut être posé de la façon suivante, si l’on emploie le langage 


géométrique : 


A chaque point M de l'espace, de coordonnées (x, y, 3), on 
fait correspondre une droite D issue de ce point, représentée 
par les équations (14). Déterminer une surface S telle que le 
plan tangent à cette surface S en chacun de ses points passe 
par la droite D relative à ce point. 


Si Pon connaît toutes les surfaces jouissant de cette propriété, 
on a par là même l'intégrale générale de l'équation linéaire. Les 
trois fonctions P, Q, R déterminent la loi suivant laquelle la 
droite D se déplace quand on fait varier le point M; ces trois fonc- 
tions sont le plus souvent des fonctions analytiques de x, y, 3, 
mais il suffit pour le raisonnement qu’elles vérifient les conditions 
énoncées dans l’étude des équations différentielles (n” 388 et suiv.). 

L'énoncé précédent nous conduit à chercher les courbes P qui, 
en chacun de leurs points, sont tangentes à la droite D corres- 
pondante; nous les appellerons courbes caractéristiques. Nous 
allons montrer d’abord que toute surface intégrale est engen- 
drée par des courbes caractéristiques. Considérons en effet une 
telle surface S; en chaque point M de cette surface, la droite D 
correspondante est située dans le plan tangent. Nous pouvons donc 
nous proposer de déterminer les courbes de cette surface qui, en 
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chacun de leurs points, sont tangentes à la droite D correspon- 
dante. Ces courbes s'obtiendront par l'intégration d’une équation 
différentielle du premier ordre (n° 378); par chaque point de S il 
passe donc en général une courbe et une seule, située tout entière 
sur cette surface, et jouissant de la propriété énoncée. Il est clair 
que ces courbes sont des caractéristiques, ce qui démontre la pro- 
posilion. La réciproque est à peu près évidente : si une surface 
est un lieu de caractéristiques, le plan tangent en un point quel- 
conque de cette surface contient la tangente à la caractéristique 
siluée sur la surface qui passe par ce point, c’est-à-dire la droite D. 
Le problème proposé est donc ramené à la détermination des 
courbes caractéristiques. 

Les équations différentielles de ces courbes sont, d’après leur 
définition même, 


(15) — = — = 


par chaque point de l’espace il passe donc en général une carac- 
téristique et une seule, tangente à la droite D correspondante. 
Supposons que l’on ait intégré ces équations (15) et soient 


u(æ, Y,3),, v(æ, y, 5) 


deux intégrales premières distinctes de ce système; l'intégrale 
générale est représentée par les formules 


(16) UT VS EVENE, v(æ,#,s) = #6, 


a el b étant deux constantes arbitraires. Les caractéristiques, qui 
dépendent de deux paramètres, forment donc une congruence. 
Pour obtenir une surface engendrée par les courbes de cette con- 
gruence, on doit établir entre les deux paramètres a et b une re- 
lation de forme arbitraire, soit o(a, b) = o, et la surface intégrale 
correspondante a pour équation &(u, v)= o0. C'est bien le ré- 
sultat que fournit la méthode générale du paragraphe précédent, 
car ų et 6 sont ici deux intégrales distinctes de l'équation 


ou ou du 
P — + Q — + R — =o. 
dr oy 03 
Exemples. — 1° Soit équation pr + qy = mz. Les équations diffé- 
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rentielles des caractéristiques 


dx _ dy _ dz 


æ y mz 
admettent les deux intégrales premières Č = a, — = b, et l'équation 
T xn 


générale des surfaces intégrales est 3 = amg (Z) . Si m = 1, les caracté- 
WANT 


ristiques sont des droites passant par l'origine, et les surfaces intégrales 
sont des cônes ayant leur sommet à l’origine. Si m = o, les caractéristiques 
sont des droites parallèles au- plan des æy et rencontrant laxe Oz; les 
surfaces intégrales sont des surfaces conoïdes. 


2° Soit l'équation py — q x —0. On aperçoit de suite deux combinai- 
sons intégrables pour les équations différentielles des caractéristiques 


dx dy dz 


y — T o 
et deux intégrales premières 3 = a, z?+ y? = b. Si les axes de coor- 
données sont rectangulaires, les caractéristiques sont des cercles ayant 
leur centre sur l'aye O3 et situés dans un plan parallèle au plan des gy. 
Les surfaces intégrales sont des surfaces de révolution autour de Oz. 


3° Trajectoires orthogonales. — Soit 
(17) E2 j2) = G 


l'équation d’une famille de surfaces X, dépendant d’un paramètre arbi- 
traire C, de telie façon que par tout point de l’espace (ou tout au moins 
d’une portion de l’espace) il passe une de ces surfaces et une seule. Pro- 
posons-nous de trouver une autre surface S, représentée par l'équation 


z= p(x, ÿ), 


qui coupe orthogonalement en chacun de ces points la surface X passant 
par ce point. Les paramètres directeurs des normales aux deux surfaces 


étant respectivement es AS ái our Z et — ı pour $, la condition 
0 e jem , Pe Z a 
l š 0x’ dy dz poy B24: P R 


d’orthogonalité conduit à l'équation linéaire 
18 — +q —— —=0. 
#3 P ĝm 77 03 


Les courbes caractéristiques, dont les équations différentielles sont 
dx dy dz 


I —— = —— = — 
(19) OF — 0F a 
dx oy oz 
sont des courbes qui, en chacun de leurs points, admettent pour tangente 
la normale à la surface E passant par ce point. 


www.rcin.org.pl 


f ÉQUATIONS LINÉAIRES DU PREMIER ORDRE. 535 


Supposons par exemple que lon ait F(x, y, 3) = 3 f(x, y), la fonc- 
tion f(x, y ) étant homogène et de degré m. Les équations différentielles 
des caractéristiques sont ici 


dx dy zdz 
= Et corne 
Jo Te T; 
: = 1 a 
en tenant compte de la relation d’Euler, on a la combinaison intégrable 
x dx + y dy — mz dz = o, 


d'où l’on tire l'intégrale première z? + y?— mz? = a. D'autre part, 2 
est une fonction homogène et de degré zéro des variables +, y; on aura 
donc une nouvelle intégrale première par une quadrature (n° 365). 

4° Il est quelquefois possible de déterminer les courbes caractéristiques 
sans aucun calcul, d’après leur définition géométrique. Soit, par exemple, 
à déterminer les surfaces S telles que le plan tangent en un point quel- 
conque M de l'une de ces surfaces rencontre une droite fixe A en un 
point T également distant du point M et d’un point fixe O de la droite A. 
Soit M un point de l’espace; il existe sur la droite A un point T, et un seul, 
tel que TO = TM, et ce point est à l’intersection de A avec le plan mené 
perpendiculairement au segment OM en son milieu. Soit D la droite passant 
par les deux points M et T; le plan tangent à toute surface répondant à 
l'énoncé passant au point M contient donc cette droite D, et par suite ces 
surfaces s’obtiennent par l'intégration d’une équation linéaire. Les tan- 
gentes aux courbes caractéristiques rencontrant toutes la droite A, ces 
courbes sont donc des courbes planes, situées dans des plans passant par A. 
Les caractéristiques situées dans un de ces plans sont les courbes inté- 
grales d'une équation différentielle du premier ordre, et l’on voit aisément, 
d'après la propriété qui les définit, que ce sont des cercles tangents en O à 
la droite A. Les surfaces cherchées sont donc engendrées par des cercles 
tangents en O à la droite A. 


On peut disposer de la fonction arbitraire (u, v) de façon que 
la surface intégrale passe par une courbe donnée T; on obtiendra 
cette surface en prenant le lieu des caractéristiques passant par les 
différents points de cette courbe. Si F est représentée par le sys- 
tème de deux équations 


(20) Pig, yy 3)= 0, B,(7,Y,3)=0, 


tout revient à rechercher la relation qu'il faut établir entre les 
deux paramètres a et b pour qu’une caractéristique rencontre la 
courbe I. Il est clair qu'on obtiendra cette relation en éliminant z, 
Y, Z entre les deux équations (20) et les équations u = à, + = b 
de la caractéristique. Le problème n’admet qu'une solution, à moins 
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que la courbe P ne soit elle-même une caractéristique. Dans ce 
cas singulier, il suffit, pour avoir une surface intégrale passant 
par T, de considérer la surface engendrée par une famille de 
caractéristiques, dépendant d’un paramètre arbitraire, et dont fait 
partie la courbe T. 


430. Congruences caractéristiques. — À toute équation linéaire 
de la forme (13) correspond une congruence caractéristique 
formée par les courbes caractéristiques de cette équation. Inver- 
sement toute congruence de courbes, c’est-à-dire toute famille de 
courbes dépendant de deux paramètres arbitraires a et b, est la 
congruence caractéristique d’une équation de la forme (13) (+). 
Supposons en effet les équations qui définissent cette congruence 
résolues par rapport aux deux paramètres 4& et b, 


(TS, yZ) = 4, EA E EA 


toute surface S, engendrée par les courbes de cette congruence 
associées suivant une loi arbitraire, est représentée par une équa- 
tion telle que ¢ = z(u), et l’on en déduit, en prenant les dérivées 
partielles par rapport à x et à y, 


de de PQ PS du du \ o de A fe Os à 
+ = T'( (a ta Th + — q= (u + )- 


L'élimination de 7'(u) conduit à une équation linéaire 


D(u, +) LP D(u, v) ig D(u, 0) 
Di, y)” Diz, z) 7 D(x, y) 


dont la congruence donnée est évidemment la congruence carac- 
téristique. 

Considérons maintenant le cas général d’une congruence définie 
par deux équations de forme quelconque 


(21) U(&,,. 564, b)=6, N(æ,ÿ,2,:4, 61=0. 


Si l’on établit entre les deux paramètres a et b une relation de 
forme arbitraire © (a, b) = o, on aura l’équation d’une surface S 
engendrée par les courbes F de la congruence en éliminant a et b 


(1) Nous supposons en outre que par un point quelconque de l’espace (ou d’une 
portion de l’espace) il passe une de ces courbes, ce qui n'aurait pas lieu si elles 
étaient situées sur une même surface. 
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entre les équations (21) et la relation o = o., Toutes ces surfaces 
satisfont encore, quelle que soit la fonction $, à une même équa- 
tion aux dérivées partielles du premier ordre. Pour obtenir cette 


équation, on peut procéder comme il suit. Les trois équations 
(2) Ueo, V = 0. ola, b0) = 0; 


définissent trois fonctions implicites 3, a, b, des variables indé- 
pendantes z et y, et, la dernière ne renfermant que a et b, on a 
par conséquent 

D(a. d) 


(23) E 
D(x, y) 


= VU. 

D'autre part, si l’on différentie les deux premières équations (22) 
par rapport à z et à y, on peut déduire des relations obtenues les 
da ðb da ðb 
dx dr’ dy dy 
en remplaçant ces dérivées par leurs valeurs dans le détermi- 


expressions de au moven de x, y, 3, p, q, a, b, et, 


nant (23), on arrive à une nouvelle relation 
PE YZ, Pig d, ONE 0. 


Il n'y aura plus qu’à éliminer a et b entre cette relation et les 
deux relations (21) pour parvenir à une équation ne renfermant 


que x, y, 5, p, q 


(24) Ew Prt Pig) =0; 


et qui s'applique à toutes les surfaces engendrées par les courbes 
de la congruence. Il serait aisé de vérifier, d’après la façon même 
dont cette équation a élé obtenue, qu’elle se décompose en un 
système d'équations linéaires en p et g; mais cela résulte aussi 
de sa signification. Supposons, pour fixer les idées, que par un 
point M de l’espace il passe m courbes de la congruence, et soient 
D, + Dles M tangentes à ces courbes au point M. Toute 
surface engendrée par les courbes de la congruence et passant au 
point M doit contenir une des m courbes de cette congruence qui 
passent au point M, et par conséquent le plan tangent au point M 
doit passer par une des droites D,, D,, ..., Dm. Soient P Oh; 
les paramètres directeurs de la droite D;. Toute surface engendrée 
par les courbes de la congruence doit donc satistaire à l’une des m 
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équations 
(25) E;= P;p + Q:q — R: = 0, Pt 2y se wh Ms 


et le premier membre de l'équation (24) est identique à un facteur 
près, indépendant de p et de q, au produit des m facteurs li- 
néaires E,, E2, ..., Em. Remarquons d’ailleurs qu’il sera impos- 
sible en général de séparer analytiquement ces m facteurs. 
Certains problèmes de géométrie peuvent également conduire à 
des équations aux dérivées partielles du premier ordre qui se dé- 
composent en un produit de facteurs linéaires. Reprenons, par 
exemple, le problème des trajectoires orthogonales, en considé- 
rant une famille de surfaces, dont équation F(z, y, 3, G) = 0 
renferme le paramètre arbitraire C au degré m. Pour obtenir 
l'équation aux dérivées partielles des surfaces qui les coupent 
orthogonalement, il faut encore éliminer C entre la relation F = o 


et la condition 
OF 0F ə 
P 9x 71 ay d3 5 


Par un point M de l’espace il passe, par hypothèse, m surfaces 
de la famille considérée; soient D,, D, ..., Dm les normales à 
ces m surfaces. Le plan tangent à une surface orthogonale passant 
en M doit renfermer une de ces droites; léquation aux dérivées 
partielles se décompose donc en un système de m équations 
linéaires en p et q. 

Inversement toute équation de cette espèce fait correspondre 
à chaque point de l’espace m droites D,, D2, ..., Dm, et elle 
exprime que le plan tangent à une surface intégrale renferme une 
de ces droites. Si nous appelons caractéristique toute courbe 
telle qu’en chacun de ses points elle soit tangente à l’une des m 
droites correspondantes, les raisonnements qui ont été employés 
plus haut montrent encore que toute surface intégrale est un lieu 
de caractéristiques. Pour obtenir les équations différentielles de 
ces courbes, il n’est pas nécessaire d’effectuer la décomposition 
du premier membre de léquation en facteurs linéaires. En effet, 
en exprimant que ce premier membre est divisible par le facteur 
Pp + Qq — R, on arrive à des équations de condition homogènes 
en P, Q, R, qui, pour chaque point (x, y, z), fournissent m sys- 
tèmes de valeurs pour les rapports mutuels de ces coefficients. En 
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remplaçant dans ces conditions P, Q, R par les quantités propor- 
tionnelles dx, dy, dz, on obtient les équations différentielles des 
caractéristiques, et l’intégration de l’équation aux dérivées par- 
telles est encore ramenée à l’intégration d’un système d'équations 
différentielles ordinaires. 


La théorie précédente explique très simplement comment une équation 
linéaire (13) peut avoir des intégrales qui ne sont pas comprises dans l’in- 
tégrale générale. Considérons une équation aux dérivées partielles 


(26) FT, Ps ge 


dont le premier membre est le produit d’un certain nombre de facteurs 
linéaires en p et q, non analytiquement distincts, et soient 


E -dy daj syi a AE AN 
(27) (ey s D E) =o Fer A AN a ai 


les équations différentielles des caractéristiques de ce système. 

Les courbes, qui représentent l'intégrale générale de ce système, forment 
une congruence, qui est la congruence caractéristique de l’équation (26), 
et l'intégrale générale se compose des surfaces engendrées par les courbes 
de cette congruence associées suivant une loi arbitraire. 

Mais il peut se faire que les équations (27) admettent des intégrales 
singulières; c'est ce qui aura lieu si la congruence caractéristique admet 
une surface focale (X). 

Par chaque point de cette surface il passe alors une courbe de la con- 
gruence caractéristique tangente à cette surface; le plan tangent à (X) 
contient donc une des droites D; relative au point de contact, et par 
suite (X) est une surface intégrale de l’équation (26). D'ailleurs, elle ne 
fait pas partie, au moins en général, des surfaces qui forment l’intégrale 
générale : c'est une intégrale singulière. 

Soit, par exemple, l'équation 


(28) p(z?-— z?) =+ q(xy +zVr?+y?— 2) = 0, 


qui équivaut en réalité à deux équations linéaires. On peut écrire les équa- 
tions différentielles des caractéristiques 


de Dae a Que dy\? 
Aea S (7 FA = 3 1+(7) 


L'intégration est immédiate, et la congruence caractéristique est formée 
par les lignes droites 


Se 6, Sraya Ci, 


qui sont parallèles au plan des zy, et tangentes au cône æ?+ y?= 22. 
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L'intégrale générale se compose des surfaces conoïdes engendrées par ces 
droites, et il y a une intégrale singulière, le cône lui-même. 

Le coefficient de q dans l'équation (28) n’est pas holomorphe dans le 
voisinage d’un point quelconque (Zo, Yo, 30) de ce cône; ce qui confirme 
une remarque antérieure (n° 428). 


II. — ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 


431. Étude de l’équation dz = A dx + B dy. — L'existence 
des intégrales d’un système complètement intégrable d’équa- 
tions aux différentielles totales a été établie plus haut (n° 385). 
L'intégration d’un pareil système se ramène à l'intégration de 
plusieurs systèmes d'équations différentielles ordinaires, à une 
seule variable indépendante. La méthode, que nous allons déve- 
lopper dans le cas le plus simple, s'étend d'elle-même au cas 
général. 

Soit l’équation 


(29) dz = A (z; y, 2)dz + B(x, y, z) dy, 


où z est une fonction à déterminer des deux variables indépen- 
dantes z et y. Cette équation est équivalente à deux relations 
distinctes 

oz oz 

— — 2), — = B ñ . 
(30) rs A(x, ÿY, 2) ce (æ,Y,'&) 
Toute intégrale commune à ces deux équations satisfait donc 


aussi aux deux nouvelles équations 


0? 3 JA JA d? z 9B 0B 
— + 


dx dy dy ho dy 0x 0x "à 
et par suite à la relation 


OA OA oB 9B 


(51) 07 vz de o 


Si cette relation ne se réduit pas à une identité, les intégrales de 
l'équation proposée (29) ne peuvent être prises que parmi les 
fonctions implicites définies par l'équation (31); on peut donc 
toujours reconnaître, par des calculs d'élimination, si les équa- 
tions (30) ont une intégrale commune. Mais, pour que ces 
équations admettent une infinité d’intégrales dépendant d’une 
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constante arbitraire, il est nécessaire que la relation (31) soit 
vérifiée identiquement. S'il en est ainsi, l’équation (29) est dite 
complètement intégrable. 

Pour obtenir toutes les intégrales, faisons d’abord abstraction 
de la seconde des équations (30), et considérons seulement la 
première. Elle constitue, si l’on y regarde la variable y comme 
un paramètre, une équation différentielle du premier ordre entre 
la variable indépendante x et la fonction inconnue z; elle admet 
donc une infinité d'intégrales z = (x, y, Q) dépendant d’une 
constante arbitraire C, que l’on peut remplacer par une fonction 


` $ te oz DR 
quelconque u(y) de la variable y, car lexpression de Ja reste la 


même quand on remplace C par une fonction de y. Tout revient 
donc à déterminer celte fonction u(y) de telle façon que la 
dérivée de la fonction 3 = ọ[x, y, u(y)] par rapport à y soit 


égale à B(x, y, 2), ce qui conduit à l'équation 


do de du 
Jy QUE du dy = B[zx, y, o(Z, Y, u)], 
que l’on peut encore écrire 
dv 
(a ka Oep Te Al de 
dy do 


Q 
& 


Nous allons montrer que le second membre de cette relation ne 
dépend que des variables y et u; il suffit de vérifier que la dérivée 
par rapport à z est nulle identiquement, c’est-à-dire que l’on a 


BS do / 0B 0B de d?o do d?o 
(33) Aa ; : is z] 


SAP à AS ANNE r PE 
du \ 0x — dọ 0x =) | 75?) dy | ou dx 


D’après la façon même dont la fonction o(x, y, u) a été obtenue, 
nous avons la relation 


g 
(34) $ =A(2, y, ẹ), 


qui est vérifiée, quels que soient £, y, u; on en déduit 


02 JA JA dY 
xoy  ðy # de dy 
© JA dY 


dx du dy du 
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de 0? Fo 
En remplaçant de PT ek 


par les valeurs précédentes, la 
relation à vérifier se réduit à 


PVC. DD. PR. TOUR 
(Rte RB)” 


et le second facteur est identiquement nul, en vertu de la condition 
d’intégrabilité (31). L'équation (32) est donc de la forme 

(35) T = F(y, u); 

soit u = Ņ( y, C) l’intégrale générale de cette équation, C étant 
une constante indépendante à la fois de x et de y. Il suffira de 
remplacer u par (y, C) dans la fonction &(x, y, u) pour avoir 
l'intégrale générale de l'équation complètement intégrable (29), 
et nous voyons que l’intégration de cette équation se ramène 
à l’intégration successive de deux équations différentielles 
ordinaires (34) et (35). 


Exemple. — Soit l'équation aux différentielles totales 


(36) genea. rm à 
ai i 1+ TY 


c} 


qui est équivalente au système 


03 _1+yz oz _r(z—x) 
os  O1+zy òy  1+zy 


(36) 


La condition d’intégrabilité est vérifiée, et la première des équations (36), 


; Taa 03 jh TE 
qui est linéaire en 3 et T admet pour intégrale générale 
r i 


I 
§ = = = HUF E ZY); 
sá 
u( y) étant une fonction arbitraire de y. En portant cette valeur de z dans 
23 aa dy I ; ) I fuel 
la deuxième, il vient -— + — = 0, et l’on en tire u(y) =— + C. L'inté- 
ay JÉ y 


grale générale de l'équation (36) est donc, C désignant une constante arbi- 
traire, 


(37) z=% (1+ Ty). 


Le problème précédent peut aussi être interprété géométrique- 
ment. Pour faciliter le langage, nous appellerons encore surface 
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intégrale toute surface représentée par une équation 3 = f(x, y), 
la fonction f(x, y) étant une intégrale de l’équation (29). Les 
deux conditions (30), ou 


p=A(x,y,2), gqg—B(x, y, z), 


expriment que le plan tangent à la surface intégrale S en un 
point (x, y, 3) de cette surface coïncide avec le plan P ayant pour 
équation 


(38) Z—z=A(X—x)+B(Y— y), 


de sorte que le problème de l'intégration de l'équation (29) est 
équivalent au problème de géométrie suivant : 


A tout point (x, y, z) de l’espace on fait correspondre le 
plan P passant par ce point, qui est représenté par l’équa- 
tion (38). Trouver les surfaces S dont le plan tangent en 
chaque point (x, y, z) est le plan P correspondant à ce point. 


L'énoncé est analogue à celui du n° 429. Mais, dans le cas actuel, 
le problème n’est pas toujours possible. Lorsque la condition d’in- 
tégrabilité (38) est vérifiée, il existe en général une intégrale et 
une seule de l’équation (29) prenant une valeur donnée 3, pour un 
système de valeurs données (zo, yo) des variables +, y. Par tout 
point de l’espace il passe donc en général une surface intégrale et 
une seule. 

Considérons par exemple une famille de courbes gauches F, 
dépendant de deux paramètres arbitraires a et b, représentées par 
un système de deux équations 


(39) u|, J, 3)= à, ol, y, 3) = b, 


de telle sorte que par tout point de l’espace (ou d’une région de 
l’espace) il passe une courbe de cette famille et une seule, fl 
n'existe pas toujours une famille de surfaces S admettant ces 
courbes T pour trajectoires orthogonales. En effet, le plan tangent 
à la surface S passant par un point doit coïncider avec le plan 
normal à la courbe F passant par le même point. Nous sommes 
donc conduits à un cas particulier du problème précédent, ce qui 
prouve qu'une congruence de courbes donnée arbitrairement n’est 
pas formée en général par les trajectoires orthogonales d’une 
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famille de surfaces. Le plan tangent à la surface S passant au 
point (x, y, Z) doit être perpendiculaire aux plans tangents aux 
deux surfaces (39) qui passent par la tangente à la courbe T. On 
a donc les deux conditions 


du du du | de _ de de 


en supposant les axes de coordonnées rectangulaires. On déduit 
de ces équations les valeurs de p et de q 


P= A(æ, Y 2), g= B(z, Y; 3) 


et la condition (31) doit être vérifiée identiquement pour que le 
problème soit possible. 


Prenons par exemple la famille de courbes 
X = aZ, T= 0i 


X, Y. Z désignant des fonctions des variables æ, y, z respectivement. La 
méthode précédente donne les valeurs suivantes de p et de q, 
XZ' YZ 
Det à 4 sui : à 
et l'équation aux différentielles totales peut s'écrire 


Z dz X dx Y dy Bo 


PUAT 


ES aa 
Il est clair que cette équation est complètement intégrable, et l'intégrale 
générale s'obtient par des quadratures 


Z X Y = 
faas+fgeæ+fsé =U. 


432. Méthode de Mayer. — La méthode précédente exige deux intégra- 
tions successives; on peut remplacer ces deux intégrations par une seule, 
en opérant comme il suit. Supposons, pour fixer les idées, les coefficients 
A(z, y, z)et B(x, y, z)holomorphes dans le domaine du point (£o, Yo. Z0); 
il existe alors une surface intégrale et une seule Sọ passant par le point 
(£o Yos Z0), lorsque la condition (31)est satisfaite. La méthode de Mayer, 
pour obtenir cette surface, revient à déterminer d’abord les sections faites 
dans cette surface par des plans parallèles à Oz passant par le point 
(£o. Yo, Z0). Soit T la section de So par le plan 


/ 


(40) JS —Jo = MT — av), 


où m a une valeur donnée: le long de cette courbe T, l’on a dy = mdz, 
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et en remplaçant y et dy par les valeurs précédentes dans l'équation (29), 
on obtient la relation 


7 \dz=})A[x, Yo + mix —xo), z] 
| + mB[x, yo + m(x — x), 3]| dr, 


qui est vérifiée aussi tout le long de la courbe T. Mais cette relation ne 
renferme que les deux variables x et z; c’est une équation différentielle 
du premier ordre, dont l'intégration fera connaître la courbe F. Soit 


(42) Z= Q(T; Lo, Yo, Zo, M) 


l'intégrale de cette équation qui se réduit à 34 pour æ = z. La courbe T 
est représentée par le système des deux équations (40) et (42); la surface 
cherchée So étant le lieu de la courbe F quand on fait varier le paramètre m, 
l'équation de cette surface s'obtiendra en éliminant m entre les équa- 
tions (40) et (42); il suffit pour cela de remplacer m par 2 
T — To 
dans l'équation (42). Cette méthode offre une analogie évidente avec 
celle qui a été indiquée pour l'intégration des différentielles totales 
P(x, y)dx + Q(x, y)dy (I, p. 359). On pourrait encore la généraliser 
en remplaçant les plans parallèles à Os par des cylindres ayant leurs 
génératrices parallèles à Oz et passant au point donné (£o, Yo, Zo). 
Reprenons par exemple l’équation (36), et supposons £o = yo = 0. En 
posant y = mx, dy = m dx, cette équation devient 


dz MLZ 1— mr? 


= — + ————; 
dx 1+ ma? 1+ mgr? 


c’est une équation linéaire dont l'intégration n'offre aucune difficulté, et 
l'intégrale qui pour + = o se réduit à 39 a pour expression 


3=T+23(1+ mar). 


La surface Sọ a donc pour équation 3 = x + 35(1+ £y), et nous retrou- 
vons le résultat obtenu par la première méthode. 


433. Étude de l'équation P dr + Q dy + R dz = o. — Le pro- 
blème de l'intégration d’une équation aux différentielles totales 
peut être posé sous une forme plus générale et plus symétrique. 

Soient P(x, y, 3), Q(x, y, 3), R(x, y, 3) trois fonctions des 
variables £, y, 3; intégrer l'équation 
(43) P(x, y, 3) dx + Q(z, y, z)dy + R(x, y, z)ds = 0, 


c'est trouver une relation F (z, y, 3) = o entre x, y, 3, qui entraîne 
entre ces trois variables et leurs différentielles dz, dy, dz la rela- 


tion proposée. Si la fonction F contient la variable z, on peut y 
6., IL | 35 
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regarder x el y comme deux variables indépendantes et z comme 
une fonction de ces deux variables, et l’on voit que cette fonction 
doit satisfaire à l'équation 

P 


TR Q y, 
di=—#dr— x dy, 


qui est de la forme (29). La condition d’intégrabilité (31) devient, 
P Q 
en remplaçant A par — et B par — peten développant les 


calculs, 


" 0Q  0R\ ðR aP) aP 0Q\ 


Cette condition reste la même quand on permute circulaire- 
ment g, y, z, et P, Q, R; on l'aurait donc obtenue aussi si, au lieu 
de regarder z comme la fonction inconnue, on avait pris lune des 
variables z ou y pour inconnue. Le problème de l'intégration de 
Péquation (43) ne diffère donc pas au fond du problème déjà 
traité, mais, en écrivant ainsi une équation aux différentielles 
totales, il n’est pas nécessaire de spécifier quelles sont les variables 
indépendantes choisies. 

La condition (44) intervient dans une question qui offre un lien 
étroit avec la précédente. Étant donnée une expression 


P(x, y) dx + Q(z, y) dy, 


nous avons vu (n° 374 et 387) qu'il existe toujours une infinité 
de facteurs y(x, y) tels que le produit (P dx + Q dy) soit la 
différentielle totale d’une fonction des deux variables x, y. Quand 
on passe de deux à trois variables, il n’en est plus ainsi en général. 
Considérons en effet trois fonctions P, Q, R, des variables x, y, 3; 
pour que le produit u (P dx +- Q dy +R dz) soit une différen- 
tielle exacte, le facteur (x, y, 3) doit satisfaire aux trois condi- 


Lions 


AuR) IR) O(UR) AWE) (HP) __d(HQ) 
oz oy ox 03 ? dy ox 


Si l'on ajoute ces trois équations, après les avoir multipliées 
par P, Q, R, on retrouve, en divisant par y, la condition d’inté- 
grabilité (44). Cette condition est donc nécessaire pour que le 
trinome P dx + Q dy + R dz admette un facteur intégrant. Elle 
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est aussi suffisante. En effei, si elle est vérifiée, l'équation (43) 
est complètement intégrable. Soit 


€45) F(xz,7, z)= € 


e r a r , . oz 03 
l'intégrale générale de cette équation. Les valeurs de rs et de e 


déduites de l'équation (45) doivent être identiques aux valeurs 
q 4 q 


P DE ; x ; s ‘ 
ER z urées de l'équation (43), puisqu'on peut disposer de 


la constante arbitraire C de facon que la surface intégrale passe 
Ç 5 P 
par un point quelconque de l’espace. Il faut pour cela que lon ait 


Fz x E 


ou dF = y (P dx + Q dy +R dz); le facteur x, qui est égal à la 
valeur commune des rapports précédents, est donc un facteur 
intégrant. En reprenant les raisonnements du n° 374, on verrait 
de même qu'il existe une infinité de facteurs intégrants, qui sont 
de la forme ur(F), x étant une fonction arbitraire 


La condition d’intégrabilité (44) est un énvariant, relativement à tout 
changement de variables, Considérons en effet une transformation définie 
par les formules 


(46) æ = f\ U, v, w), F = o(u, v, w), + Ņ(u, v, w), 


le jacobien des fonctions f, ọẹ, Y par rapport à u, ọ, æ n'étant pas nul 
identiquement. Le trinome P dx + Q dy - R dz se change en une expres- 
sion de même forme P, du + Q, de + R, dw, P,, Qi, R, étant des fonc- 
tions de u, ¢, w. Cela posé, si la relation (44) est vérifiée, la relation 


analogue 
oQ, ƏR; oR;  dP, ðP, ðQ; 
CA ES A A(T e)l- a- 


est aussi vérifiée identiquement. On pourrait s'en assurer par un calcul 
direct (Chap. II, ex. 19), mais cela résulte aussi de la signification de 
cette condition. En eflet, si la relation (44) est vérifiée, il existe deux 
fonctions u(x, y,z)et F(x, y, z) telles que l’on ait 


(P dr + Q dy +R dz)= dF. 


Si l’on effectue le changement de variables défini par les formules (46), 
les fonctions p et F se changent en deux fonctions w(u, v, w), F; (u, v, w) 
-des nouvelles variables, et l’on a identiquement dF = dF,. L'identité pré- 
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cédente devient donc 
uit Pı du + Q; de + R; dw) = dF;, 


et par suite le trinome P, du + Q, de + R, dw admet un facteur intégrant: 
ce qui montre que P;, Qı, R satisfont aussi à la relation (47). 

Cette remarque permet de présenter la méthode d'intégration du n° 434 
sous une forme plus générale. Supposons en effet que, par un change- 
ment de variables, on ait mis le trinome P dx + Q dy + R dz sous forme 
d'un binome P; du + Q, dv, ne renfermant plus que deux différentielles du 
et de. Dans la relation (47), on doit supposer R, = o, et cette relation se 
Rai TO: IR 
réduit à P; DT fo Q; Pr 
cients P, et Q, est indépendant de w. L'intégration de léquation aux 
différentielles totales proposée est donc ramenée à lintégration d’une 
équation de la forme do + ru, e) du —0, c'est-à-dire à une équation 
différentielle ordinaire. 

Tout trinome tel que P dr + Q dy +R dz peut être ramené à un 
binome P, du + Q; dv d’une infinité de manières. On peut par exemple pro- 
céder comme il suit. On détermine d’abord deux fonctions (x, y, Z) 
et F(x, y, z), telles que l’on ait, quels que soient dr et dy, 


ce qui montre que le rapport des deux coeffi- 


9F oF A 
Se dx + y dy = pi Piz y, z)dx + Q(>x, y, 3) dy]; 
cela revient en réalité à intégrer l'équation différentielle P dx + Q dy =0, 
z étant considérée comme un paramètre. On écrit encore l'équation précé- 
dente 

9F 


dP + (pR — TE) dz = pP de + Q dy + R dz), 


\ 


et si l’on prend un nouveau système de variables indépendantes, F(x, y, 2) 
et z étant deux de ces variables, on voit que P dx + Q dy + R dz est bien 
remplacé par une expression où ne figurent plus que les deux différen- 
tielles dF et dz. Ce procédé peut être varié de bien des façons. Il est clair, 
par exemple, que l’on peut commencer par intégrer l'équation 


Q dy +R dz = 0, 


ou l’équation 
P dx + R dz = 0; 


cette dernière méthode est en réalité identique à la méthode du n° 431. 

On peut aussi rattacher à la remarque qui précède une élégante méthode 
d'intégration due à M. Joseph Bertrand. L’équation (43) étant supposée 
complètement intégrable, on commence par intégrer léquation linéaire 
aux dérivées partielles 


dQ nr k- EE 2% — 


GE N(R- F 2m, dk |y 3y dx 


ox 


www.rcin.org.pl 


Il. — ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 549 


Soient u et ọ deux intégrales distinctes; entre les deux relations 
A(w)='0, A= 0, 
et la condition d’intégrabilité (44), on peut éliminer les trois différences 


40. OR AR "or dP 20 
oz dy 0x 03° dy dx 


? 


ce qui conduit à légalité 


dr dy oz 
de ov de 0 
ox oy oz 
Porna R 


Il existe donc deux fonctions À et u telles que l’on ait à la fois 


du do du dv du do 
P — — — = À — — = À — — 
(49) e a pr Q tr R=) 3z + 


et nous pouvons écrire léquation proposée 


À du + u dv =0. 


Or, nous avons vu que le rapport £ ne doit dépendre que des variables u, v, 
et l’on est ramené à une équation différentielle entre ų et v. 

Cette méthode paraît plus compliquée que la précédente puisque l’inté- 
gration de l'équation (48) exige d’abord l'intégration d'un système de deux 
équations différentielles du premier ordre. Mais elle est plus symétrique, 
et peut être avantageuse lorsque l'équation proposée est elle-même symé- 
trique en z, y, z. Considérons par exemple l'équation 


(y? yz + 2) dx +(2+ zx + x?) dy +(2x?+ ry + y?) dz = 0. 
La condition (44) est vérifiée et l'équation linéaire (48) est ici 


0 d d 
=y) + (es) + y) Do: 


le système d'équations différentielles correspondant 


dr sx dy dz 


3—Y T — 3 Y—+ 

donne facilement les deux combinaisons intégrables 
dr+y+3)=0, x dx + y dy + z dz = 0. 

Nous pouvons donc prendre 


uU=T+Y+2, p=ai+ yt+ 51, 
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et les valeurs des facteurs À et u tirées des relations (49) sont 


: x $ u+ e TEP u 
A = r? y+ 3? Ly + V3 + 30 = M, u = — — = — —. 
à Dre E 3 à 


L'équation transformée en u et v est donc 


(u?++v)du — u de = 0 
? 


ou 
u de — v du p\ 
du = ——— =d È i 
u? E7 
enr A v 
L'intégrale générale est donc u — — = C, ou, en revenant aux va- 


u 
riables x, y, 3, 
TV + V3 +2T 
a (à. 


T+V+3Z 


434. Les parenthèses (u, v) et les crochets [w, 6]. — Une 
équation aux différentielles totales équivaut en réalité à deux 
équations simultanées p = A(x, y, 2), q = B(x, y, z). Considé- 
rons maintenant deux équations de forme quelconque 


(50) Elw, Ys a p,9)=0 P22 Pra) =o; 


entre les deux variables indépendantes x el y, une fonction 
inconnue 3 et ses deux dérivées partielles p et g. 

Si l’on peut résoudre ces deux relations par rapport à p et à q, 
on est ramené à deux équations p = f(x, y,3), q —2(x,y,z), de 
la forme qui a été étudiée et l’on pourra examiner si ces deux rela- 
ions sont compatibles. Mais on peut reconnaître si la condition 
d’intégrabilité est vérifiée sans qu’il soit nécessaire d’avoir d’abord 
résolu les équations (50) par rapport à p et à q; il suffit d’appli- 
quer les règles qui permettent de calculer les dérivées des fonctions 
implicites. Considérons en effet les relations (50) comme définis- 
sant deux fonctions implicites p = f(x, y, 3), q — (x, y, z) des 
trois variables x, y, z. En différentiant par rapport à æ, il vient 


OF | 0F 0p , OF 0g A ə& . 0P əp _ 0 og _ 


0x Op 0x dg dœ 0x ` dp dx dq dx 


0; 
et par suite 


D(F, æ) og , DCE.) _ 
D(p, q) dx Dipa) + 
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On trouve de mème 
D(F, D) dp D(F, D) D(F,æ)o0p D(F,®) 
—— +2 + © — 0, © + + — 
D(p,gqg)dy D(y.gq) D(p,g)93 "D(a, g) 
DIE S) og OCR BY 
Dip a) 03 Dp s) , 


< g 0 ) ) 
En portant les valeurs de P, PR, %2, % dans la condition d'in- 
dy dz 0x 03 
tégrabilité 
g É ) ) 
EU 2p PR RSR | 
ody dz dr 03 


celte condition développée devient 


oF (E GK oF /ðP op 
TE in i (— € 


Jp 03) © ðq \oy I T 
afia DEN CAL i oF ^ Ar 
p FARAT og \ dy 1 M) = i 


Posons, d’une façon générale, u et ¢ étant des fonctions 
de Bair 2a Did 
d a) 0 d o d 
di ~ əs Paz dy y! 
_ du dv de du ðu dv do du. 
= op dæ op dx Tr ðq dy àq dy’ 


l'expression [w, ¢] est appelée un crochet et la condition précé- 
dente peut alors s'écrire, sous forme abrégée, 


(51) [F, D] = o. 


Pour que les deux équations (50) forment un système complè- 
tement intégrable, il faut d’abord que ces deux équations puissent 
être résolues par rapport à p et à q, c’est-à-dire qu’on ne puisse 
pas en déduire une relation entre æ, y, 3, indépendante de p et 
de q, et de plus que la condition [F, P] =o soit une consé- 
quence des deux relations (50). Si le crochet [F, ® | est nul iden- 
tiquement, les deux équations F = a, ® = b forment un système 
complètement intégrable, quelles que soient les constantes à et b. 
Si la relation [F, ®] = o est une conséquence de la seule équa- 
tion F = o, sans qu’il soit nécessaire de tenir compte de la seconde 
relation ® = o, les deux équations F = o, ® — b forment un sys- 
tème complètement intégrable quelle que soit la constante b. 
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Lorsque les deux fonctions F et ® ne renferment pas z, l'expres- 
sion du crochet [F, D] se simplifie. On appelle parenthèse (u, +) 
l'expression suivante, où w et ¢ sont des fonctions quelconques 


de x, y, p, q : 
du dv de du du dv de du 


La condition pour que les deux équations 


F{z,y,p:g)=0, (æ#,r,p,q)=0 
soient compatibles est d’après cela que l’on ait 
(F,b)=0, 


soit identiquement, soit en tenant compte de ces relations elles- 
mêmes. 


III. — ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE A TROIS VARIABLES. 


435. Intégrales complètes. — Nous allons maintenant nous 
occuper de l'intégration d’une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, de forme quelconque, mais avec deux variables 
indépendantes seulement. Lagrange a obtenu sur ce sujet des 
résultats très importants que nous allons d’abord exposer. Soit 


(52) F(æ,ÿ; £4, p, g)=0 


l'équation proposée; le résultat fondamental obtenu par Lagrange 
est le suivant : si l’on connaît une famille d’intégrales, dépendant 
de deux paramètres arbitraires, on peut en déduire toutes les 


autres intégrales par des différentiations et des éliminations. Soit 
en effet 


(53) V(x, y,s, a, b)=0 


une relation, renfermant deux constantes a et b, et définissant, 
quelles que soient les valeurs attribuées à ces constantes, une 
intégrale de l'équation (52). De cette relation, on déduit les 
valeurs des dérivées partielles p et g de cette intégrale 

oV OV OV OV 


sn LT del — = ©. 


5 2 
(54) =" x 
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Par hypothèse, la fonction z satisfait toujours à l'équation (52), 
quels que soient a et b; l'élimination des deux paramètres a et b 
entre les trois relations (53) et (54) conduira donc à l’équa- 
tion (52) et à celle-là seulement ('). Il s'ensuit que cette équa- 
tion (52) exprime la condition nécessaire et suffisante pour que 
les trois équations (53) et (54) soient vérifiées par un système de 
trois fonctions 3, a, b des deux variables x et y, p et g désignant 
les dérivées partielles de z. Le problème de l'intégration de 
l’équation unique (52) est donc équivalent au problème suivant : 
Trouver trois fonctions z, a, b des deux variables indépen- 
dantes x et y, satisfaisant aux trois équations (53) et (54). 

Si 3= f(x, Y), a = f(x, y), b= fs(x, y) forment un sys- 
tème de solutions de ces trois équations, la fonction f(x, y) 
satisfait aussi à l’équation (52), qui est une conséquence de ces 
trois relations. Inversement, si f,(x, y) est une intégrale de 
l'équation (52), les trois relations (53) et (54) sont compatibles 
quand on y remplace z par f(x, y), p et q par les dérivées par- 
telles de fı (x, y). On en déduira donc pour a el b deux autres 
fonctions a = f(x, y), b = fax, y), qui forment avec fi (2, F) 
un système de solutions des relations (53) et (54). 

Le nouveau problème, quoique d’une apparence plus compli- 
quée que le premier, se résout aisément. En effet, si Pon diffé- 
rentie la relation (53) par rapport à æ et à y, en considérant 
maintenant 3, a, b comme des fonctions inconnues de x et de y, 
les relations obtenues se réduisent, en tenant compte des équa- 
tions (54), aux deux suivantes 


oV ða OV ðb oV da oV əb 


(55) a do © Wo dd 


= O, 
et le système formé par les équations (53) et (55) est équivalent 
au système formé par les équations (53) et (54). 

On voit immédiatement que l’on satisfait à ce système en 
prenant pour les fonctions inconnues a et b deux constantes 


(') En effet, si l'élimination de a et de b conduisait à une autre rela- 
tion P(æx, y, 3, p, q) = 0, différente de F — o, les deux équations simulta- 
nées F = 0, D = ọ admettraient une intégrale commune V = 0, dépendant de 
deux constantes arbitraires a et b, ce qui est impossible (n° 431). L'intégrale 
considérée ne dépendrait donc en réalité que d’un seul paramètre. 
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quelconques. Nous retrouvons ainsi pour 3 l'intégrale connue 
a priori, que Lagrange appelle intégrale complète. Pour traiter 
la question d’une facon générale, remarquons que les équa- 
oV 
da 
donc au système des trois équations (53) et (55) en posant 


y DM IN 3 oV s z 
tions (55) sont linéaires et homogènes en A On satisfait 
C 


ai~ oV 


(56) V=0, me #6) S Mn 


Si ces trois équations sont compatibles, elles définissent trois fonc- 
tions 3, a, b des deux variables x et y. L'intégrale 3 = fi (x, y) 
de l'équation (52) ainsi obtenue ne dépend d'aucun paramètre 
arbitraire; on l'appelle aujourd’hui l’intégrale singulière. Si 
OV oV A na : . ; ` t 
Ja À gg 2e sont pas nuls à la fois, on doit avoir, d’après les équa- 
uons (55), 
Pia; b) 
D(x,7) : 


0, 


ce qui prouve qu'il existe entre les fonctions a et b au moins une 
relation indépendante de x et de y. S'il existe deux relations de 
cette espèce, «a et b se réduisent à des constantes; nous retrou- 
vons l'intégrale complète. S'il existe une seule relation entre a 
et b, l’une au moins des fonctions a et b ne se réduit pas à une 
constante. Supposons que ce soit a; nous pouvons alors écrire la 
relation entre «a et b 

(57) b = ọla), 


et les deux formules (55) deviennent 


a S da f aN UN ra 1. 
0x | Ja + 06° A PO A A 


da E N 


Comme & n’est pas constant par hypothèse, ces deux relations se 
réduisent à une seule, et les trois équations 


f : 3 yp A oV ANa a = 
AN r:8M,6)=0, b = (a), Se x SR) 


définissent un nouveau système de solutions des équations (53) 


et (54). En particulier, la fonction 3 = f, (x, y) ainsi obtenue est 
une intégrale de l’équation proposée (52); cette intégrale dépend 
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évidemment de la fonction arbitraire (a); nous l’appellerons 
l'intégrale générale. 

Pour avoir la relation entre æ, y, 3, il faudrait éliminer le para- 
mètre arbitraire 4 entre les deux équations 
(58 bis) -N [2 x; 3, a, p(a)| =0, 2 + NT v'(&a)=0; 
celte élimination ne peut être faite que si l’on a choisi la fonction 
o(a), mais les équations (38 bis) permettent toujours d'exprimer 
deux des coordonnées d’un point d’une surface intégrale en fonc- 
tion de la troisième coordonnée et du paramètre a. 

La méthode précédente se rattache très simplement à la théorie 
des surlaces enveloppes. Considérons, en effet, la famille de sur- 
faces S, dépendant de deux constantes a et b, qui forment l’inté- 
grale complète (53). Si l’on établit entre les deux paramètres & 
et b une relation de forme arbitraire b = #(a), on obtient une 
famille de surfaces ne dépendant plus que d’un paramètre arbi- 
traire &, et l’enveloppe de cette famille de surfaces s'obtient préci- 
sément en éliminant a entre les deux équations (58 bis). Le pro- 
cédé qui permet de déduire l'intégrale générale de l'intégrale 
complète consiste donc à prendre l'enveloppe d’une suite sim- 
plement infinie d’intégrales complètes, obtenue en établissant 
entre les deux paramètres & et b une relation de forme arbitraire. 
L'intégrale singulière s'obtient de même en prenant l'enveloppe 
de toutes les intégrales complètes, quand on fait varier les deux 
paramètres & el b, de toutes les manières possibles (1) (1, n° 220). 

Il semblerait, d’après ce qui précède, que l’on doit distinguer 


(1) On a vu plus haut (n° 424) combien sont délicates toutes ces considéra- 
tions fondées sur la théorie des enveloppes dans l'étude des équations différen- 
tielles. Toutes les difficultés signalées dans l'étude des solutions singulières d’une 
équation différentielle du premier ordre se retrouvent pour les équations aux 
dérivées partielles du premier ordre, et l’on est arrivé à une conclusion iden- 
tique : une équation aux dérivées partielles du premier ordre, donnée a priori, 
n’admet pas d'une façon normale d’intégrale singulière. Cette conclusion n’est 
pas en contradiction avec les raisonnements du texte, car nous avons admis que 
l’on pouvait appliquer au système des trois équations (56) la théorie des fonc- 
tions implicites, et les conclusions ne sont exactes qu'autant que cette condition 
est'salisfaite. [ Voir le Mémoire de M. Darboux Sur les solutions singulières des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre ( Mémoires des Savants 
etrangers, Lt. XXVIT).] 
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trois catégories d’intégrales : l'intégrale complète, l'intégrale gé- 
nérale et l'intégrale singulière. Mais la théorie même de Lagrange 
prouve qu'il existe une infinité d’intégrales complètes. Si, en effet, 
on établit entre les deux paramètres a et b une relation d’une 
forme déterminée b = +(a, a', b'), renfermant deux constantes a! 
et b', l'intégrale générale correspondante dépendra de ces deux 
constantes a, b', et pourra jouer le rôle d’intégrale complète. 
L'ancienne intégrale complète sera maintenant comprise dans 
l'intégrale générale, et correspondra à la relation b = z(a, a', b') 
établie entre les deux paramètres a' et b'. Il n’y a donc pas de dis- 
tinction essentielle entre l'intégrale générale et l'intégrale com- 
plète. Au contraire, l'intégrale singulière, d’après sa signification 
géométrique, ne dépend pas du choix de l’intégrale complète. 


Exemples. — 1° Soit l'équation de Clairaut généralisée 


2=pr+qy +f(p; 4); 


on vérifie aisément qu’elle admet l'intégrale complète 
z=axr+by + f(a, b). 


Cette intégrale complète se compose d’une famille de plans 
dépendant de deux paramètres arbitraires a et b; ces plans enve- 
loppent une surface non développable £, qui est l'intégrale sin- 
gulière de l'équation proposée. Pour avoir l'intégrale générale, 
nous devons établir entre a et b une relation de forme arbitraire, 
soit b — (a), et chercher l’enveloppe du plan ainsi obtenu; cette 
enveloppe, qui est représentée par le système des deux équations 


NYSE. APE PTE 0, 


z=ar+ye(a)+fla,æ(a)]. Hype) dola) 


est une surface développable tangente à la surface X tout le long 
d’un courbe T, et l’on peut évidemment choisir la fonction arbi- 
traire o(a) de laçon que la courbe de contactT soit une courbe 
donnée à l'avance de È. 
2° Soit encore l'équation 
g =f(p), 


qui admet l'intégrale complète 


z=ax+f(a)y + b. 


géné- 


Cette équation représente encore un plan, et l'intégrale g 
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rale, qui est donnée par le système des deux équations 
(59) 3=ax+yf(a)+vo(a) o0=x+yf(a)+e'(a), 


se compose de surfaces développables, que l’on peut définir géo- 
métriquement d’une façon très simple. En effet, si, par un point 
fixe de l’espace, l’origine par exemple, on mène des plans paral- 
lèles aux plans qui forment l’intégrale complète, ces plans ne 
dépendent que d’un paramètre variable a, et enveloppent par 
conséquent un cône (T) ayant son sommet à l’origine. L’arête de 
rebroussement de la surface développable (59) a donc son plan 
osculateur qui reste constamment parallèle à un plan tangent au 
cône (T), et par suite les génératrices de cette surface sont paral- 
lèles aux génératrices du même cône (I, n° 224). 

Les équations (56), qui déterminent l'intégrale singulière, sont 
dans ce cas incompatibles, car la dernière se réduit à 1 = o. Il n'y 
a donc pas d’intégrale singulière. 

3” Considérons une famille de sphères de rayon donné R, dont 
le centre reste dans un plan fixe. Ces sphères dépendent bien de 
deux paramètres arbitraires, et, si nous prenons un système d’axes 
rectangulaires avec le plan fixe pour plan des zy, elles sont repré- 
sentées par l'équation 


(æ—a}+(y —b}+3— R'= 0. 


L'équation aux dérivées partielles correspondante s’obtient en 
éliminant a et b entre cette équation et les deux suivantes 


T—a+pz=0, Y—b+gz=0o, 
ce qui donne la relation 
(1+p?+ q?)z?— R? = 0, 


dont la signification géométrique est la suivante. Elle exprime que 
la portion de normale, comprise entre un point quelconque de la 
surface et le plan des gy, est constante et égale à R. D’intégrale 
générale est une surface canal, enveloppe d’une sphère de rayon R 
dont le centre décrit une courbe arbitraire dans le plan des æy. Il 
y a une intégrale singulière formée des deux plans z = +R. Il 
est évident que ces deux plans sont tangents à toutes les autres 
surfaces intégrales. 


www.rcin.org.pl 


558 CHAPITRE XXII. — ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


En résumé, pour 


436. Méthode de Lagrange et Charpit. 
pouvoir déterminer toutes les intégrales d’une équation du pre- 


mier ordre 
(60) E(2, y, 4, p, g)}=0, 


il suffit de connaître une intégrale complète, c’est-à-dire une inté- 
grale dépendant de deux constantes arbitraires. Pour déterminer 
une intégrale complète, supposons que, par un moyen quelconque, 
on ait obtenu une autre fonction P(x, y, z, p, q) telle que les 


deux équations 
(61) F0, -=a 


puissent être résolues par rapport à p et à g et forment un sys- 
tème complètement intégrable, quelle que soit la valeur de la con- 
stante a. S'il en est ainsi, en résolvant les deux équations précé- 
dentes par rapport à p et à q, et en portant ces valeurs de p et 
de q dans l'équation dz = p dx + q dy, on obtient une équation 
aux différentiėlles totales complètement intégrable 


(62) dz = f(x, y 2r a)dr + e(x, y, 3, a)dy. 


L'intégration de cette équation introduit une nouvelle constante 
arbitraire b, et nous avons ainsi une intégrale de l'équation pro- 
posée, dépendant de deux constantes arbitraires a et b. 

La méthode d'intégration de Lagrange et Charpit consiste pré- 
cisément à adjoindre à l'équation F = o une autre équation ® = a 
telle que le système (61) formé par ces deux équations soit com- 
plètement intégrable. Il faut et il suffit pour cela (n° 434) que l’on 
ait [F, $] = 0, équation que l’on peut écrire 


op op di op N op 
(63) À ua SE UF nie —(X KPEE (1 FART = 0, 


en posant, pour abréger l'écriture, 
; S 


La fonction auxiliaire (x, y, z, p, q) doit donc satisfaire à une 
équalion linéaire aux dérivées partielles à cinq variables indé- 
pendantes. L'intégration de cette équation linéaire se ramène à 
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son tour à celle du système d'équations différentielles ordinaires 


(64) a EU nus MES < AAA 
P Q Pg + Qq X+pZ Y+gz 


mais, pour l’objet que nous avons en vue, il n’est pas nécessaire 
d’avoir obtenu l'intégrale générale de ce système (64) : il suffit 
de connaître une intégrale première de ce système ® — g telle 
que l’on puisse résoudre les deux équations F = 0, ® = à par 
rapport à p et à g. 

Nous pouvons donc énoncer la règle sénérale suivante : 


Pour avoir une intégrale complète de l'équation (60), on 
le] ; 

cherche d'abord une intégrale première & — a du système 

D(F, ẹ) 

D(p, q) 

puis on résout les deux équations F =o, ® =a par rapport 


à p et à q. En portant les expressions obtenues pour p et q 
dans léquation dz = p dx + q dy, on arrive à une équation 
complètement intégrable aux différentielles totales. L'inté- 
grale générale de cette équation renferme une seconde con- 
stante arbitraire b; c’est une intégrale complète de légua- 
tion (60). 


auxiliaire (64) | telle que le jacobien ne soit pas nul |, 
q yi P 


On connaît a priori une intégrale de l'équation (63), la fonc- 
tion F elle-même. Cette intégrale ne peut nous être d'aucune 
utilité à elle seule, mais cela nous montre que l'intégration du 
système (64) se ramène à l'intégration d’un système de trois 
équations différentielles du premier ordre. La difficulté du pro- 
blème est ainsi précisée. 

Lorsque la fonction F ne dépend pas de la fonction inconnue z, 
on peut supposer aussi que la fonction ® ne dépend pas de 3, et 
la condition pour que le système (61) soit complètement inté- 
grable est alors 


O E 
ou 
GA db op od 0 
(63 bis) Si à “el re 


le système auxiliaire (64) devient de même 


tre da d — d, — d 
(64 bis) F=Q- T= A. 
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Si l’on connaît une intégrale première D — a de ce système, 
D(F, $) 
D(p, q) 
aux différentielles totales de la forme 


telle que ne soit pas nul, on est conduit à une équation 


dz = f(x, y, a)dx +o(x, y, a) dy, 


qui s'intègre par une quadrature. La difficulté de la seconde 
partie du problème est donc diminuée dans ce cas. Il en est de 
même pour la première partie, car on connaît encore une inté- 
grale première F = C du système (64 bis); on peut donc rem- 
placer ce système par un système de deux équations différen- 
tielles du premier ordre. 


Exemples. — 1° Considérons une équation ne renfermant que l’une des 
trois variables z, y, Z, par exemple la variable y, telle que F (y, p, g)= 0. 
On a ici X = Z = o, et par suite les équations (64) admettent la combinaison 
intégrable dp = o. Les deux équations F(y, p, q)=0, p = a forment 
done un système complètement intégrable; ce qu’il est aisé de vérifier, car, 
si l’on résout l'équation proposée par rapport à q, l'équation aux diffé- 
rentielles totales à intégrer prend la forme 


dz = adx + f(y, a) dy, 


et l’on a une intégrale complète par une quadrature 


s=az+ [fiy a)dy + b. 


2° Une équation de la forme F(3, p, g) = 0 peut se ramener à la forme 
précédente en prenant y et z pour variables indépendantes, mais on peut 
se dispenser de ce changement de variables. On a ici en effet X = Y = o, 
et les équations (64) donnent l'égalité 


dp _ dq 
ouie] im CRA 
P q 


et par suite l'intégrale première g = ap. Des deux équations 


g= ap, F(s, pg) = 0; 
on tire ensvite 


p=f(s a), q= af(z, a), 


et équation aux différentielles totales 


dz = f(z, a)(dx + a dy) 
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s'intègre par une quadrature 


< pe +<ay + b 
= +6. 


Soit par exemple l'équation pq — z = o. En lui adjoignant la relation 


q = ap, on en irep=y/ žr g=ay/Ż, 


ds=|/ 5 (de + a dy) 


et l’on a l'intégrale complète 
8 I 
yaz = (x+ ay +b} 


formée de cylindres paraboliques tangents au plan des xy tout le long d’une 
génératrice. Le plan des zy est une intégrale singulière. 

Les équations (64), dans le cas où F = Pq — 3, admettent aussi l'intégrale 
première p — y = a. En partant de cette intégrale, on est conduit à l’'équa- 
tion aux différentielles totales 
zdy 


dz = (y + a)dx + ria 


que l’on peut écrire aussi dr = d( +) » ce qui fournit une nouvelle 
VE 
intégrale complète 3 = (y + a)(x + b), formée de paraboloïdes tangents 
au plan des zy. 
3° Soit une équation de la forme f(x, p)— fi(y, g) = 0. Les équations 
différentielles (64 bis) 


dx ‘2 dy à — dp 3i dq 
dd. Cr NUS “oi 
op dq Jx dy 


admettent l'intégrale première f(x, p) = a. Si l'on adjoint cette équation 
à l'équation proposée, on tire des deux relations 


F(æ,»p)= 4, tr, g)= Aa, 


les valeurs de p et de g, p = ọ(7, a), g = p(y, a), et l'équation aux 
différentielles totales 
dz =ç@(x,a)dr +g(y,a)dy 


s'intègre par deux quadratures 
F5 = fya, a) dx + | o1(y, a) dy +b. 


Lorsqu'une équation du premier ordre est de la forme précédente, on 
Go M 36 
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dit que Zes variables sont séparées. Soit par-exemple l'équation 
pq — Ty = 0; 
a î lé ss P 2°, HA E 4 l d b ntc À 
nous pouvons aussi l'écrire ge n égalant ces deux rapports à une 
q 


constante a., nous avons l’équation aux différentielles totales 
? 


dz = ax dx + A dy, 


: š a 
et par suite l'intégrale complète z = ai de bi 


4° Proposons-nous de trouver les fonctions F(x, y, p, q) telles que les 
équations (64) admettent l'intégrale première py — gx = a. Il faut et il 
suffit pour cela que la relation p dy + y dp — q dx — x dg = o soit une 
conséquence des relations (64 bis), c’est-à-dire que la fonction F soit elle- 
même une intégrale de l'équation linéaire 


FOR NE. AN COR 
P 5q Y æ EN 


dy 
Le système d'équations différentielles correspondantes 
`f q p 


dz _ dy dp. ‘q 
ac” s4 7 P 
admet les trois intégrales premières 
at+yt=C,  p'+g?=C, py—gqgx=C", 


et la fonction F est donc de la forme F( py — gx, æ?+ y?, p?+ q°). La 
recherche d’une intégrale complète de l'équation F = o est ramenée à lin- 
tégration de deux équations simultanées de la forme 


PRG i Aa A DE ANR PPT S 
En tenant compte de l'identité 
(p+g?\(r+y?)=(py — gz}+(pr +gy), 
on déduit des deux équations précédentes 
pz+qy = Vay) J+ y, a)— a= g(s? + y’, a), 
ce qui nous donne les valeurs suivantes de p et de g, 


AY A DEEN S a) —ar=+ y(r? +y?, a) 
= ————— J = —— ———— —————— — : 


a+ y? g? + y? 


et l’on a une intégrale complète par une quadrature 


z=—aarctang (Z) + [EE du + o, 


2u 
où u = x?+ y?. 
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Remarque. — Il est à remarquer qu’il n’est pas nécessaire que la rela- 
tion (63) soit vérifiée identiquement pour que le système (61) soit com- 
plètement intégrable; il suffit qu’elle soit vérifiée en tenant compte de la 
relation F = o elle-mème. On peut quelquefois se servir de cette circon- 
stance dans la recherche de la fonction D. En effet, trouver une combi- 
naison intégrable des équations (64) revient au fond à trouver cinq fonc- 
tions Àx, Ay, Azs Ap, Àg des variables v, y, z, P, q, telles que 

Az dx + ydy +ħ:dz + pdp + ħq dq 
soit une différentielle exacte d® et que l’on ait en outre 
PAr+ Qy+(Pp+Qg)k:—(X +pZ)hy—(Y +g2Z)hg= o. 

Si cette dernière relation n’est vérifiée qu’en tenant compte de l’équa- 
tion F —o, la fonction ® n'est plus à proprement parler une intégrale 
première du système (64). Cependant, les multiplicateurs Az, Anal és sy 
étant égaux aux dérivées partielles de , les deux équations F = 0, b = a 
forment encore un système complètement intégrable, car l’équation (63) 


est alors une conséquence de F = o (1). Une remarque analogue s'applique 
au système (64 bis). 


437. Problème de Cauchy. — Étant données une équation 


(65) D= Fm 3, 4), 


dont le second membre est holomorphe dans le voisinage d’un sys- 


(1) Lorsque l'équation F = o peut ètre résolue par rapport à l’une des va- 
riables æ, y, 3, p, q, on peut supposer que la fonction ẹ ne renferme pas cette 
variable, et elle ne figure pas non plus dans les coefficients X, Y, Z, P, Q. Pour 
fixer les idées, prenons une équation de la forme 


PEUT; Pts; gi 0} 


pour en trouver une intégrale complète, il suffit de lui adjoindre une autre équa- 
tion $(æ, y, 3, q) = a, formant avec la première un système complètement 
intégrable. La condition [ p + f, 9] = o devient ici 

dp _ of dp ( of jZ (2 of\ de _ 

dx  0q dy T9q 4 dz AEE = 
et la lettre p n’y figure pas. 

Plus généralement, supposons qu’on puisse satisfaire à la relation F =o en 
posant 
P= f(x, Y, 3,à), qg=?(2,; Y, Z, À), 


À désignant un paramètre auxiliaire. Il suffit de remplacer À par une tonction 
de æ, y, z, telle que l'équation dz = f dx + ọ dy soit complétement intégrable, 
ce qui conduit encore à une équation linéaire pour déterminer À( £, y, z) 
Cr OT of [0 Où \ _dp de de (2 où ) 
Serre) de CITE de * ds) 
(ANTOMARI, Bulletin de la Societé Mathématique, t. XIX, p. 154.) 
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tème de valeurs (To, Yo: 30 Jo), et une fonction (y) holomorphe 
dans le domaine du point yo, telle que lon ait (yo) = Zo, 
9 (Yo) = Jo, on a démontré plus haut (n° 386) que cette équation 
admet une intégrale holomorphe dans le domaine du point (£o, Vo), 
et se réduisant à la fonction donnée (y), pour g = x,. Soit C la 
courbe plane représentée par les deux équations £ = £o, 3 = o(#y); 
en langage géométrique, le résultat qui vient d’être rappelé peut 
s’énoncer comme il suit : ¿l existe une surface ‘intégrale ana- 
lytique de l'équation (65), et une seule, passant par la courbe C. 

Nous pouvons généraliser cet énoncé. Considérons d’abord une 


équation de forme quelconque 
(66) F(xr, Y, 2P, q)=0, 


et proposons-nous encore de déterminer une surface intégrale pas- 
sant par une courbe plane telle que C, située dans un plan £ = £o 
parallèle au plan des yz. Soit z = #(y) l'équation du cylindre pro- 
jetant C parallèlement à O z. La fonction & etant holomorphe dans 
le domaine du point léquation 

| CHARS | 


(67) F(Zo; Yo; Zo, P, Jo) = 0 


où Zo = Y(Y0); Yo =F (Yo), et où l’on regarde p comme l'in- 
connue, admet un certain nombre de racines. Soit po l’une d'elles. 
Si la fonction F est holomorphe dans le voisinage du système de 


; Van 3 0F 
valeurs (To, 03 Z0, Po» Jo), et si en outre la dérivée partielle (5) 


Jo 
n’est pas nulle pour ce système de valeurs, l’équation (66) admet 
une racine p = f(x, y, 3, q) qui est holomorphe dans le voisi- 
nage des valeurs Zo, Vo, Zo, qo (1, n° 188), et nous sommes 
ramenés à une équation de la forme (65), ce qui montre bien que 
l'équation (66) admet une surface intégrale passant par C. Le rai- 
sonnement prouve même que cette équation admet m surfaces inté- 
grales répondant à la question si l'équation (67) est de degré m 
par rapport à p. Il n’y a d'exception possible que si l’une des racines 


` 


5 : y rs à à +1 0F 
de l'équation (67) satisfait en même temps à la relation p 


tous les points de C, puisque £o, Vo, Zo sont les coordonnées d’un 
point quelconque de cette courbe. 
Considérons enfin une courbe quelconque F, représentée par un 
» rep P 
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système de deux équations 
(68) T=A(Y), 2=mYy) 


et soil à d''terminer une surface intégrale de l'équation (66) pas- 
sant par T. Ce problème peut à son tour se ramener au précédent 
au moyen d’un changement de variables. Si l’on pose en effet 


T=X LEA), Eat Ù 
la rélation dz = p dx + q dy devient 


ds = p dX + pl'(Y)dY +q dY. 
et l’on en tire 
03 03 


Péquation (66) est alors remplacée par la suivante 


CS P[x +a), Y, E LE EL 
el nous aurons à rechercher une intégrale de cette nouvelle équa- 
tion se réduisant à u(Y) pour X = o. Nous voyons donc qu’en 
général une surface intégrale d’une équation du premier ordre 
est déterminée si l’on se donne une courbe située sur cette sur- 
face. Il peut y avoir plusieurs surfaces intégrales correspondant à 
la question, si l'équation analogue à (63) a plusieurs racines dis- 
tinctes, de même qu’une équation différentielle du premier ordre 
et de degré m en y’ admet en général m courbes intégrales passant 
par un point donné. Nous reviendrons plus loin sur le cas excep- 
tionnel, où les raisonnements sont en défaut. 

On a donné le nom de problème de Cauchy au problème qui 
consiste à déterminer une surface intégrale d’une équation aux 
dérivées partielles du premier ordre, passant par une courbe 
donnée. Le choix de ce nom a pour but de rappeler le lien étroit 
qui unit ce problème au théorème général de Cauchy, comme on 
vient de l'expliquer. Nous allons montrer maintenant comment on 
peut résoudre le problème de Cauchy par des calculs d'élimination, 
quand on connaît une intégrale complète, ce qui nous fournira 
une vérilication des résultats précédents. 

Soient 

V(æ, 7,3, 4, b)=0 
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une intégrale complète et T une courbe donnée, n'étant pas située 
sur l'intégrale singulière ni sur une des intégrales obtenues en 
donnant à a et à b des valeurs constantes. Le problème proposé 
revient à déterminer la fonction o(a) de telie façon que cette 
courbe F soit située sur la surface S définie par les deux équations 
oV oV + 


e T = -— 
(69) V[z, y, 3.a, ọ(a)] = 0, Ja * la) | 


Supposons les coordonnées z, y, z d'un point de F exprimées 
en fonction d’un paramètre auxiliaire À, 


(70) PESAN y= f A; 3 = fa(À), 


et soit U(À, a, b) le résultat obtenu en remplaçant +, y, z par les 
expressions précédentes dans Vie ya, 5 .bDes deux équa- 
tuons simultanées 

(71) U[X, a, ọla)] = o0, E + e= 
déterminent les valeurs de à et de a qui correspondent aux points 
d’intersection de la courbe F et de la surface S. Si la surface S 
passe par la courbe T, ces deux équations doivent former un sys- 
tème indéterminé, et par suite, en éliminant à entre ces deux rela- 
tions, on doit arriver à une identité. Cette élimination conduit à 
une relation entre a, #(a), #'(a) 


(72) Hla, g(a), 9 (a) = 0; 


c'est-à-dire à une équation différentielle du premier ordre pour 
déterminer (a). Il semblerait donc que le problème admet une 
infinité de solutions, contrairement au résultat de Cauchy. Mais il 
est facile de déduire des équations (71) une autre relation ne ren- 
fermant pas w'(a). En effet, supposons la courbe F située tout 
entière sur la surface S; quand on se déplace sur T, æ est une 
fonction de À qui satisfait à la fois aux deux équations (71), et, si 
l’on différentie la première de ces deux équations par rapport à À, 
il vient, en tenant compte de la seconde, 

(73) Pi a 0. 


Cette relation ne contient que À, a, #(a), et, en éliminant X 
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oU EE : f DA z 
entre U = o, z — 0: on aboutit à une équation qui détermine la 


fonction #(a). La méthode à laquelle on est conduit a une signi- 
fication géométrique évidente. En effet, l'équation U(, a, b)= 0 
détermine les valeurs de À qui correspondent aux points d'in- 
tersection de la courbe P avec l'intégrale complète; si l’on a 


aussi 


= 0, cette équation a une racine double, et l'intégrale 


GDN 
complète est tangente à T. En éliminant À entre les deux rela- 
. oU a 
tions U(A a, b)— 0, J = la condition obtenue ® (a, b) = o 


exprime donc que l’intégrale complète est tangente à T, et l’inté- 
grale cherchée passant parT peut étre définie comme lenve- 


loppe des intégrales complètes tangentes à cette courbe T: 
résultat que la géométrie rend presque intuitif ('). 


438. Caractéristiques. Méthode de Cauchy. — La méthode de 
Cauchy est indépendante de la théorie de intégrale complète; 
nous l’exposerons sous forme géométrique. Pour cela, cherchons 
d’abord la signification d’une équation aux dérivées partielles non 
linéaire 
(74) Fia;#r,s,p.,9)=0: 


Les coefficients angulaires du plan tangent à une surface inté- 
grale S passant par un point donné (x, y, z) de l’espace sont 
liés par la relation précédente. Ce plan tangent ne peut donc 
être un plan quelconque passant par le point (x, y, z); puisque 


(1) I est facile d’avoir l'intégrale générale de l’équation différentielle (32). En 
effet, si l’on remplace À par une constante arbitraire A, la fonction #(a) définie 
par l’équation 


(e) Uls apla) = o 
satisfait aussi à équation 


oU oU 
da (+ ð (a) 


(e)' ọ'(a)= o0, 

et par suite à l'équation obtenue en éliminant à, entre (e) et (e), qui n’est autre 
que léquation (72). La relation (e) représente donc lintégrale générale de l’équa- 
tion (72); il y a en outre une intégrale singulière, qui donne précisement la 
solution du problème proposé. 
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la position de ce plan ne dépend que d'un seul paramètre arbi- 
traire, il enveloppe en général un cône (T) ayant son sommet au 
point (x, y, 3), et l'équation (34) exprime que le plan tangent 
en un point quelconque M de l’espace à toute surface inté- 
grale S passant par ce point est aussi tangent à un certain 
cône (T) ayant son sommet en ce point. 

Le cône (T) dépend naturellement de la fonction F, et aussi de 
la position de son sommet, Pour avoir l'équation du cône (T) de 
sommet (x, y, 3), il faut, d'après sa définition, chercher l’enve- 


loppe du plan 

(75) Bunke pE Ty), 

les paramètres p et y étant liés par la relation (74). On doit pour 
cela éliminer p et y entre ces deux équations et la nouvelle rela- 
tion (I, n°202, Remarque) 

(76) Mn Xe) = 0 


Les deux équations (55) et (56) représentent la caractéristique, 
c'est-à-dire la génératrice de contact du plan tangent avec le 
cône (T). Si l’on suppose les axes de coordonnées rectangulaires, 
on a immédiatement l’équation du cône (N), supplémentaire du 
cône (T), qui est engendré par les normales aux diverses surfaces 
intégrales passant par le point M. Les équations de la normale 
étant en effet 


X—æ+p(Z—3)=0, Y—y+qg(Z—3)=0, 


on obtient, en éliminant p et g, l'équation du cône (N) 


4 X— 7 Y— y 
(77) F(z ya 7-7). 


Lorsque léquation proposée (74) est linéaire en p et q, le 
cône (N) est un plan, et le cône (T) se réduit à une droite A. 
Nous avons vu (n° 429) que l'intégration se ramène dans ce cas à 
la recherche des courbes, qui sont tangentes en chacun de leurs 
points à la droite A correspondante. On est conduit à la méthode 
de Cauchy en étendant ce procédé aux équations non linéaires. 

Soit S une surface intégrale, représentée par l'équation 


EPICE 
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En chaque point M de cette surface, le plan tangent est aussi tan- 
gent au cône (T) suivant une génératrice (G). Nous appellerons 
courbe caractéristique toute courbe C de la surface S qui, en 
chacun de ses points, est tangente à la génératrice G correspon- 
dante. Par chaque point de S (exception faite pour les points sin- 
guliers, s'il en existe), il passe une courbe de cette espèce et une 
seule. Le nom de caractéristiques donné à ces courbes sera jus- 
ufié plus loin (n° #39). Nous allons d’abord montrer, ce qui est 
la clef de la méthode de Cauchy, que ces courbes peuvent être 
déterminées par un système d'équations différentielles ordinaires, 
sans qu'il soit nécessaire de connaître la fonction f(x, y). Nous 
savons d’abord que la tangente à la courbe C coïncide avec la 
droite G représentée par les deux équations (55) et (76), que l’on 


peut encore écrire 
X— x y o h=s 
P Q Pp+Qg' 


avec les notations du n° 436. Le long d'une caractéristique x, y, 
z, p, qy sont des fonctions d’une seule variable indépendante, et 
nous pouvons déjà écrire entre les différentielles dx, dy, dz les 
relations 


dæ dy dz 
8 — = — T ———— — 
(78) TOC 


u étant une variable auxiliaire fictive, qui est introduite unique- 


du, 


ment pour plus de symétrie dans les raisonnements. Le long de 
cette courbe C, l’on a aussi 


dp = r dx +s dy, dq = s dx + t dy, 


r, $, t étant les dérivées du second ordre de la fonction f(x, y). 
D’autre part, puisque 3 = f(x, y) est une intégrale de l'équation 
proposée (74), les dérivées partielles r, s, ¿ satisfont aussi aux 
deux relations 


X+plL+Pr+Qsz=o, Y+gL+Ps+Qt=o, 


obtenues en différentiant cette équation par rapport à æ et par rap- 
port à y. En remplaçant, dans dp et dq, les différentielles dx 
et dy par P du et Q du, il vient 


dp=(Pr+Qs)du, dq =(Ps+Qt)du, 


www.rcin.org.pl 


550 CHAPITRE XXII. — ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 
c'est-à-dire, d’après les relations précédentes, 
dp = — (X + pZ)du, dq = — (Y +q Z)du. 


En ajoutant ces équations aux équations (78), nous parvenons à 
un système d'équations différentielles ordinaires 


(79) T =7-= pae = LE - 5 = da, 
qui est identique au système (64) auquel on est conduit avec la 
méthode de Lagrange. 

Ce système d'équations différentielles est absolument indépen- 
dant de l'intégrale considérée. On en déduit les conclusions sui- 
vantes. Soient (Zo, Vo, Zo) les coordonnées d’un point M, de S, 
po et qo les coefficients angulaires du plan tangent en ce point. Si 
la fonction F est holomorphe dans le voisinage de ce système de va- 
leurs, et si tous les dénominateurs des rapports (79) ne sont pas 
nuls à la fois pour £o, Vo, 30, Po, Qo, les équations (39) admettent 
un système d'intégrales et un seul prenant les valeurs £o, Yo; 30: Po, 
qo pour u = o. Il s'ensuit que st deux surfaces intégrales sont 
tangentes en un point (£o, Yo, Zo), elles sont tangentes tout le 
long d’une courbe caractéristique commune passant par ce 
point. Pour la commodité du langage nous appellerons élément 
tout système de valeurs attribuées aux cinq variables £, y, 3, p. q; 
un élément se compose, si l’on veut, de l’ensemble d’un point de 
coordonnées (+, y, z) et du plan de coefficients angulaires p, q, 
passant par ce point. Tout le long d’une courbe caractéristique, 
£, y, Z. p et q sont des fonctions d’une variable indépendante u. 
A chaque point d’une courbe caractéristique correspond donc un 
élément composé de ce point et du plan de coefficients angu- 
laires p, q, passant par ce point. Mais on a, d’après les équa- 


tions (79), =p sa +q a, de sorte que ce plan contient la 


tangente à la courbe au point (+, y, z). Lorsque le point (x£, y, 3) 
décrit la courbe caractéristique, le plan correspondant enveloppe 
une surface développable passant par cette courbe; c’est la déve- 
loppable caractéristique. À chaque courbe caractéristique cor- 
respond ainsi une développable caractéristique passant par cette 
courbe ; nous appellerons désormais caractéristique l'ensemble 
de la courbe et de la développable, ou la courbe seule, quand il 
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n'y aura aucune ambiguïté à craindre. Une caractéristique se com- 
pose, d’après cela, d’une infinité d'éléments, dépendant d’une 
variable indépendante, les variations infiniment petites de z, y, 
5, p, q étant liées par les relations (79). Une caractéristique est 
donc complètement définie si l’on se donne un de ses éléments, 
et le théorème énoncé tout à l'heure peut encore s’énoncer sous 
la forme suivante absolument équivalente : 


Si deux surfaces intégrales ont un élément commun, elles 
ont en commun tous les éléments de la caractéristique issue 
de cet élément. 


Les caractéristiques dépendent de trois paramètres arbitraires. 
En effet, une caractérique est déterminée si l’on se donne les 
coordonnées (Zo, Vos Zo, Po, qo) d'un de ses éléments; on peut 
regarder l’une de ces coordonnées, x, par exemple, comme ayant 
une valeur numérique donnée, et, d’autre part, d’après la défini- 
tion même des caractéristiques, on a, entre les coordonnées d’un 
élément quelconque, la relation Ei For 2o Po g) = 0: Al 
reste donc seulement trois paramètres arbitraires. 

Pour déterminer ces caractéristiques, remarquons d’abord que 
les équations (79) admettent l'intégrale première F = const., 
de sorte que si F(x, y, z, p, q) est nul pour les coordonnées 
(£o, Vos Zo, Pos qo) de l'élément initial, F est nul tout le long de 
la caractéristique issue de cet élément, ce qu’il était aisé de pré- 
voir, d’après la façon même dont on a obtenu les équations (79). 
Pour trouver les caractéristiques de l’équation proposée, on peut 
donc adjoindre au système (39) la relation F — o elle-même, ce 
qui ramène ce système à un système de trois équations différen- 
elles du premier ordre. 

Supposons qu'on ait obtenu les équations en termes finis des 
caractéristiques; soient, pour fixer les idées, 


K = fi(æ, To; Fo» 30; Po; qo), Z =, To; Fo; 50, Po; qo), 


(80) | 
l P = fT, Los, Yos Zos Pos Go), q SE, Zo, Vo: Zos Po: Yo) 


les équations de la caractéristique issue de l’élément 


(£o, Yo, Zo, Pos qo) r 


Les deux premières équations (80) représentent la courbe carac- 
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téristique elle-même, et toute surface intégrale, étant un lieu de 
courbes caractéristiques, s’obtiendra en supposant que Zo, Vo, Z0, 
Po; qo sont fonctions d’un paramètre auxiliaire ¢. Nous sommes 
donc conduits à rechercher comment on doit prendre ces cinq 
fonctions de ¢, pour que la surface engendrée par les courbes 
caractéristiques soit une surface intégrale. Pour traiter cette ques- 
tion d’une façon plus symétrique, nous introduirons avec M. Dar- 
boux la variable auxiliaire u. 


Soient 
| £ = Q(U, Lo, Yos Zos Pos qo), 
(81) t Y = Pau, Lo, Yos Zos Pos qo), 
| Z = Q3( U, Lo, Yos Zos Po, Yo), 
(82) \pP —P(u, To; Yos Zo; Pos Go), 
| q = gs(u, Zos Yos Zo, Pos G0); 


les formules qui représentent les intégrales du système (79) pre- 
nant pour u = o les valeurs Zo, Yo, Zos Pos Qo respectivement. 
Quand on remplace dans ces formules Zo, Vo, 30, Po: go par des 
fonctions d’une seconde variable auxiliaire 6, les équations (81) 
représentent en général une surface S, u et 6 élant regardées 
comme deux variables indépendantes. Pour que cette surface S 
soit une surface intégrale, dont les courbes 6 = const. soient les 
caractéristiques, il faut que les formules (82) donnent précisément 
les coefficients angulaires du plan tangent à cette surface, et en 
outre que l’on ait, en tout point de S, la relation F= o. Les 
cinq fonctions +, y, 3, p, q des deux variables v et v doivent done 
satisfaire aux trois conditions 


(83) F(#,7,%,p,q)=0, 
i oz 0x LA AN 
(84) rs dd dal À" To 
à dz ox Oya 
(85) Bo e o FT 


Les cinq fonctions y; étant des intégrales du système (79), on a, 
comme on l’a déjà remarqué, F (x, y, 2, p, q) = F (£0, Yo, Zo, Pos qo) 
et par suite la relation (83) sera satisfaite pourvu que l’on ait 


(86) F (£o; Yo: 30; Po» qo) = 0. 
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La relation (84) est satislaite d'elle-même, car c’est une consé- 
quence des équations différentielles (59). Quant à la condition (85), 
Cauchy la transforme comme il suit. 

En désignant par H le premier membre de cette relation, nous 
avons, en différentiant par rapport à w, 

oH 023 dr oy or op: OY g 


du ai du dv ait du de “i du de de du de du 


D'autre part, en différentiant par rapport à ọ la relation (84), 
nous avons aussi 
3 dr By op ðr oq dy 


HP du dv ai ðuðy 7 du dv de Vu dv du 


En retranchant membre à membre, il vient encore 


OH __d9p 0x .dqg dy dx dp dy dg 
ES "TE RO RS PE ee PT d 


du de du de du de du de du 


ou, en remplaçant les dérivées par rapport à u par leurs valeurs 
tirées des formules (59), 


oH __, ot dy COMPOERT : ON. dx dy 


Nous effectuerons une dernière transformation, en observant 
que les cinq fonctions +, y, z, p, gq de v satisfont à la relation 


Fig, Y: Z, P, q) = 9, 
et que, par suite, l’on a aussi 


dx dy 03 op òq 


= 0; 


a , oH r . 
la valeur précédente de Ju peut donc s'écrire 


9H dx oy oz 


(87) M MAA ENA 


On tire de cette relation la valeur suivante de H, 


-f Zdu 
(88) H = Hoe 0 = 


Ho désignant la valeur de H pour u = o, c’est-à-dire quand x, y, z, 
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p, q se réduisent respectivement à Zo, Vo; Zo, Po, o. La fonc- 
tion F, et par suite la dérivée partielle Z, étant supposées holo- 
morphes dans le voisinage des valeurs £e, Yo; Zo, Pos Qo; pour 
que H soit nul, il faut et il suffit que H, soit nul, c’est-à-dire 


, a2 02, 0% , do 
que l’on ait = Po + do 


En résumé, pour obtenir une surface intégrale ('), il suffit 
de remplacer, dans les formules (80) ou (81), £o, Yo; Zo, Pos qo 
par des fonctions d’une variable auxiliaire v, satisfaisant aux 
deux conditions 


s Z dx g 
(89) F (Zo, Yos 30; Po: q0) = 0, = = Po + qo — 


de 

La méthode conduit très facilement à la solution du problème 
de Cauchy. En effet, si Pon veut déterminer une surface intégrale 
passant par une courbe donnée I, on peut prendre pour £o, Yo; Zo 
les coordonnées d’un point de cette courbe supposées exprimées 
en fonction d’un paramètre variable p, et les équations (89) déter- 
minent Ps et go. La solution peut aussi s’énoncer en langage 
géométrique; en effet, la première des relations (89) exprime 
que le plan de coefficients angulaires po, Jo, passant par le 
point (£o, Yo, Z0), est tangent au cône (T) ayant son sommet en 
ce point, et la seconde que ce plan passe par la tangente à la 
courbe T. La marche à suivre peut donc être formulée ainsi : Par 
la tangente à la courbe T en un point M de cette courbe, on 
fait passer un plan tangent au cône (T) de sommet M; soit C 
la caractéristique issue de l’élément ainsi déterminé : la sur- 
face engendrée par cette caractéristique, lorsque le point M 


(1!) Le raisonnement suppose toutefois que les dénominateurs P, Q, X + pZ, 
Y + qZ ne sont pas tous nuls pour les valeurs initiales Z}, Yọ, Zo Poso. Dans ce 
cas, les formules (81) et (82) se réduisent à Z = Zo Y = Yo Z = Zo P = Po 
q = qv tandis que, si l’on supprime la variable auxiliaire w, les équations (79) 
peuvent admettre des intégrales prenant les valeurs initiales données (n° 392, 
Remarque). Les intégrales de l’équation proposée qui satisfont en même temps 
aux quatre équations 


P=, Q= 0; X+pZ=o, Y+ag1z=0, 


échappent donc à la méthode générale. De telles intégrales, s’il y en a, sont des 
intégrales singulières; il n’en existe pas d’une façon normale, pour une équation 
donnée a priori, et non formée par l'élimination des constantes. 
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décrit la courbe T, est une surface intégrale passant par cette 
courbe P. 

ll y aura autant de surfaces répondant à la question que l’on 
peut mener de plans tangents au cône (T) par une tangente à la 
courbe T. Il est clair que l’on doit associer les plans tangents 
formant une suite continue. 

Considérons d’abord le cas général où la tangente à la courbe F 
n’est pas une génératrice du cône (T); po et go étant les coeffi- 
cients angulaires du plan tangent au cône (T), les cosinus direc- 
teurs de la génératriee de contact sont proportionnels à Po, Qo, 


Popo + Qogo (formules 75 et 56). La différence Po A -Q F = 


n’est donc pas nulle, et par suite les valeurs de po et g qo rées 
des relations (89) sont des fonctions holomorphes de v dans le voi- 
sinage du point considéré de T. D'un autre côté on peut résoudre 
les deux premières Serres (81) par rapport à ù et à p, car 


æ 0 dy 0x AP | 
le déterminant fonctionnel PA D LUS ee nédon pour u = o à 
du de yi dy 
dx\ yo dy\ 0% 0æ 
S e some LL: 7: ir alapa S ; 
Ga) dy (2) Jp ? C'est-à-dire à Po Z T 0 En portant les 


valeurs de w et de p dans la troisième formule Pi ), on voit que z 
est une fonction holomorphe de æ et de y dans le voisinage du 
point considéré (voër n° 437). 


Lorsque la tangente à la courbe F se confond avec la génératrice de 
contact du plan de coefficients angulaires ps, go avec le cône (T ) en un 
point particulier de cette courbe, ce point est en général un point sin- 
gulier pour l'intégrale correspondante. Lorsque cela a lieu en tous Les 
points de F, nous avons deux cas à distinguer suivant què la courbe F est 
une courbe caractéristique, ou non. 

Si la courbe T est une courbe caractéristique, elle est tangente en chacun 
de ses points à une génératrice G du cône (T) ayant ce point pour sommet, 
et la développable caractéristique est l'enveloppe du plan tangent au 
cône (T) suivant la génératrice G, lorsque le sommet M décrit T. La 
courbe caractéristique issue de chacun des éléments ainsi déterminés se 
confond avec la courbe F elle-mème, et les formules (81) ne définissent 
pas une surface. Mais il est clair que dans ce cas le problème est indéter- 
miné. Soient en effet M un point de F, P le plan tangent au cône (T) de 
sommet M suivant la tangente G à T, et T’ une autre courbe passant 
par M dont la tangente en M soit une droite du plan P différente de G. 
D’après ce que nous venons de démontrer, la surface intégrale passant 
par I’ renferme la courbe P. 
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Si l'équation proposée (74) n’est pas linéaire en p et q, comme nous le 
supposons, la courbe P peut être tangente en chacun de ses points à une 
génératrice G du cône (T) correspondant, sans être une caractéristique. 
Les courbes les plus générales jouissant de cette propriété dépendent en 
effet d’une fonction arbitraire. Soit 


y L—s\ 
(era y) 


l'équation du cône (T) de sommet (x, y, 3). Pour qu’une courbe T soit 
tangente en chacun de ses points à une génératrice de (T), les coor- 
données z, y, z d'un point de cette courbe doivent être des fonctions 
d’une variable v satisfaisant à la condition 


(90) a(z, y, z; FE) =0 

Si l’on prend par exemple æ pour variable indépendante, on peut choisir 
arbitrairement y = f(x), et en remplaçant y par f(x) dans la relation 
précédente on a une équation différentielle du premier ordre pour déter- 
miner z en fonction de v. On appelle courbe intégrale toute courbe sa- 
tisfaisant à la condition (go), sans être une courbe caractéristique. 

Cela posé, supposons que la courbe T, pour laquelle on veut résoudre 
le problème de Cauchy, soit une courbe intégrale. De chaque point M 
de T part une courbe caractéristique tangente à I, et il résulte du calcul 
fait plus haut que la surface S engendrée par ces caractéristiques est une 
surface intégrale; il suffit en effet de prendre pour zo, Yo, 30 les coordon- 
nées d’un point de I et pour po, go les coefficients angulaires du plan 
tangent au cône (T) le long de la tangente à T. Mais cette courbe T est 
une ligne singulière de la surface S. En effet, s’il n’en était pas ainsi, les 
dérivées z, s, t auraient des valeurs finies en un point de F et, comme l’on 
a déjà Qo dro = Po dyo, les calculs faits à la page 569 pour établir les équa- 
tions (79) s’appliqueraient sans modification, et l’on en conclurait que 
la courbe T est une caractéristique, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Cette courbe T, qui est l'enveloppe des caractéristiques de la surface S, 
est analogue à l’arête de rebroussement d’une surface développable. 


Remarque. — La méthode de Cauchy donne aussi facilement 
une intégrale complète. On satisfait en effet aux conditions (89) 
en posant £= &, Yo™ b, 3 —C, A, b, c étant trois constantes 
quelconques, po et qo étant liés par la relation F (a, b, c, po, go) =0. 
La surface intégrale ainsi obtenue est le lieu des courbes carac- 
téristiques issues du point (a, b, c), qui est évidemment un point 
conique pour cette surface. Si l’on regarde une des coordonnées q, 
b, c comme une constante numérique, on a une intégrale complète. 
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Exemples. — 1° Prenons l'équation traitée par Cauchy pq — zy = o; 
les équations différentielles des caractéristiques peuvent s'écrire, en tenant 
compte de l'équation elle-même, 


p dx = q dy = = = x dp = y dq. 
On en tire successivement les combinaisons intégrables 
Le. À DE; ds = Lux dx = Toy dy, 
p a q y z N 
et la caractéristique issue de l’élément (£o, Yo, 30, Po, qo) est représentée 
par les formules 


T g ) 
Er + L t i- ps iae 
Po To go Yo To Jo 
Zo, Yo, Po, Qo étant liés par la relation pogo = zo yo. Pour avoir l'intégrale 
qui, pour æ = Lo, se réduit à ọ (y), nous poserons, conformément à la mé- 
thode générale, yo = u, zo= g(u), et les équations (89) donnent ici 


ToU. 
ọ (u) 


qo=9 (u) p= 


L'intégrale demandée est donc représentée par le système des deux équa- 
tions simultanées 


3— glu) = gi (et ag) = 200 


(y u? ); 


qui définissent w et 3 comme fonctions de v et de y. Ces deux équations 
peuvent être remplacées par les deux suivantes, 


[z—gtu)}? = (x? — xè )( y?— u?), [š —ọ(u)]ọ' (u) = u(x?— rè), 


dont la seconde se déduit de la première en différentiant par rapport au 

paramètre u. On aura l'intégrale cherchée en éliminant «, et nous pouvons 

observer que ce résultat est bien d’accord avec la théorie de Lagrange. 
2° Reprenons léquation de la page 557 


G+p?+ q?)z— R? = 0, 


qui exprime que la longueur du segment de normale limité au plan des zy 
est égal à R. Pour avoir le cône des normales (N) relatif à un point M de 
l’espace. il suffira donc de décrire du point M pour centre une sphère de 
rayon R, et de prendre le cône de révolution de sommet S passant par le 
cercle d’intersection du plan des zy avec cette sphère, Le cône (T) est le 
cône de révolution de sommet M, supplémentaire du premier, Nous con- 
uaissons ici une intégrale complète, les sphères de rayon R ayant leur 
centre dans le plan des æy; les courbes caractéristiques, intersection de 
deux sphères infiniment voisines (voir n° 439), sont donc des cercles de 
GIE 37 
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rayon R, dont les plans sont parallèles à l'axe des z et dont les centres 
sont dans le plan des æy. Toute courbe intégrale, nous l'avons vu, peut 
être considérée comme l'enveloppe des courbes caractéristiques situées 
sur une surface intégrale. Ces courbes sont donc représentées par le sys- 
tème des trois équations 


(x—a)} =+ [y— ļ9(a)]}—+ z?— R?= o, 
s= aK pay a o; 


1+ ọ?(a)+ ọ(a)"(a)—yş"(a)= v, 


la fonction ọ(a) étant arbitraire. 


439. La notion de caractéristique peut se déduire, d’une façon très na- 
turelle, de la théorie de Lagrange. Nous avons vu, en effet, que, si V = o 
est une intégrale complète de l'équation du premier ordre proposée, on 
obtient une surface intégrale en éliminant a entre les deux relations 


9V oV i 
— + Q 
da do(a) ' 


(91) EE E N A EE 


ọ(a) étant une fonction arbitraire. Lorsque l’on donne au paramètre a 
une valeur constante, ces deux équations représentent une courbe, dont 
le lieu est la surface intégrale. Les équations de cette courbe sont de la 
forme 
(92) Viei yo 3, 4, b) =, ARRANT 
a, b, c étant des paramètres arbitraires. Ces courbes forment un com- 
plexe, et nous voyons que les surfaces intégrales sont engendrées par les 
courbes de ce complexe, associées suivant une loi convenable, Le nom de 
caractéristiques donné à ces courbes s'explique de lui-même, puisque ce 
sont les courbes de contact de l'intégrale complète avec son enveloppe. 
Les développables caractéristiques s’introduisent tout aussi naturellement. 
Considérons une courbe caractéristique correspondant aux valeurs &o, bo, 
co des paramètres &, b, c; toutes les surfaces intégrales obtenues au 
moyen de fonctions ọ, telles que l’on ait bo = ọ(&o), Co = g'(&o), passent 
par cette courbe et sont tangentes entre elles tout le long de cette courbe, 
car les valeurs de p et de q qui, pour un point quelconque d’une surface 
intégrale, sont données par les formules 

| oV 9V av oV 
(93) PR Ar 7 Dai Pr VS 
sont les mêmes pour toutes ces surfaces. Il est donc naturel d'associer à 
chaque courbe caractéristique une développable caractéristique passant 
par cette courbe. Les quatre équations (92) et (93) permettent d'exprimer 
quatre aes variables æ, y, 3, p, q au moyen de l’une d'elles et des trois 
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constantes arbitraires a, b, c. Pour démontrer l'identité des multiplicités 
ainsi définies avec les caractéristiques déduites de la méthode de Cauchy, 
il suffit de prouver que ces nouvelles multiplicités satisfont aux équations 
différentielles (79). Je renverrai pour ce calcul aux Ouvrages spéciaux. 
(Leçons sur l'intégration des équations du premier ordre, p. 121-128.) 


Remarque. — La théorie de l'intégrale complète s'applique aussi bien 
aux équations linéaires qu'aux équations non linéaires. Il semble au con- 
traire, à première vue, que la méthode de Cauchy se présente d’une façon 
tout à fait différente pour les équations linéaires et pour les équations non 
linéaires. En effet, les caractéristiques d’une équation linéaire, ou d’une 
équation qui se décompose en plusieurs équations linéaires, forment une 
congruence, et non un complexe. Mais, si l’on associe à chaque courbe 
caractéristique une développable caractéristique, l’anomalie disparaît. 
Chaque courbe caractéristique appartient en effet à une infinité de déve- 
loppables caractéristiques, dépendant d’une constante arbitraire, de sorte 
que cet ensemble dépend bien de trois constantes arbitraires. Reprenons 
par exemple l'équation des surfaces coniques pæ + qy— z —o. L'équa- 
tion 3 = ax + by représente une intégrale complète formée de plans P 
passant par l’origine. Les courbes caractéristiques sont des droites passant 
par l’origine, et les développables caractéristiques sont les plans P eux- 
mêmes. On obtiendra donc une caractéristique en associant à une droite 
passant par l’origine un plan passant par cette droite : cet ensemble dépend 
bien de trois constantes arbitraires. 


IV. — EQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR AU PREMIER. 


440. Généralités. 
Cauchy s'étendent l’une et l’autre aux équations aux dérivées partielles 
du premier ordre à un nombre quelconque de variables indépendantes, et 
même aux systèmes d'équations simultanées du premier ordre avec une 
seule fonction inconnue. Le problème paraît beaucoup plus difficile 
quand on passe aux équations d'ordre supérieur au premier, et ce n’est 
que dans des cas particuliers que l’on peut ramener l'intégration d’une 
équation aux dérivées partielles d'ordre n (n > 1) à l'intégration d’un ou 
de plusieurs systèmes d'équations différentielles ordinaires. Il en est ainsi, 
par exemple, lorsqu'une équation ne renferme que les dérivées par rap- 
port à une seule des variables; considérons, pour fixer les idées, l'équa- 
tion 


La méthode d'intégration de Lagrange et celle de 
D o 5 


0" 3 dz 01 +) 


sa IQ Tr 


où le second membre ne renferme que les dérivées par rapport à x. Si 
l’on suppose que y ait une valeur constante, cette équation est en réalité 
une équation différentielle ordinaire d'ordre n entre les deux variables z 
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et æ, ettoute intégrale de cette équation z =F(x, y), quand on y attribue 
à y une valeur constante, est aussi une intégrale de la même équation, 
considérée comme une équation différentielle ordinaire. Inversement, soit 
z = db(x,y, Ci, Ca, ..., Cn) l'intégrale générale de cette équation diffé - 
rentielle; toute fonction des deux variables x, y, obtenue en remplaçant C;, 
Cə, ..., Cn par des fonctions arbitraires de y, est une intégrale de l’équa- 
tion proposée, et l’on obtient toutes ces intégrales en donnant aux fonctions 
arbitraires toutes les formes possibles. Mais ce n’est pas là le seul cas où 
l'intégrale générale d’une équation aux dérivées partielles d'ordre n peut 
être obtenue par l'intégration d’un système d'équations différentielles ordi- 
naires. 

Les théorèmes d'existence de Cauchy s'étendent aussi aux équations 
d'ordre supérieur. Bornons-nous, pour plus de précision, aux équations 
du second ordre 


(95) ER ART Z, P, 1, s, t); 


Je théorème d'existence peut alors s’énoncer ainsi : La fonction 
S (£, Y, 3, P, Q, $: t) 


étant holomorphe dans le voisinage des valeurs £o, Yo, Zo, Po, Qo, Sos 
to, soient 9o( y) et #,(y) deux fonctions de y, holomorphes au voisi- 
nage de yo, et telles que l’on ait 


Gol Yo) = Zo, Qo (V0) = o, olro) = to; SC Yo) = Po; Po) = 80; 
il existe une fonction z des deux variables x et y, satisfaisant à 
l'équation proposée (95), holomorphe au voisinage de £o, Yo, et telle 


res i oz . 
que, pour £ = To, Z se réduise à yo( y) et m4 (y). 


La démonstration est toute pareille à celle qui a été développée plus 
haut (n° 386) pour les équations du premier ordre (1). 

Les conditions qui déterminent la surface intégrale peuvent s'énoncer 
géométriquement d’une façon très simple. Soit C la courbe plane repré- 
sentée par les deux équations 


LT = Lo 2 = Eo(Y); 


cette courbe C appartient à une infinité de surfaces intégrales, dépendant 
d’une fonction arbitraire &, (y). Si cette fonction &,(y) est donnée aussi, 
le plan tangent à la surface est connu par là même tout le long de la 
courbe C. Par une généralisation toute semblable à celle du n° 437, on 
démontre qu’une surface intégrale d’une équation du second ordre de 


` 


(1) E. Goursar, Sur l'existence des fonctions intégrales d’un système d'équa- 
tions aux dérivées partielles (Bulletin de la Société Mathématique, t. 26, 


p. 129-134). 
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forme quelconque est en général déterminée par la condition de passer 
par une courbe donnée T, plane ou gauche, et d'admettre un plan tangent 
donné, en chaque point de cette courbe. La recherche de cette surface 
intégrale constitue le problème de Cauchy pour les équations aux dérivées 
partielles du second ordre à deux variables indépendantes. 


441. Équations de Monge-Ampère. — La première méthode générale 
d'intégration pour les équations du second ordre est due à Monge; elle a 
été ensuite étendue par Ampère à des équations d’une forme plus générale, 
que l’on appelle aujourd'hui équations de Monge-Ampère. 

Soient u(x, Y, 3, p, q), v(æ, Y, Z, P, q) deux fonctions de +, y, 3, p, 
q; considérons une équation du premier ordre de la forme 


(96) uli Y, 3, p, q)=r{v(x, y, 3, p, q)], 


la fonction + étant quelconque. En faisant varier la forme de cette fonc- 
tion r(v), on obtient une infinité d'équations du premier ordre; mais, 
quelle que soit la fonction r(v), toutes les intégrales de l'équation (96) 
satisfont à une même équation du second ordre, indépendante de 7. Il 
vient en effet, en différentiant l’équation (96) par rapport à + et par rap- 
port à y, 


l du ðu du du ' ð% de ðo de 
$ Cid a a a a a a 
(97) | du du du du P o de de d6 \. 
pr a OR et De A 


l'élimination de r'(») entre ces deux relations conduit à une équation dw 
second ordre 


Diw v) 


Boat ONE Ct+ D =o, 


(98) 
A, B, C, D étant des fonctions de +, y, 3, p, q, dont il serait facile d'écrire 
l'expression au moyen des dérivées partielles de w et de v. D'après la façon 
même dont on obtient cette équation, son premier membre est identique 
au jacobien des deux fonctions w(x, y, 3, p, q)et v(x, Y, Z, P, q) par 
rapport aux deux variables æ et y, ce jacobien étant calculé en regar- 
dant z comme une fonction de x et de y, p et g comme ses dérivées par- 
tielles. L'équation du second ordre (98) est donc équivalente à l’équation 
du premier ordre (96), avec une fonction arbitraire +(#). Cette équation 
du premier ordre s'appelle une intégrale intermédiaire de l'équation du 
second ordre (98); nous pouvons encore l'écrire, sous une forme équiva-. 
lente mais plus symétrique, 


(99) g(u,v)=0, 


o désignant une fonction arbitraire. 
Les équations du second ordre auxquelles on est ainsi conduit rentrent. 
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dans le type suivant 


(100) Hr+okKs+Lt+M+N(r1—s)—0o, 


H, K, L, M, N étant des fonctions de +, y, z, p, q. Toute équation de 
cette forme est une équation de Monge-Ampère, mais elle ne provient 
pas en général de l'élimination d’une fonction arbitraire r(v), si les coef- 
ficients H, K, L, M, N sont quelconques. Pour qu’il en soit ainsi, ces coef- 
ficients doivent satisfæire à certaines conditions que nous nous proposons 
de rechercher. 

Généralisant un peu le problème, nous dirons que toute équation du 
premier ordre 


(101) Fea mam a =E G 


où C est une constante arbitraire, est une intégrale intermédiaire de 
l'équation (100), si toutes les intégrales de cette équation du premier 
ordre (sauf peut-être les intégrales singulières) satisfont aussi à l’équa- 
tion (100), quelle que soit la constante C. De l’équation (101) on déduit, 
en différentiant par rapport à æ et à y, 
tn). EE PET STE ER. MER PRE PAT 
ox -oz ap dq dy oz dp oq 

si de ces relations on tire deux des dérivées du deuxième ordre. r et s par 
exemple, et qu’on les porte dans l'équation (100), le résultat doit se ré- 
duire à une identité. En effet, si ce résultat n’était pas indépendant de ¢, 
on en tirerait la valeur de ż, et par suite on aurait les trois dérivées du 
second ordre exprimées au moyen de x, y, z, p, q. Des différentiations 
successives permettraient d'exprimer de proche en proche toutes les dé- 
rivées partielles de z au moyen de +, y, z, p, q, et les intégrales com- 
munes aux équations (100) et (101) ne pourraient dépendre que d’un 
nombre fini de constantes arbitraires. Si le résultat de la substitution est 
indépendant de ż, comme ce résultat R(x, y, 3, p, q) est indépendant de C, 
l'équation (100) ne peut admettre toutes les intégrales de équation (101) 
à moins que R ne soit identiquement nul. En résumé, pour que l'équation 
du premier ordre (101) soit une intégrale intermédiaire de équation (100), 
il faut et il suffit que la relation (100) entre les variables r, s, £ soit une 
conséquence des relations (102) entre les mêmes quantités. S'il en est 
ainsi, toutes (1) les intégrales de l'équation du premier ordre (101) véri- 
fient bien les relations (102) et par suite l'équation (100). 

Pour exprimer que l'équation (100) est une conséquence algébrique 


(1) Exception doit cependant être faite pour les Aa qui satisfont à la 


fois aux relations Le 0, £ = 0; o£ +p = 0, — £ +q Le 
tions (102) deviennent alors illusoires. 


Ces intégrales, s’il en existe, sont des intégrales singulières de l'équation (101). 


= 0, car les égua- 
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des relations (102), il est commode de se servir d’une réprésentalion géo- 
métrique. Regardons +, y, 3, p, q comme des constantes données, et r, 
s, t comme les coordonnées cartésiennes d’un point dans l’espace à trois 
dimensions. Avec ces conventions, l'équation (100) PE E une surface 
du second degré E (si N mest pas nul), ou un plan P (si N est nul); les 
équations (102) représentent une droite D, et tout revient à exprimer que 
cette droite D appartient à la surface E ou au plan P., 

Supposons N Æ o; il faut alors que la droite D se confonde avec une 
génératrice rectiligne G de la surface X. Pour obtenir ces génératrices, 
nous pouvons écrire léquation (100), en multipliant tous les termes par N, 


(Nr L)(Nt + H)— N?s?— 2 KNs + MN — HL = o0, 


ou encore 


(103) (Nr + L)(Nt+ H)—(Ns+ a a a = 0, 


À, et ào étant les deux racines de l'équation du second degré 


(104) À2+ 2K À + HL — MN = 0. 


Toute génératrice rectiligne est donc représentée par l’un des deux sys- 
tèmes d'équations 


į Nr+ L = (Ns +à), (B NFL = al(Ns àe), 
I Ns ER pNt+H), l PNF HEGRA, 


(A) 
le paramètre pu étant indéterminé. Pour que l'équation f = G soit une inté- 
grale intermédiaire, il faut et il suffit que le système des équations (102) 
soit équivalent à l’un des systèmes (A) ou (B). Écrivons, par exemple, 
que les systèmes (102) et (A) représentent la même droite; nous avons 
trois conditions seulement 


) ) 
op A oq _ 0x dz dy — 03 
N EE; — uN F L — uà; As— uli 


et, en éliminant le paramètre u, nous voyons en définitive que la fonc- 
tion /(æ, y, Z, p, q) doit satisfaire aux deux équations simultanées 


(105) $ (+ rE)- Ludo 
| n( qE) nu Le 


De même, pour que la droite D représentée par les équations (102) soit 
une génératrice du système (B), il faut et il suffit que la fonction f vérifie. 
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les deux équations 


[NÉ +p Z) -u =o, 


L ox o 
(105 bis) ( of of f i 


qui se déduisent des précédentes en permutant À4 et À. 

La recherche des intégrales intermédiaires de l'équation de Monge- 
Ampère est donc ramenée à la recherche des intégrales communes à deux 
équations simultanées de la forme (105). C’est là une question bien connue 
que je ne puis développer ici (1). Si les coefficients H, K, L, M, N 
sont quelconques, les équations (105) n’admettent pas d’autre intégrale 
que f= C; il en est de même des équations (105 bis), et l'équation du 
second ordre n’a pas d'intégrale intermédiaire. D’une façon générale, les 
cas particuliers qui peuvent se présenter sont les suivants; ce qu’on dira 
du système (105) s'applique également au système (105 bis). Les équa- 
tions (105) peuvent n’admettre aucune intégrale autre que f = G (c’est le 
cas général), ou admettre une, deux, ou trois intégrales distinctes; on 
dit que plusieurs intégrales sont distinctes lorsqu'il n'existe entre ces inté- 
grales aucune relation indépendante de x, y, Z, p, g. On peut toujours 
trouver le nombre des intégrales distinctes par des différentiations et des 
éliminations, et ces intégrales elles-mêmes s’obtiennent par l'intégration 
d’un système d'équations différentielles ordinaires. 

Si l’un des systèmes (105) ou (105 bis) admet deux intégrales distinctes 


u(r, Y, 3, p.q) et olz, Y, 3, P: 4); 


le même système admet l'intégrale ọ(u, v), quelle que soit la fonction &, 
et l'équation de Monge-Ampère (100) admet une intégrale intermédiaire 
dépendant d’une fonction arbitraire 


(106) G(u,v) = 0. 


Il est facile de vérifier que l'équation (98) obtenue plus haut par l'éli- 
mination de la fonction arbitraire 


du ka du _ du Je du A de de g de de ý 
dx dz P 4p oq Jy gz? Ip dg ) 


so D 0 PL ES LAS ou du Astr) — 0 
0x 03? dp ` Qq ) dy az 1+ ap 69 } — 


est identique à l'équation (100) si les deux fonctions u et v satisfont à la 
fois à l’un des systèmes (105) ou (105 bis). Prenons par exemple le pre- 


(1) Voir, par exemple, mes Leçons sur l'intégration des équations aux déri- 
vées partielles du premier ordre (Chap. IT) 
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mier cas; multiplions tous les termes de l'équation précédente par N? et 
. [du du : a : 
remplaçons N SRE ES TA aw. leurs expressions tirées des équa- 
or 3 
tions (105). En développant les produits indiqués, on retrouve l'équation 


Din en 
N He € 
DI, q) 


En résumé, pour que l'équation de Monge-Ampère admette une 
intégrale intermédiaire dépendant d'une fonction arbitraire, il faut 
et il suffit que l’un des systèmes (105) ou (105 bis) possède deux inté- 
grales distinctes. Lorsqu'il en est ainsi, l'intégration de l’équation de 
Monge-Ampère est ramenée à l'intégration de l'équation du premier 
ordre o(u, v) =0, ou ¢ —r(u). En général, on ne peut effectuer l'inté- 
gration de cette équation du premier ordre qu'après avoir pris pour la 
fonction arbitraire r(u) une forme déterminée. La solution du problème 
de Cauchy pour l'équation de Monge-Ampère se ramène dans ce cas à 
l'intégration d’un système d'équations différentielles ordinaires. Supposons 
en effet que l’on se donne une courbe T et une surface développable pas- 
sant par cette mème courbe; les coordonnées +, y, z d’un point de T et 
les coefficients angulaires p, q du plan tangent au point (+, y, Z) à cette 
développable sont des fonctions d’un paramètre variable 4. En rempla- 
çant æ, Y, Z, p, q par leurs valeurs dans u et v, les résultats sont des 
fonctions U (2%) et V (2) de a. Pour que l’équation du premier ordre ¢ — r(u) 
admette une intégrale tangente à la développable donnée le long de la 
courbe I, la fonction v doit satisfaire à la relation V(4) = x[U(x)], qui 
détermine en général cette fonction. La fonction z(u) étant connue, on 
est ramené à trouver une intégrale de l’équation ¢ = z(u) passant par la 
courbe T, c’est-à-dire au problème de Cauchy pour une équation du pre- 
mier ordre. 


[Hr+oKs+Lt+M+N(rt—s)]= o: 


Remarque. — Nous avons supposé jusqu'ici N £ o. Si N est nul, l’équa- 
tion (100) représente un plan. On pourrait refaire une théorie analogue 
à la précédente, mais il est facile de ramener ce cas à celui qui a été 
traité. En effet, si le coefficient M n’est pas nul, la transformation de 
Legendre appliquée à l'équation (100) conduira à une équation de même 
espèce où le coefficient de rt — s? ne sera pas nul (I, n° A). Si lon a à la 
fois M = 0, N = 0, une transformation z = Y(x, y) + Z conduira à une 
équation de même forme où le terme indépendant des dérivées du second 
ordre de Z ne sera pas nul, pourvu qu’on prenne pour la fonction Y(æ,y) 
une fonction qui ne soit pas une intégrale de l'équation (100). 


Exemples. — 1° Soit l'équation s? — rt =o. Les deux systèmes (105) 
et (105 bis) se réduisent à un seul 

s of fa of LR 
(107) TT Au pta 
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L'intégrale générale de la première équation est F(u, y, p, q) où 
u=z— px; en écrivant que F(u, y, p, q) satisfait aussi à la seconde 
équation, on obtient la relation 


+g— =0 
1 Ju : 
dont l'intégrale générale est une fonction arbitraire de p, q et de 


u —qy=z3—pzrzr—qy. 


Le système (107) admet donc trois intégrales distinctes, et toute équation 
du premier ordre de la forme ọ( p, q, 2—pr—qy)=0 est une inté- 
grale intermédiaire. En particulier, prenons l'intégrale intermédiaire 
q = (p), dont une intégrale complète 


z=ax+yo(a)+b 
se compose de plans; l'intégrale générale est formée de surfaces dévelop- 
pables, et nous retrouvons un résultat déjà obtenu (1) (I, n°% 42 et 222). 
2° Soit l'équation (1+ g?)s — pqt =0, qui exprime que les sections 
de la surface z = f(x, y) par les plans parallèles au plan x = o sont des 


lignes de courbure. On peut trouver aisément une intégrale intermédiaire 
sans avoir recours à la méthode générale; si l’on écrit en effet l’équa- 


. s qt Us . 
tion — = ———, les deux membres sont les dérivées partielles par rapport 
Mt à 
; | Ë ; À Dr 
à y de log pet de — log(1 + q?). L’équation proposée admet donc une inté- 
2 
grale intermédiaire que l’on peut écrire 


(108) p=Vi+gf'(zx), 


f(æ) étant une fonction arbitraire de z. Cette équation du premier ordre 
admet l'intégrale complète 


z=vVi+af(r)+ ay +b, 


et l'intégrale générale est représentée par le système des deux équations 


z3=Vi+atf(x) +ay+o(a), y+ Fa) + -== f(x) = 0, 
qui permettent d'exprimer y et z au moyen de y et du paramètre auxi- 
liaire a. Le lecteur vérifiera sans peine que cette solution ne diffère que 
par les notations de celle qui a été donnée (I, n° 252). 

3° Considérons encore l'équation s— kpz —0o, que lon peut aussi 


(1) Cet exemple nous fournit une confirmation d’une remarque faite plus haut 
(note de la page 582). On sait en effet que l’équation ẹ( p, q, z — px —qy)=9, 
contenant z — px — qy, admet une intégrale singulière X, qui est une surface 
non développable, et qui par conséquent ne satisfait pas à équation s$?— rt =o. 
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Here LE on t qui admet $ t l'intégrale intermé 
écrire — — — k — = o, et qui admet par conséquent l'intégrale interme- 
dx > Òr St: P q 8 
diaire 
| oz kz? 
(109) — — ERA aN 
oy » ; 


ọ étant une fonction arbitraire. On peut prendre pour cette fonction & une 
forme telle que l’on puisse obtenir sous forme explicite l'intégrale géné- 
rale de l'équation de Riccati (109). Nous savons, en effet, que cette inté- 
grale générale est une fonction linéaire de la constante d'intégration qui 
est ici une fonction arbitraire de x; elle est donc de la forme 


0,( y) 


s= (9) + == —, 
1) Le; Ty) 


8;, @, O; étant des fonctions déterminées de y et X une fonction arbi- 
traire de x. Il suffira de choisir les fonctions @;, ©», ©; de façon que 


oz z? 


FRAL ne renferme pas X pour que z soit l'intégrale générale d’une 
équation de la forme (109). On trouve ainsi les conditions 

0, — kð, 0: = 0, 20:0; + k0? = 0, 
qui permettent d'exprimer @, et ©, au moyen de 63, ©}, 0%. 


4 1: ; fe à CRETE che 
Posons 63 = Y, il vient 6, = — Z p puis 8, = 4 Y' et l'intégrale géné- 
rale de l'équation s — kp 3 = o est par conséquent 


PENT E N G AA 
TER RE 


X étant une fonction arbitraire de x, et Y une fonction arbitraire de y. 


EXERCICES. 


1. Intégrer les équations aux dérivées partielles 
azp + (z's + axziy— ax?y?)q =2axtyz — 3a? y", 
s -(£ ki ) sh e) 
(+5)? at g EAT 7) 
(æ—6y)p+(ior — y)q =6y?— ir —36xry. 


2. Trouver l'équation générale des surfaces qui coupent à angle droit 
les sphères représentées par l’équation 


T? yi+ 3?— 243 = 0, 


où a est un paramètre variable. 


WwW.rcin.org.pl 


588 CHAPITRE XXII. — ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


Déduire du résultat obtenu quelques systèmes formés de trois familles 
de surfaces orthogonales. 


3. Trouver l'équation aux dérivées partielles des surfaces décrites par 
une droite qui se meut en rencontrant une droite fixe sous un angle donné. 
Intégrer cette équation aux dérivées partielles. 


[ Licence; Paris, juillet 1873.] 


4. Étant donnés un plan P et un point O dans le plan, trouver l’équa- 
tion générale de toutes les surfaces telles que si, par un point quelconque m 
de l’une d'elles, on mène la normale mn qui rencontre en n le plan P, 
puis la perpendiculaire mp à ce plan, laire du triangle O np soit égale à 
une constante donnée. | 

[ Licence; Paris, novembre 1871.] 


3 AN 
5. Même question, en supposant que l'angle nOp est constant. 
| Licence; Rennes, 1883.] 


6. Déterminer toutes les surfaces qui satisfont à la condition 


——? 


Opx mn=0m , 


dans laquelle À désigne une constante donnée, O l'origine des coordon- 
nées, m un point quelconque de l’une de ces surfaces, p le pied de la per- 
pendiculaire abaissée de O sur le plan tangent en m, et n la trace de la 


normale sur le plan rOy. 
[Licence; Paris, 1875.] 


7. Trouver l'équation générale des surfaces telles que si, par un point m 
de lune d’elles, on mène la normale mn terminée au plan des æy, la lon- 


gueur mn soit égale à la distance On. 
[ Licence; Poitiers, 1883.] 


8. On demande les surfaces intégrales de l'équation 
zyp+2yq = 3(2 +71); 


déterminer la fonction arbitraire de façon que les caractéristiques forment 
une famille de lignes asymptotiques des surfaces intégrales, et trouver les 
trajectoires orthogonales des surfaces ainsi obtenues, 


[Licence ; Paris, juillet 1904.] 


9. On considère une famille de courbes gauches (T) représentées par 
les deux équations 


æ+a2y?= az, a+ y? 3 = bz, 


où a et b sont deux paramètres variables, 
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1° Démontrer que ces courbes sont les trajectoires orthogonales d’une 
famille de surfaces (S) à un paramètre: 
2° Trouver les lignes de courbure de ces surfaces (S); 
3° Montrer que ces surfaces font partie d’un système triple orthogonal 
et trouver les deux autres familles de ce système. 
[| Licence; Paris, juillet 1901.] 


10. Former l'équation aux dérivées partielles admettant l'intégrale com- 
plète y?(2x?— a) = (z + b)?, et intégrer cette équation. 


11. Déterminer les surfaces telles que le segment mn de la normale, 
compris entre la surface et le point d’intersection n avec un plan fixe P, 
se projette sur ce plan P suivant un segment de longueur constante. 


12. Soit n le point où la normale en m à une surface rencontre le plan 
des æy. Trouver les surfaces telles que la droite On soit parallèle au 
plan tangent en m. | Licence; Poitiers, juillet 1884.] 


13. On demande de déterminer les surfaces qui coupent sous un angle 
donné V tous les plans passant par une droite fixe. Montrer que les carac- 
téristiques sont des lignes de courbure des surfaces intégrales. 


14. Les courbes intégrales de l'équation aux dérivées partielles qui admet 
l'intégrale complète 


(G—a)r<—kK(i+a)3+2ay + b =o, 
où a et b sont deux constantes arbitraires, satisfont à la relation 
dx? + dy? = k?dz?. 


15". Toute courbe intégrale d’une équation aux dérivées partielles 
F(x, Y, Z, p, q) =0, tangente en un point M à une génératrice G du 
cône (T) de sommet M, a un contact du second ordre avec toute surface in- 
tégrale tangente en M au plan tangent au cône ( T ) suivant la génératrice G. 

[Sopuus Lix.] 


16. L'intégrale générale de l'équation de Liouville s = ek: est donnée par 
5 5 q } 
la formule 


W » we Y” 
enS a - 
P , 4 rase P Si 03 
[On ramène cette équation à l'équation de la page 587 en posant — = u.] 


y 
17. Intégrer les équations 


rt—s+ f'(x)pt =0, rl—s+a= 0, rt — s = pqs. 
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CHAPITRE XXIII. 


ÉLÉMENTS DU CALCUL DES VARIATIONS. 


Les problèmes qui font l’objet du calcul des variations sont 
des problèmes de maximum ou de minimum de nature très variée, 
dans lesquels il s’agit de déterminer la forme d’une ou de plusieurs 
fonctions inconnues. Ne pouvant consacrer à ce sujet qu'un petit 
nombre de pages, je me borne à étudier en détail le plus simple 
de ces problèmes, pour bien mettre en évidence les difficultés spé- 
ciales à ce genre de questions, et pour tâcher en même temps de 
donner une idée de quelques progrès récents de cette théorie. Il est 
presque superflu d'ajouter qu'il ne sera question dans ce Chapitre 
que de variables réelles. 


I. — PREMIÈRE ET SECONDE VARIATIONS. 


442. Définitions. Objet du problème. — Soit F(x, y, y’) une 
fonction des trois variables æ, y, y’, qui est continue, ainsi que ses 
dérivées partielles jusqu’à celles du troisième ordre, tant que le 
point de coordonnées (x, y) reste dans une région connexe du 
plan R, et pour toutes les valeurs finies de y’. Dans tous les 
exemples que nous traiterons, cette fonction F est analytique; la 
région &, qui est déterminée pour chaque cas par les conditions 
du problème, peut embrasser lout le plan ou être limitée par une 
ou plusieurs courbes frontières. 

Soit f(x) une fonction continue et admettant une dérivée con- 
tinue dans un intervalle (zo, æ,); nous dirons que cette fonc- 
tion f(x) appartient à la classe (I) dans l'intervalle (£o, æ,). L’équa- 
tion y = f(x), quand on fait varier x de x, à æ,, représente une 
certaine courbe T ; nous dirons aussi que cette courbe T appartient 
à la classe (1). Si cette courbe T est située dans la région &, la 
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fonction F[x, f(x), f'(x)] obtenue en remplaçant y par f(x) 
et y! par f'(x) dans F(z, y, y’) est continue dans l'inter- 
valle (£o, xı) et l'intégrale 


J= f Fie, fæ) f'(æ)]de 


a une valeur finie. Nous écrirons aussi cette intégrale 


J= fra, y, y')da, 
d i 


en indiquant la courbe F le long de laquelle elle est prise. Soient A 
et B deux points quelconques de la région R, de coordonnées 
(Lo, Yo) et (L1, V1); nous supposerons toujours zo < x,. On peut 
Joindre ces deux points A et B par une infinité de courbes F de 
la classe (1), situées tout entières dans la région R. Une quelconque 
de ces courbes T est représentée par une équation de la forme 
y = f(x), la fonction f(x) étant une fonction de la classe (1), 
définie dans l'intervalle (£o, £, ), satisfaisant aux deux conditions 


Yo =f (1x0), r= FTN 


et telle en outre que le point de coordonnées [x, f(x)] reste dans 
la région R lorsque x varie de Zo à z,. A chaque fonction f(x) 
satisfaisant à ces conditions correspond une valeur déterminée de 
l'intégrale J. Le problème dont nous allons nous occuper peut être 
formulé ainsi : Parmi les courbesT de la classe (1), joignant les 
deux points À et Bet situées dans la région &, en existe-t-il 
une, telle que l'intégrale correspondante ait une valeur plus 
grande ou plus petite que pour toute autre courbe satisfaisant 
aux mêmes conditions? 

Il n’est nullement certain æ priori qu’il existe une courbe T ré- 
pondant à la question. Supposons par exemple, que la fonction 
F(x, y, y') soit toujours positive pour toutes les valeurs finies 
de y’, lorsque le point (x, y) reste dans la région R. D’intégrale J 
a évidemment une valeur positive pour toute courbe I joignant les 
deux points À et B; la valeur de cette intégrale a donc une limite 
inférieure mZ o, mais on ne peut pas en conclure qu'il existe une 
coarbe F de l'espèce considérée pour laquelle J a cette valeur m; 
nous verrons plus loin qu’il n’en est pas toujours ainsi. Il y a là 
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une différence essentielle entre les problèmes du calcul des varia- 
tions et les problèmes de maximum et de minimum traités dans le 
calcul différentiel; nous savons en effet qu’une fonction d’une 
seule variable z, par exemple, qui est continue dans un inter- 
valle (a, b) passe par une valeur maximum et par une valeur mi- 
nimum dans cet intervalle (1, n° 70). 

Nous ne nous occuperons que de la recherche des maxima et 
des minima relatifs, c’est-à-dire que nous ne comparerons la 
valeur de l'intégrale J le long d’une courbe F joignant les deux 
points A et B qu’aux valeurs de la même intégrale pour des 
courbes infiniment voisines satisfaisant aux mêmes conditions. 
Pour fixer les idées, nous ne rechercherons que les valeurs mi- 
nima, le cas des maxima se ramenant au premier par le change- 
ment de F en — F. 

Le problème que nous nous proposons peut être formulé ana- 
lytiquement d’une façon précise. Soit y — f(x) une fonction de 
la classe (I) dans l'intervalle (£o, æ,), prenant les valeurs yo pour 
z = Xe et y, pour r= +, et telle que la courbe T représentée 
par l'équation y = f(x) soit à l’intérieur de la région &. Soit e 
un nombre positif; nous appellerons &. la région fermée du plan 
limitée par les deux parallèles z = zo, x = x, à l'axe Oy, et par 
les deux courbes 

Y, =T) +e, Y= f(x)— e, 


et nous supposerons le nombre e assez petit pour que &, soil tout 
entière à l’intérieur de R. Toute courbe de la classe (1), joignant 
les deux points A et B, et située tout entière dans la région Re, 
est représentée par une équation de la forme y = f(x) + w(x), 
la fonction w(x) étant continue et admettant une dérivée con- 
tinue dans l'intervalle (£o, æ,), et satisfaisant en outre aux con- 
ditions 


(1) w(s)=0, w(m)=0, [u(r)<s, pour æ<z<aær 


Nous dirons que la fonction f(x) donne un minimum de lin- 
tégrale J, s’il est possible de trouver un nombre positif e tel 
que la valeur de l'intégrale 


di f Fiz, fix), f'(æ)} dr 
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soit plus petite que la valeur de intégrale 


p 
rz f Fis; f(æ)+w(x), f'(æ)+w'(x)| dr, 
° Xo 
w(x) étant une fonction quelconque de la classe (I) dans l’in- 
tervalle (£o, %4), satisfaisant aux conditions (1), et n'étant pas 
nulle identiquement. 

Il est clair que l’on peut trouver d’une infinité de facons des 
fonctions w(æ), satisfaisant à ces conditions, et dépendant d’autant 
de paramètres arbitraires qu’on le voudra. Nous prendrons d’abord 
des fonctions w(æ) ne dépendant que d’un seul paramètre variable, 
et d’une forme très simple. Nous désignerons d’une manière gé- 
nérale par n(x) une fonction continue, admettant une dérivée 
continue dans l'intervalle (£o, æ,), et s’annulant pour les deux 
limites x, et zı. Il est clair que la fonction 41(x) sera en valeur 
absolue moindre que s dans tout l'intervalle (£o, æ,) pourvu 
que |a| soit assez petit. En remplaçant f(x) par f(x) + an(x) 
dans F[x, f(x), f'(x)], l'intégrale J devient une fonction du 
paramètre a 


æ 


(2) J(a) T Flz, f(æ) +an(x), f(x) + an (x)] dz, 


0 


et cette fonction J (x) doit être minimum pour la valeur + == o du 
paramètre, quelle que soit la fonction (z). 

Si l’on développe cette fonction J(4) par la formule de Taylor 
suivant les puissances de %, on a 


at 


En F AUS) 
.n 


& z f a? r en PE 
CAR er Pam e, BEN 


h(a) tendant vers zéro avec æ. Les quantités 49,, 4?J,, ... sont 
appelées première, seconde, ... variation de J; on les repré- 


sente, d’après une notation due à Lagrange, par èJ, è?J, ..., 2J. 
Remarquons que òrJ est égal au produit de g” par la valeur de la 


A LOU CA 
dérivée nième dax pour la valeur & — o. On voit donc, en employant 


la notation de Lagrange, qu’él est nécessaire, pour que la fonc- 
le) d 2 
tion f(x) rende Vintégrale J minimum, que l’on ait 


ðJ = O, è?J LSN 
G., I 38 
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et ces conditions doivent être vérifiées, quelle que soit la fonc- 
tion (x), pourvu seulement que cette fonction soil continue 
ainsi que sa dérivée n'(æ) dans l'intervalle (£o, æ,), et soit nulle 
pour les deux limites x, et z. 


443. Première variation. Équation d’Euler. — De la for- 
mule (2), on déduit, en appliquant la formule habituelle de dif- 
férentiation sous le signe intégral, l'expression de la première 


variation 
Š "rar oF 
(3) òl-= à f — n(7)+ — n' (x)| dx, 
dan LOY (A 4 
y et y' devant être remplacés par f(x) et f'(x) dans Ti E: Si 
EE 9 


la fonction f(x) admet une dérivée seconde continue f(x), on 
peut appliquer la formule d'intégration par parties à l'intégrale 


X JF : 
f D a (ahde, 


To 


ce qui donne 
"to, dE 1x1 A d /0F 
J T f, (wde = |a i f ate) s (y) 


Le premier terme du second membre est nul puisque la fonc- 
ton n(x) est nulle aux deux limites, et nous avons une nouvelle 


forme de ÔJ 


] me 7 USE, RFO, a 


Pour que l’on ait èJ = o, pour toutes les formes possibles de la 
fonction n(x), il est nécessaire que le coefficient de (x) sous le 
signe intégral soit nul dans tout l'intervalle (£o, æ,). En effet, 
supposons par exemple que ce coefficient soit positif pour une 
valeur zx, comprise entre x, et zı; on peut alors trouver un inler- 


valle ($o, &,) renfermant za (£o < Eo < t L i < x) tel que 

oF d /oF 

dy dæ y) 
soit positif dans tout l'intervalle (s, &,). Considérons alors la 
fonction (x) définie de la manière suivante : 1° (x) = o pour 
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BISRE Eos 2° N (£) = (x — Éo)?(x ra gi)? pour EEEL 3°n (x) = 0 
pour &,<æx£<zx,. Cette fonction est continue, ainsi que sa dérivée, 
dans l'intervalle (£o, zı), et il est clair que la valeur correspon- 
dante de ÈJ est positive. 
Donc, pour que la fonction f(x) rende minima l'intégrale 
définie J, il est nécessaire que cette fonction f(x) vérifie l'équa- 
tion différentielle (') 


l oF A ORN : 
ED. dy da p) = o0, 
Cette équation a été trouvée pour la première fois par Euler; 


AS A a A N 

elle s'écrit, en développant la dérivée — (5 
dx \ dy 

JO E 


(6) gi Ayay? ay y 

D’'intégrale générale de cette équation différentielle du second 
ordre est une fonction y = f(x, a, b) qui dépend de deux con- 
stantes arbitraires a et b. Si l’on veut que la courbe intégrale 
passe par les deux points A et B, on doit choisir ces deux con- 
stantes de façon à satisfaire aux deux conditions y, = f (£o, a, b), 
Yi f(ts, a, b); ces deux équations admettent en général un 
certain nombre de systèmes de solutions communes, et la fonction 
cherchée f(x) ne peut être que l’une des fonctions ainsi déter- 
minées. Nous dirons avec M. Kneser que toute fonction y(x) 
satisfaisant à l’équation (6) est une fonction extrémale, et aussi 
que la courbe correspondante est une courbe extrémale. De tout 
point (To, Yo) de la région R, il part une infinité de courbes de 
cetle espèce, mais il en part une seule tangente à la droite de coef- 
ficient angulaire y,, pourvu que la dérivée seconde F,.(x6, Vo, y4) 
ne soit pas nulle. Lorsque cette dérivée seconde est différente de 
zéro pour les coordonnées d'un point quelconque de R, et pour 


(') On a supposé, pqur passer de la formule (3) à la formule (4), que la fonc- 
tion f(x) admettait une dérivée seconde continue. Un autre mode de démons- 
tration permet d'établir Pexistence de cette dérivée seconde (voir O. BOLZA, 
Lectures on he Calculus of variations, p. 22). Je me suis souvent servi de cet 
excellent Ouvrage pour la rédaction de ce Chapitre. 


ya 
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toute valeur finie de y’, le problème du calcul des variations est 


dit régulier. 


444. Remarques diverses. — Lorsque la fonction F(x, y, y’) 
ne dépend que de y’, l'équation (6) se réduit à y”= 0, et toutes 
les courbes extrémales sont des lignes droites. 

Lorsque la fonction F(x, y, y') ne renferme pas y, on a immé- 
diatement une intégrale première de l’équation d’Euler. En effet, 
si l’on part de la première forme (5) sous laquelle on a obtenu 
cette équation, on voit qu’elle est équivalente à l'équation du 
premier ordre z — C, d’où l’on tire encore y == v(x, C), et l’on 
achèvera l'intégration par une quadrature. 

On a une simplification équivalente quand la fonction F ne 
renferme par +. Nous pouvons en effet écrire alors l'équation (6), 
en la considérant comme une équation différentielle du premier 


ordre entre y et y'= p (n° 380), 
oF o2 F Lt OO: y e ( =) OF dp 


ay  0yop} + pP dy dy 


ou 


on a donc une intégrale première, ne renfermant que y et y, 
i ; , 9F 
(7) PIV IAEI ut, 
et il suffira encore d’une quadrature pour achever l'intégration 


de l'équation d'Euler (n° 364). 


Cherchons comment on doit prendre la fonction F(s, y, y') pour que 
l'intégrale J ne dépende pas de la courbe T. Il faut pour cela que la pre- 
mière variation ÔJ soit nulle, quelle que soit cette courbe, et par suite que 
l'équation d’Euler se réduise à une identité. On doit donc avoir F,: = 0, 


et par suite F est une fonction linéaire de y" 
F=P(x,y)+7 Ql y). 


Si la fonction F est de cette forme, l'intégrale J est une intégrale curvi- 
ligne 
(XY) 
s= f P(x, y) dx + Q(z, y)dy, 


(Xo,Y 0) 
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tandis que l’équation (6) se réduit à 


La condition ainsi trouvée est nécessaire et suffisante pour que l'intégrale 
curviligne soit indépendante du chemin d'intégration (I, n° 132). 


445. Seconde variation. Condition de Legendre. — Soit f(x) 
une intégrale de l'équation d’Euler, continue ainsi que sa dérivée 
dans l'intervalle (£o, £, ), prenant les valeurs yo et y4 pour £ = £o 
et x = +,, telle enfin que la courbe T représentée par l'équation 
y =/(x)soit à l’intérieur de la région &. Pour que cette courbe T 
rende minima l'intégrale J, il faut encore que la seconde varia- 
tion ò?J soit positive ou nulle pour toutes les formes possibles de 
la fonction n(x). 

En’appliquant de nouveau la formule de différentiation sous le 
signe intégral, nous avons 


(8) d2J = a? [Part 2Qn(æ)n' (x) + Rn?(x)]dzx, 
A 
P, Q, R désignant les fonctions de æ que l’on obtient en rempla- 
çant y par f(x) et y’ par f'(x) dans les dérivées partielles F;, 
Fy, F,:. D’après les hypothèses qui ont été faites, ces trois fonc- 
tions P, Q, R sont continues dans l'intervalle (£o, x,). Legendre 
transforme cette expression de è? J comme il suit. Soit w(x) une 
fonction de la classe (1) dans intervalle (£o, £, ); on a, quelle que 
soit cette fonction, 


Ha 
Yi 
fi (ann w + nw')dz = [rw] ' =o, 
ee 
Xo 


puisque (Li) = n(x) = 0, et l’on peut encore écrire l’expres- 
sion de ò?J 


T4 
(9) By et f [(P + w')r2+2(Q + w)nn + Rn?]dx. 
ne 

Choisissons maintenant la fonction w de façon que le coeffi- 
cient de dx soit un carré parfait, c’est-à-dire de façon que l’on 
ait 


(10) (Q =+ w)?— R(P + w') = 0, 
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il vient enfin 


(11) a= f R(= S ranama n) dr 


To 


et lon voit que le signe de R doit jouer un rôle important dans la 
discussion. 

Nous déduirons d’abord de cette expression de ẹ?J une condi- 
tion nécessaire obtenue par Legendre : Pour que la seconde va- 
riation d?J soit positive ou nulle pour toutes les formes pos- 
sibles de la fonction n(x), il est nécessaire que R(x) ne soit 
négatif pour aucune valeur de x dans l’interva lle (£o, £). 

Supposons, en effet, que lon ait R(c)< o, c étant compris 
entre £o et æ,; on peut prendre un nombre positif À assez petit 
pour que R(x) soit négatif pour c — hA£x£c+ h. L'équation (6) 
montre que la dérivée seconde f(x) est continue dans l'inter- 
valle (c — h, c + h), et, par suite, les fonctions P, Q, R admet- 
tent aussi des dérivées continues dans le même intervalle. On peut 
donc appliquer à l'équation différentielle (10) le théorème général 
de Cauchy (n° 388, 391), et l’on en conclut qu'elle admet une 
infinité d'intégrales continues dans le voisinage de la valeur — c. 
Soit w(x) une de ces intégrales, et soit (o, E, ) un intervalle com- 
prenant c et assez petit pour que R(x) soit négatif et w(x) con- 
tinue dans tout cet intervalle; (£o < o < c < $ < x,). Considé- 
rons la fonction (x) définie de la manière suivante : 1° n(x) = 0, 
pour S 2 Eke; 2° 


5 
A SE da 
n(z)=(®— $) (£ — hte Ve 


pour E£<x£E,; 3 n(x)—0o pour E Sz <æ. On voit facilement 
que la valeur correspondante de è?J est du signe de R(x) dans 
l'intervalle (6, 1), c’est-à-dire négative. La condition de Legendre 
est donc nécessaire, et l’on doit avoir R(x)Z0 dans tout l'inter- 
valle (xo, æ,). Laissant de côté le cas où l'équation R(x)— o 
aurait des racines dans cet intervalle, nous supposerons désormais 
que l’on a 

(12) R(r)>0 pour MST ETS 


Il semble évident, d’après la formule (11), que la seconde varia - 
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tion ò?J est positive ou nulle pour toutes les formes possibles de 
la fonction v, (£), lorsque la condition de Legendre est remplie. 
Mais il est à remarquer que la transformation effectuée sur ?J 
n’est applicable que si la fonction w(x) est continue dans l'inter- 
valle (£o, z4). Il faut donc être assuré que l'équation différen- 
tielle (10) admet une intégrale continue dans tout cet intervalle 
pour que la conclusion soit légitime. 

Remarquons que l'intégrale f(x) peut être prolongée dans un 
intervalle (Xi, Zoo), Xo étant < Zo; puisque R(x,) n’est pas nul. 
Cette intégrale peut de même être prolongée dans un intervalle 
(zi; Xi), X, étant © zı. Les fonctions P, Q, R sont continues 
et admettent des dérivées continues dans l'intervalle (Xo, X,), et 
l’on peut supposer aussi R(x) => o dans cet intervalle. 


446. Condition de Jacobi. — l'équation (10) est une équation 
de Riccati; on peut donc la ramener à une équation linéaire du 
second ordre (n° 400). Posons d’abord Q + œ = — R z; l'équa- 
tion (10) est remplacée par une équation de même forme 


Bt 20 SR 
—— = 0, 
R 


r 


(10) iai a 


1 
+ , Dr. u 
dont l’intégrale générale est comme on l’a vu (p. 424) 3 — Fa 


u étant l'intégrale générale de l’équation linéaire introduite par 
Jacobi, qui n’est autre que l'équation d’Euler correspondant à la 
fonction F = Pu? + 2Quu + Ru’, 


R LOSP 


13 u+ = u+ ~ u = 0. 
(13) R 
L'intégrale générale de équation (10) est donc 


à u 
0. B 
(14) a 9) — R : 


Toutes les intégrales de l’équation de Jacobi sont continues 
dans l'intervalle (zo, x,), et, pour que l'équation (10) admette 
une intégrale w continue dans cet intervalle, il faut et il suffit que 
l'équation (13) admette une intégrale u(x) ne s’annulant pas dans 
ce même intervalle. 

Cette condition est suffisante pour que la seconde variation à?} 
soit positive pour toutes les formes possibles de la fonction n(x). 
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En effet, soit u(x) une intégrale particulière de l'équation de Ja- 
cobi ne s’annulant pas pour x,£<æ=£x;. Prenons pour (x) la 
fonction correspondante (14); l’expression (11) de à?J devient 


aTi Rin' More 
(n'u—nu 
82] = a f DOLET et 
1 


1 u? 
ul | 


Il est clair que ẹ?J ne peut être négatif; pour que ẹ?J fût nul, 
il faudrait que l’on ait n'u — nu'— o en tous les points de l'in- 
tervalle (£o, zı), ou n = Cu, ce qui est impossible puisque (x) 
doit être nul aux deux limites de l'intervalle, tandis que u(x) ne 
l’est pas. On peut donner une forme plus précise à cette nouvelle 
condition, au moyen d’un théorème important dû à Sturm sur les 
équations linéaires. Soit 


(15) u"+pu'+ qu=0 


une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont des 
fonctions continues de la variable réelle æ dans un intervalle 
(Xo, Xi); soient u, (x) et u,(x) deux intégrales distinctes quel- 
conques de cette équation. Entre deux racines consécutives de 
d’équation u,(x) — 0, il y a une racine et une seule de l’équa- 
Lion unlg) = 0. 

Nous ne considérons, bien entendu, que les racines comprises 

; 4 f 
dans l'intervalle (X, X,). Soient a et b deux racines consécu- 
0) Sy 
tives de l'équation #,(x) — 0; nous allons montrer qu’on ne peut 
admettre que la seconde intégrale ne s’annule pour aucune valeur 
de x comprise dans l'intervalle (a, b). On a, d’après une formule 
P ; ) P 


générale (p. 418), 


r 


-f pda 
Au, Us) = U, Uj —u;us= Ce “a 


, 


ce qui prouve que les deux intégrales u, et us ne peuvent 
s'annuler pour une même valeur de x entre X, et X,, car on 
aurait C = 


s deux intégrales ne seraient pas distinctes. On 
voit de même qu'une intégrale ne peut avoir de racine double 
entre X, et X,. De la formule précédente, on tire aussi (voir 
p- 424), puisque par hypothèse #,(4a) = 0, 


u(r) = Cu (2) f Na de 


A ui 
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si l'intégrale u, (x) ne s’annulait pas pour a <z < b, l'intégrale du 
second membre aurait tous ses éléments finis et positifs lorsque x 
varie de & à b, et par suite #,(b) ne pourrait être nul. L’équation 
u,(æ) = o a donc au moins une racine entre a et b; elle ne peut 
en avoir deux, car le même raisonnement prouve que l'équation 
u(x) = o devrait avoir aussi une racine entre a et b. 

Appliquons ce résultat à l’équation linéaire de Jacobi dont les 
coefficients sont des fonctions continues dans l'intervalle (Xg, X,). 
Soit u,(æ) une intégrale s’annulant pour x = xo; toutes les inté- 
grales qui satisfont à cette condition ne diffèrent que par un facteur 
constant, de sorte que les autres racines de l’équation w,(æ) = 0 
sont déterminées et ne dépendent que de zo. Soil x, la racine 
la plus rapprochée de æ,, et comprise entre x, et X,; nous pose- 
rons £, = X, si l'intégrale qui est nulle pour æ = x, ne s’annule 
plus entre zo et X,. Cela posé, pour que équation de Jacobi 
admette une intégrale particulière ne s’annulant pas pour 
LaS z Sxi; ü faut et il suffit que l’on ait x, < ty: 

La condition est nécessaire. En effet, si l’on a +, < x,, toute 
intégrale de l’équation (13) a une racine comprise entre Zo et x;, 
et celle racine est forcément comprise entre £o et æi. 

La condition est suffisante. Supposons en effet x, < zi, et soit 
£ un nombre compris entre g, et zo (£ı < a< x). L'intégrale 
ua (x) qui est nulle pour + = z, ne peut s’annuler entre £o et æi, 
puisque dans ce cas u,(æ) devrait s’annuler aussi entre x, et x;; 
elle ne s’'annrule pas non plus pour æ = zo, puisqu'elle est dis- 
tincte de u, (x). 

Nous laissons de côté le cas où æ, = æi, dont la discussion est 
un peu plus délicate. 

En résumé, lorsque les deux conditions de Legendre et de 
Jacobi sont vérifiées à la fois : 1° R(æ) 0, paur PSLE Li 
2° x, < Ly, la seconde variation Ô?J est positive pour toutes les 
formés possibles de la fonction n(x). 

On a démontré plus haut que la condition de Legendre était 
une condition nécessaire pour que à2J soit toujours positif. On 
démontre aussi que, lorsque l’on a x, > zi, on peut rendre ò? J < o 
par un choix convenable de la fonction n(x). (Voir Borza, loc. 
cit., p. 51-67). La condition de Jacobi est donc aussi nécessaire. 
On verra plus loin sa signification géométrique. 
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441. Exemple. — 1° Soit F = PA + y'*, la région & étant le demi- 


plan au-dessus de Or. L'équation d'Euler admet l'intégrale première 
y?(1+ y?) = a? (n° 444), d'où l’on déduit l'intégrale générale 


(x—b}+y?— a= o, 


a et b étant les constantes arbitraires, Les courbes extrémales sont des 
cercles dont le centre est sur Oz; il est clair que, par deux points quel- 
conques À et B de &, il passe un de ces cercles et un seul. Si l’on a pris 
les axes de coordonnées de façon que l’origine soit le centre de ce cercle, 


on a f(x) = ya?— x?,et les abscisses x et >, des points A et B sont com- 


prises entre — a et + a(—a<xyo<æ, <a). La condition de Legendre 
I 3 
est vérifiée, car la dérivée seconde F5, = — (1 + y?) ? est positive si y est 
y 


positif. En développant les calculs, on trouve pour l'équation de Jacobi 
l'équation linéaire 


(z?— a?) u" + 2x(x?— a?ju'— au = 0, 


wim 


dont l'intégrale générale est u = (C+ C's) (a?— x?) 
I] est clair que la condition de Jacobi est satisfaite, car l'intégrale parti- 


i a+r i Y 
culière —— par exemple ne s’annule pas dans l'intervalle (z9, z4). La 
æ 


seconde variation ò?J est donc toujours positive. L'intégrale J est minimum 
pour cet arc de cercle (voir n° 453). 

2° Étant donnés deux points A et B dans le demi-plan au-dessus de Or, 
soit à trouver la courbe joignant ces deux points (et située au-dessus 
de Or), qui en tournant autour de O x engendre la surface d’aire minimum. 
Si nous admettons que la courbe qui répond à la question est de la classe (I), 


nous sommes conduits à prendre pour F(x, y, y')la fonction y y 1+ y, 
la région & étant toujours le demi-plan au-dessus de Oz. L'équation 
d'Euler admet l'intégrale première y = a yı + y'?, d'où l'on déduit aisé- 
ment l'intégrale générale 


Les courbes extrémales sont des chainettes ayant pour base Or, et l’on 
aura d’abord à déterminer a et b par les conditions aux limites, ce qui 
conduit à une équation transcendante que nous discuterons tout à l'heure 
dans un cas particulier. Supposons que l’on ait obtenu une chaînette de 


cette famille passant par deux points A et B; Fa condition de Legendre est 
‘ 3 
toujours satisfaite, car la dérivée seconde F}, = y(1+y'?) ? est toujours 


positive dans la région R. En ce qui concerne la condition de Jacobi, la 
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discussion conduit à un résultat que je me borne à énoncer : pour que la 
condition de Jacobi soit satisfaite, il faut et il suffit que le point de 
rencontre des tangentes à la chainette aux points A et B soit au-dessus 
de Ox. (LinnezLôr-MoiGno; Calcul des variations.) 

Supposons les ordonnées des deux points A et B égales, y; = yo; nous 
choisirons l’origine de façon que l’on ait #,+ sọ — 0. Il est clair que 
laxe Oy doit être l'axe de symétrie de la chaînette, et le paramètre a est 
déterminé par l’équation transcendante 


(16) P= A (en + ri 


Pour discuter cette équation, remarquons que, si l’on y remplace >; et y: 
par v et y, toutes les chaînettes qu’elle représente, quand on fait varier q, 
sont homothétiques de la chainette y qui a pour équation 


I 1 
SES > (eg here), 


relativement à l’origine. Le problème revient donc à faire passer par les 
deux points À et B une chainette homothétique à y, relativement à lori- 
gine. Soient OT et OT’ les tangentes menées de l’origine à y; toutes les 
chaînettes homothétiques sont situées dans l'angle TOT' ( fig. 92). Si le 


Fie 92 
REZ 


coefficient angulaire de la droite OB est supérieur au coefficient angulaire 
de la tangente OT, qui est égal à 1,5088. ..., la droite OB rencontre la 
chaînette en deux points M et M’. Nous avons deux courbes extrémales 
répondant à la question; on les obtient en prenant pour rapport d’homo- 
thétie 08 ou LA 

OM  OM' 
mière de ces chaînettes; c’est elle qui donne le minimum de la surface 
(voir n° 453). 


+ La condition de Jacobi n’est vérifiée que pour la pre- 
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Lorsque le coefficient angulaire de OB est inférieur à 1,5088. ..., la 
droite OB ne rencontre pas y, et il n’existe pas de courbe extrémale pas- 
sant par les deux points A et B. Dans ce cas, la ligne joignant A et B qui 
engendre la surface d'aire minimum est la ligne brisée APQB formée par 
les deux ordonnées AP, BQ des points A et B, et le segment PQ de 
l'axe Ov. On peut évidemment trouver des courbes T de la classe (I), 
joignant les deux points A et B, aussi voisines qu’on le voudra de la ligne 
brisée APQB, et laire de la surface engendrée par l’une de ces courbes 
diffère elle-même d'aussi peu qu’on le veut de l’aire engendrée par la ligne 
brisée, sans jamais atteindre cette valeur minimum. 

3° Prenons encore l’exemple suivant dû à M. Weierstrass, Soit à trouver 
la valeur minimum de l'intégrale 


+1 
1 = f (x+ X )y? dr, 
Di 
prise le long d'une courbe T de classe (1), joignant les deux points À et B 
de coordonnées (— 1, &), et (1, b). L'équation d’Euler admet l'intégrale 
première (æ?+ 2) y'= C (n° 444), et l'intégrale générale est, en suppo- 
sant d’abord À Æ o, 


Fe ad 

y = Gi+ Carc tangy- 

Les constantes C; et C2 étant déterminées par les conditions aux limites, 
on trouve pour la fonction cherchée f(x), 


ü E TA a+b b—a AA OER 
7) doa d ee niae E AC 
arc tangy 


On voit aisément que les conditions de Legendre et de Jacobi sont 
vérifiées. En effet R = 2(x2?— }?), et l'équation linéaire de Jacobi admet 
l'intégrale particulière ų = 1. 

Les conclusions sont tout à fait différentes si À = o. L'intégrale générale 
de l'équation d’Euler est dans ce cas 


Ci 
y= yes + Ce: 


il n’existe donc aucune courbe extrémale de la classe (I) joignant les deux 
points A et B, sauf dans le cas banal où l’on aurait b = a. Dans le cas qui 
nous occupe, la limite inférieure de l’intégrale 


+ 
J= F g y’ dx 


1 


est égale à zéro. Il est clair que cette limite inférieure ne peut être 
atteinte pour aucune fonction f(x) de la classe (I), prenant la valeur æ 
pour æ = —1, et la valeur b pour æ = 1. Mais on peut trouver des fonc- 
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tions de cette espèce pour lesquelles J a une valeur positive moindre que 
tout nombre donné. Si l’on remplace en effet f(æ) par la fonction (17), 
il vient 


J= 


2 


4 (are ange À ile 


l’intégrale du second membre est plus petite que 


+1 
dæ 2 t I 
— = żarc tangs: 
y a+ À S À 


1(b— a)? 


J< ———, 


2arc tang 


22(b— ua)? pi x? dr 


(æ?+ 2)? 


On a donc 


et le second membre de cette inégalité tend vers zéro avec À. Il est facile 
de vérifier que la courbe représentée par léquation (17) diffère de moins 
en moins d’une ligne brisée lorsque À tend vers zéro. 


418. Insuffisance des conditions précédentes. — Les conditions 
de Legendre et de Jacobi ne suffisent pas pour assurer le minimum 
de l'intégrale J. En effet, nous n'avons comparé la valeur de lin- 
tégrale qui correspond à la fonction y = f(x) qu'aux valeurs de 
la même intégrale correspondant aux fonctions d’une famille 


y = f(x) +an(x), 


dépendant d’un seul paramètre arbitraire, tandis que, dans le pro- 
blème tel qu'il a été posé (n° 442) on doit comparer la valeur de J 
pour y = f(x) à la valeur de J pour l’ensemble des fonctions de 
la forme y = f(x) + v(x), w(x) étant une fonction quelconque 
de la classe (I), assujettie seulement à vérifier les conditions (1). 
La seule conclusion que l’on puisse déduire de l'étude qui précède 
est la suivante. Soit w(x) une fonction quelconque de classe (1), 
vérifiant les conditions (1). L’équation 


J = f(x) + aw(z) 


représente un faisceau de courbes T qui restent dans la région Re 
quand on fait varier æ de o à 1. Pour 4 = o, on a la courbe T, qui 
a pour équation y = f(x), et pour a = 1 la courbe T, qui a pour 
équation y = f(x) +:w(x). La valeur J(4) de l’intégrale J corres- 
pondant à la fonction f(x) + «w(x) est une fonction de æ qui 
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commence par croître lorsque l’on fait varier æ à partir de zéro, 
mais rien ne permet d'affirmer que cette fonction J(x) va con- 
slamment en croissant lorsque æ croît de o à 1, aussi petit que soit 
le nombre e qui définit la région Re. 


Voici un exemple qui montre bien nettement l'insuffisance des condi- 
tions J = o, à?J >o pour assurer le minimum. Soit F—y?+ 73; pre- 
nons Lo = Yo = 0, Ti = I, Yı = 0. Les courbes extrémales sont des droites, 
et la fonction extrémale répondant aux conditions aux limites est f(æ) — 0. 
On peut voir directement que la seconde variation est positive, car on à 
dans ce cas 


1 
= a f 2q? dT; 
ve 


pour que l’on eût à2J = o, il faudrait avoir n'(æ) = o, et par suite n(x) = 0. 
Pour la fonction f(æ) — 0, on a J = o, et nous allons montrer que l'on 
peut trouver une fonction w(æ) de classe (I), satisfaisant aux conditions 


w(0)=w(I1) =p, [w(æ)| <e 
pour o < x < 1, et telle que l’intégrale 
si 


ls (w? + w3) dr 
0 


ait une valeur négative. Considérons la ligne brisée APB, les coordonnées 
du point P étant ı — p et g (o <p<1,0<q<°£). 


La valeur de l'intégrale suivant cette ligne brisée est égale à 


2 0 
ES CES (+ - 1); 
PAR) a PUR 
ayant choisi pour g un nombre positif quelconque < £, on peut prendre 
pour p un nombre positif assez petit pour que J; soit négatif. Rempla- 
çons maintenant la ligne brisée APB par la ligne AabB. formée des 


deux segments rectilignes Aa, Bb et d’un arc de cercle ab de rayon r 
tangent aux deux droites PA, PB. On peut choisir le rayon r assez petit 
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pour que l'intégrale J le long de AabB diffère d'aussi peu qu'on le veut 
de la valeur de l'intégrale J; le long de APB, et par suite pour qu'elle 
ait une valeur négative. Or, ordonnée d’un point de la ligne A abB est 
une fonction de l’abscisse de la classe (I). 


II. — MÉTHODE DE WEIERSTRASS. 


449. Condition de Weierstrass. La fonction E. — Une nouvelle 
condition nécessaire pour le minimum a été obtenue par Weier- 
strass en comparant la valeur de l'intégrale J suivant l’arc de courbe 
extrémale AB à l'intégrale prise le long d’une courbe infiniment 
voisine, mais coupant larc AB sous un angle fini. Conservons les 
mêmes notations et les mêmes hypothèses que dans les para- 
graphes précédents. Prenons un point P de l’arc AB, de coordon- 
nées (L2, V2), et soit y = fı (x) l'équation d’une courbe C, pas- 
sant au point P, la fonction f, étant continue et admettant des 
dérivées du premier et du deuxième ordre continues dans l'inter- 
valle (x: — k, x; + k); soit Q un point de C, d’ahscisse x, — A, 
h étant un nombre positif inférieur à k (£o < £ — h < £ < Tı J 
Posons 
fil£ı — h) — fi pra 


w(L, h) = (xz — x) - ms tre 
nu — To 


et considérons l’arc de courbe AQ (fig. 94) qui a pour équation 
J=f(æ)+w(x, h), Uo E TT» — h. 


Lorsque tend vers zéro, il est clair que la ligne AQP a pour limite 
larc AP. Soit J(4)la somme des valeurs de l'intégrale F(&,7,9) dx 
le long de l'arc AQ et de l'arc QP, ; 


Xa-h 
| (= f Fiz, fiæ)+ ulg, h), fr) + w (2, hide 
(18) adis 
+ | Fiz, fil), fi (x)]dz; 


\ L'e—h 


il résulte des hypothèses que cette fonction J(A) est une fonction 
continue de Å qui a pour limite la valeur de l'intégrale prise suivant 
Parc AP lorsque À tend vers zéro. 
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On peut appliquer à cette fonction la formule habituelle de dif- 
férentiation sous le signe intégral, d’après l'expression même de la 


Fig. 94. 


fonction w(x, A). On trouve ainsi 


4 AUS E U ETE AN FL ne 
— Ffro—h, f(£ı— h) + w (to — h, h), f'(£2— h) + wz(za— h, h)] 


fe OF dw 0F de. 
nie dy ðh ii dy' 0h i 


en appliquant comme plus haut la formule d'intégration par par- 
0F dwy 


dx, on peut encore écrire l'intégrale du 
dy' 0h 7 P a 


ties à l'intégrale f 


second membre 


dw AF aa “how [OF _ aE a 
(A8 Si % | — eiye 


Cette dernière intégrale disparaît si l’on suppose À = 0, puisque 
f(æ) est une intégrale de l'équation d’Euler, et il reste, en effectuant 
dw 


le calcul de h’ 


dJ E , ) | 
(h= F (£3, Yes Pi)“ F (23, Vas Ya) — (pa —J2)Fy(aas Fit À 


y, étant le coefficient angulaire de la tangente à larc AP au 
point P, et p, le coefficient angulaire de la tangente à la courbe C,. 
Le second membre de cette formule est une fonction des quatre 
variables x, y, y', p, qui joue un rôle essentiel dans la théorie de 
Weierstrass; on la représente par la lettre E, 


(19) E(x,y;7',p)=F(z,7;p)—F(2,7,Y)—p—r)Fh(e ny}, 
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et la formule précédente peut s'écrire 


PA 
€ CHAR) = ‘9 2: A . 
(20) E pA E(Te, Ye; Vos Pa) 


De cette relation, on déduit aisément une nouvelle condition 
nécessaire pour le minimum; nous l’appellerons la condition de 
Weierstrass. Pour que la courbe considérée AB rende l’inté- 
grale J minimum, il est nécessaire que la fonction 


E[zx, f(x); f'(z), p] 


ne soit négative pour aucune valeur finie de p, lorsque x varie 
de x, à xı. Nous exprimerons cette condition d’une façon abrégée 
en disant que la fonction E(x, y; y', p) ne peut devenir négative 
en aucun point de l’arc AB, pour une valeur finie de p. 

En effet, supposons que pour un point P de l’arc AB, de coor- 
données (£, Y2), et pour une valeur finie m de p, on ait 


E(Zo, Ya: Ye, M) < 0. 
Prenons pour la courbe C, la courbe ayant pour équation 
y = f(x) +(m—7:)(x — ts), 


qui est tangente au point P à la droite de coeflicient angulaire m. 
La fonction J(k) définie par la formule (18) qui correspond à 
cette forme de la fonction f,(x) a sa dérivée négative pour A =o. 
On peut donc trouver un nombre positif { suffisamment petit 
pour que lon ait J(/) LJ(o), et par conséquent on aura un 
chemin AQPB (fig. 94) tel que la somme des intégrales 


F1 F(x, y, y') dr + F(x, y, y') dx + F(x, y, y) dæ 
(AQ) (QP) (PB) 


soit inférieure à la valeur de l'intégrale J le long de l’arc AB de la 
courbe extrémale. Ce chemin présente deux points anguleux en Q 
et P, mais on peut le remplacer par un chemin ne présentant plus 
de point anguleux et donnant aussi pour J une valeur inférieure 
à celle que fournit l’arc AB. Soit w(x) la fonction définie de 
wi ; tm 
la manière suivante : 1° w(x) = L(x — zo) PM A 
Zox Ez: — l; 2 w(z)=(m—y,) (2 — z1) pour ro — (Lx: 
3° w(z)—=0o pour 2S2 z La courbe AQPB a pour équa- 
Ga 1 39 


pour 
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tion y = f(x) +w(x), et l'équation auxiliaire Y = w(x) repré- 
sente une ligne brisée, formée de trois côtés, joignant les deux 
points d’abscisses +, et x, de l'axe Oz. Substituons à cette ligne 
brisée une ligne sans point anguleux (n° 448) en remplaçant les 
parties voisines des sommets par deux arcs de cercle de rayon très 
petit r. Cette nouvelle ligne est représentée par une équation 
Y,= w,(æ), la fonction w,(x) étant continue et admettant une 
dérivée continue de Zo à zı. On peut toujours prendre le rayon r 


assez petit pour que la valeur de l'intégrale 
a F[x, f(x)+w(r), f'(x)+ wi(x)]dx 
2 


diffère d'aussi peu qu’on le veut de l'intégrale le long de AQ PB, 
el par suite soit moindre que l'intégrale le long de larc AB de 
la courbe extrémale. 

Nous pouvons donc ajouter aux conditions déjà obtenues 
(n° 443-446) la condition suivante : on doit avoir 


(21) E(z, y; y', p)20, 


pour toute valeur finie de p, tout le long de l’arc AB. 


Remarque. — On a, d’après la formule de Taylor, 


+ 1 PT y? 4 1 1 
(22) E(x, yY; Y, p)= La Fy2[x, yi y' +p y),  o<8<i, 


et il est clair d’après cela que la condition de Weierstrass est cer- 
tainement vérifiée si la dérivée seconde Fia (z, y, u) n’est jamais 
négative pour un point quelconque de larc AB et pour toute 
valeur finie de u. Mais cette dernière condition n’est pas néces- 
saire pour que la condition (21) soil satisfaite. 

On peut remarquer que la condition de Weierstrass donne la 
condition de Legendre comme cas particulier. En effet le rapport 
NACAR TEATA, 

Ger 
lorsque p tend vers y’. Si la condition (21) est verifiće pour 
toute valeur finie de p, on a donc aussi F;,Z0 tout le long de 
larc AB. 

La condition (21) de Weierstrass est elle-même insuffisante 


pour assurer le minimum, comme le moutre l'exemple suivant de 


p3 L < ei 1, Dg 7 » > D \ ni n. ! 
a pour limite, d’après la formule (22), Fpa ( 2, y, V’) 
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M. Bolza. Soit F = ay"? — 4byy#+ 2bxy", a et b étant des 
constantes positives. L'équation d'Euler correspondante est 


y" (za —24byy > 2bxy?) =0, 


` 


et les lignes droites sont des courbes extrémales. Considérons les 
deux points A (0,0) et B(1,0); la ligne droite y = o qui joint ces 
deux points est une courbe extrémale, pour laquelle les conditions 
de Legendre et de Jacobi sont satisfaites. Il en est de même de la 
condition de Weierstrass, car la fonction E(x, y; y’, p), qui a 


pour expression 
Elw yi y’, p)=(y —p'la—8byy' E Obry raii blisy — y)p + 20 xp*], 


se réduit à p?{a + 2bxp?) pour y = o, et reste positive quand x 
varie de o à 1. Cependant cette droite ne donne pas un minimum 
de J. En effet, si l’on prend l’intégrale le long d’une ligne 
brisée APB, les coordonnées du point P étant deux nombres po- 
sitifs 2 et k, on voit aisément que l’on peut prendre pour À un 
nombre positif assez petit pour que la valeur de l’intégrale le long 
de la ligne brisée soit négative, aussi petit que soit Æ. On en 
conclut comme au n° 448 que la droite AB ne peut fournir un 
minimum. 

Nous allons maintenant établir un système de conditions sufli- 
santes pour assurer le minimum. Ces conditions ont d’abord été 
obtenues par Weierstrass; nous adopterons la marche suivie par 


M. Hilbert. 


450. Définition d’un champ de courbes extrémales. — Nous 
désignerons pour abréger par G toute courbe extrémale, et nous 
dirons que tout système de courbes Q, dépendant d’un paramètre 
arbitraire, forme un faisceau. Une portion connexe et finie du 
plan ®, située dans la région R, forme un champ de courbes 
extrémales, ou plus simplement un champ, s’il existe un faisceau 
de courbes extrémales, tel qu’il passe une courbe du faisceau et 
une seule par chaque point de ®, le coefficient angulaire u(x, y) 
de la tangente au point (x, y) à la courbe Q du faisceau qui passe 
par ce point étant une fonction continue, et admettant des déri- 
vées partielles continues w, et u, dans ®. Les courbes du faisceau 
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sont alors les courbes intégrales de l’équation différentielle du 
premier ordre 
(23) J'=u(æ, y); 
de cette équation on déduit 
p Ou S dyi où. 
— òx dy has ox dy 


En portant les valeurs de y’ et de y” dans l'équation d'Euler, 
on obtient la relation 


F /du du 2F o? F oF 
(24) £ = 


ou \ox Jy “ ArT “ * sdu 9 

y’ étant remplacée par u dans F (x, y, y'), et cette condition (24) 
doit être vérifiée pour les coordonnées d’un point quelconque du 
champ ®. La fonction u(x, y) doit donc être une intégrale de 
l'équation aux dérivées partielles (24), continue ainsi que ses 
dérivées partielles du premier ordre, dans ®. 

Inversement, si l'équation (24) admet une intégrale continue, 
et admettant des dérivées partielles continues ų, et u, dans une 
région D, cette région est un champ, car l'équation différen- 
tielle (23) définit une famille de courbes extrémales, et il en passe 
une et une seule par chaque point de ®. 


Quand on a obtenu l'intégrale générale de l'équation d’Euler, il est en 
général facile de reconnaître si une région @® est un champ. Ainsi dans 
l’exemple 1 (n° 447), nous avons vu que toute courbe extrémale est un 
cercle ayant son centre sur Oz. Tout domaine fini ® situé dans le demi- 
plan au-dessus de Oz est un champ; en effet, si nous considérons par 
exemple les cercles ayant l'origine pour centre, par chaque point de ® 


$ . , —® 
il passe un de ces cercles et un seul, et la fonction u(x, y) est égale à ——: 
4 


Dans l'exemple 2 (n° 447), les courbes extrémales sont des chainettes dont 
la base coïncide avec Og. Soit PQ un arc d’une de ces chaînettes, tel que 
les tangentes aux deux points P et Q se coupent en un point T de l’axe O x. 
Toute région ® située dans langle formé par les demi-droites TP, TQ 
est un champ; en effet, si nous prenons les arcs de chaînette homothé- 
tiques à larc PQ relativement au sommet T de l'angle, il est clair qu'il 
passe un de ces arcs et un seul par chaque point de ®. La fonction u(x, y) 
est dans ce cas racine d’une équation qu'il serait facile de former, mais 
dont nous n'aurons pas besoin pour la suite. 


Soit Go un arc de courbe extrémale, joignant le point A (£0, Yo) 
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au point B(x;, yı), et représentée par l'équation y = f(x), la 
fonction f(x) appartenant à la classe (1) dans l'intervalle (£o, £). 
Considérons comme plus haut le domaine R, compris entre les 
deux droites x = x, x = x,, et les deux courbes Y,— f(x) +e, 
Yo= f(x) — c. Nous dirons que larc Go appartient à un champ, 
s'il est possible de prendre le nombre positif e assez petit pour que 
la région R: soit un champ de courbes extrémales, comprenant 
en particulier la courbe Qo. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il 
suffit que l'équation linéaire (24) admette une intégrale u(x, y), 
continue ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre, dans Re, 
et se réduisant à f'(x) quand on y remplace y par f(x) (). 

Reprenons les deux exemples traités plus haut (n° 447). Dans le pre- 
mier, on voit immédiatement que tout arc de cercle AB joignant deux 
points À et B au-dessus de Ov et ayant son centre sur Oz appartient à 
un champ. De même dans l'exemple 2, un arc de chainette AB ayant pour 
base Ox appartient à un champ si le point de rencontre des tangentes à 
la chainette aux points A et B est au-dessus de Og. Dans ce cas, on peut 
en effet trouver deux points P et Q sur la chaînette, tels que les points A 
et B soient compris entre P et Q et que les tangentes aux points P et Q 
se coupent en un point T de Oz. Il est clair que le domaine R; sera tout 
entier dans l’angle PQT pourvu que e soit assez petit, et par suite sera un 
champ. 


451. Existence d’un champ. — L’équation d’Euler admet une 
infinité de systèmes d’intégrales, dépendant d’un paramètre va- 
riable à, et se réduisant pour une valeur particulière de à à l'in- 
tégrale f(x). Soit y = (x, À) l'équation d’une de ces familles 
d’intégrales; nous supposerons que cette fonction ọ satisfait aux 
conditions suivantes : 

1° Elle est continue, et admet des dérivées partielles du premier 
et du second ordre continues lorsque æ varie de x, à æ,, et À 
de — k à + k, k étant un nombre positif; 

2° Elle se réduit à f(x) pour À = 0; 


(*) Ce problème est indéterminé, car les équations y = f(x), u = f'(x) repré- 
sentent, comme il est aisé de le vérifier, une caractéristique de l’équation li- 
néaire (24). Soient (æ,, y,) les coordonnées d’un point de (,,. Si la fonction F 
est analytique, il en èst de mème de f(x), et l'équation linéaire (24) admet une 
infinité d’intégrales holomorphes dans le domaine du point (æ,, y, ), se réduisant 
à f'(x) pour y = f(x). Il faut de plus que l’une d’elles soit régulière dans toute 
la région R,, pour que cette région soit un champ. 
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3° La dérivée 9, (x, o) est différente de zéro pour £oS rS 21. 

Nous allons montrer que cette fonction 2(+, À) définit un champ 
auquel appartient la courbe extrémale AB. 

En effet, o} (x, o) ne s'annulant pas quand x varie de Zo à Lin 
on peut, puisque la dérivée 9; (x, À) est une fonction continue des 
deux variables x et}, assigner un nombre positif p tel que #; (x, À) 
ne s’annule pas non plus dans le domaine A défini par les inéga- 
lités xo£x<æi, — 9 ŠA <p. Quand on fait varier + de zo à £, 
et x de — 5 à + ọ, le point m de coordonnées [x, y = ọ (x, })] 
décrit une certaine région &' entourant Go et limitée par les 
droites £ = Xo, X = £4, et par les deux courbes y = #(x, — p), 
y = ®(x, +9). Nous allons montrer que par tout point de cette 
région R’ il passe une courbe et une seule de la famille considérée. 
En effet, supposons pour fixer les idées 2; (x, À) >o dans R’; si 
l’on donne à x une valeur fixe z2, comprise entre Zo etæ,,et qu'on 
fasse varier À de — 9 à + 9, 9 (£2, À) va en croissant de 9(x2, — o) 
à ọ (Zə, p), et le point de coordonnées [z2, $ (£2, À)] décrit un 
segment de droite P, P}, parallèle à Oy. A chaque valeur de æ» 
comprise entre Zo et z, correspond ainsi un segment de droite 
P,P;, et quand >, croit de x, à æ,, le segment P, P; décrit une 
certaine région du plan qui est la région R’. On voit immédia- 
tement, d'après ce mode de génération, qu'à tout point (x, y) 
de &/ correspond une valeur déterminée de À, comprise entre — 9 
et + 2; soit À = (x, y) cette racine. La dérivée 93 (x, À) n'étant 
pas nulle pour la valeur À = d(x, y), il résulte de la théorie 
générale des fonctions implicites (I, n° 21), et des hypothèses 
qui ont été faites sur la fonction z(x, À), que cette fonction Lx, y) 
est continue, et admet des dérivées partielles continues dans la 
région R’. D'autre part, le coeflicient angulaire w(x, y) de la 
tangente à la courbe du faisceau considéré qui passe en un point 
(x, y) de R’ est égal à w, (x, À) = ppl; (x, y)]. Puisque les 


dérivées du second ordre de v sont continues, el que W admet des 


dérivées du premier ordre qui sont elles-mêmes continues, il s'en- 
suit que u(x, y) admet aussi des dérivées partielles u, et u,, 
continues dans R’. Cette région R’ est éonc un champ. 

Soit maintenant € le minimum des deux fonctions 


o(s, p)—g(r, 0), (7, 0)— p(z, — p) 
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lorsque x varie de 4 à æ,. Ce nombre e est positif, puisque les 
deux fonctions précédentes sont continues et ne peuvent s’annuler 
dans l'intervalle (xo, æ,). Le domaine R, défini par les inéga- 
lités zo SzSz, f(x) — e<y Lf(x)+e est donc compris tout 
entier dans le domaine R’, et par suite R: est un champ entourant 
l'arc Go. 

On peut trouver une famille d’intégrales y = (x, À) de l’équa- 
tion d’Euler, satisfaisant aux conditions énoncées plus haut, lorsque 
les conditions de Legendre et de Jacobi sont vérifiées pour l’inté- 
grale particulière f(x) dans l'intervalle (xo, x,). Nous suppose- 
rons pour la démonstration que la fonction F est analytique. Si la 
condition de Legendre est vérifiée, c’est-à-dire si 


Fy2[>, f(x), F'(x)] 


reste positif quand x varie de zo à æ,, la fonction f(x) est holo- 
f J + 

morphe le long du segment (£o, æ,) de l'axe réel dans le plan 

de la variable complexe z. D'après un important théorème dù à 

M. Poincaré ('), l'équation d'Euler admet une infinité d’intégrales 

dépendant d’un paramètre variable à, que l’on peut représenter par 

une série entière ordonnée suivant les puissances de ce paramètre 


(25) y =o(x, 1)= f(x) + file) +R fal £)... + M frale) +... 


et convergente pourvu que l’on ait zo S£ Sæ, |A| < k. La dérivée 
(x, o)se réduit ici à fı (x), et l'intégrale ọ(x, A) satisfait aux 
conditions voulues pourvu que la fonction f,(x) ne s'annule pas 
pour go Ezz. Or, si l’on remplace y par #(x, À) dans l’équa- 
tion d’'Euler, 
9F d {> 
agys — = 0 
dy dx y) 
et qu’on différentie le premier membre de cette relation par rap- 
port à À, il vient 
ME do a F die __ d / OE DE d?o 
dy? 0h ‘ dydy dæ0k dx \dy dy I dy? dr dk 


(1) POINCARE, Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. I, chap. II, 
p. 52-60. Le théorème de M. Poincaré exige seulement que la fonction F (g, y, y’) 
soit analytique en y et y’, mais n’exige pas qu’elle soit analytique en x. Quand 
cette fonction n’est pas analytique en æ, les fonctions f, fi, fz, ... ne sont pas 
non plus analytiques, mais elles sont continues et admettent des dérivées du 
premier et du second ordre continues dans l'intervalle (Z, æ;). 
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Faisons À = o dans cette équation; il reste 
Per) fe) +Q) fie) = LE [Q(r) A) + R(æ)fi(æ)], 
ou, en développant, 
(26)  R(v)fi(z)+ R'(z)fi(z)+[Q (x) — P(x)] f(x) = o. 


Nous retrouvons précisément l’équation linéaire de Jacobi ('). 
Si la condition de Jacobi est vérifiée, on peut prendre pour f,(r) 
une intégrale de cette équation ne s’annulant pas pour LoS LSx, 
et la fonction (æ, À) satisfait aux conditions voulues. L’arc Go 
de courbe extrémale appartient donc à un champ lorsque les 
conditions de Legendre et de Jacobi sont vérifiées. 


On peut par exemple déterminer la fonction #(æ, À) de la manière sui- 
vante. La condition de Legendre R(x) > o étant vérifiée le long de Go, 
on peut trouver (n° 446) un intervalle (Xo, X,) comprenant le premier 
(Xo< To < zı < X1), tel que f(x) soit aussi holomorphe dans cet inter- 
valle. Prenons sur la courbe (o prolongée un point Æ, à gauche de A, 
d’abscisse æ3(Xo< 73< To), et considérons le faisceau des extrémales 
issues de ce point À. Soit c le coefficient angulaire de la tangente en M 
à l’une de ces courbes; si l’on prend pour le paramètre À la différence 
c — f'(æ3), toutes ces courbes sont représentées par une équation de la 
forme (25), la série du second membre étant convergente dans l'intervalle 
(£3, £41) Pourvu que|À| reste plus petit qu’un nombre positif assez petit k. 
Toutes les courbes représentées par cette équation doivent passer par le 
point JW; il faut donc que toutes les fonctions f(x), fa(æ), ... Sannu- 
lent pour x = +3. En particulier f.(æ) représente une intégrale de l’équa- 
tion de Jacobi qui est nulle pour æ = zz. Si la condition de Jacobi est sa- 
tisfaite, on peut prendre le point JÆ assez voisin de A pour que cette 
intégrale ne s’annule pas pour +3 < x £x,; les courbes extrémales issues 
du point À formeront donc un champ limité par deux d’entre elles 
J = (x, p) y = v(æ&, —p)et par la droite x = æ,. On en déduira encore 
un champ R: entourant l'arc Go en prenant pour e la valeur minimum 
des deux fonctions @(æ, p)— ọ (x, 0) et g(x, o)—#@(x,—p) lorsque x 
varie de æo à æ1. 


(') Plus généralement, soit y = (x, a, B) l'intégrale générale de l’équation 
d’Euler, et soit ọ (7, ap 3) = f(x). L'intégrale générale de l’équation linéaire 
de Jacobi correspondant à la courbe extrémale y = f(x) est, d’après ce calcul, 


y=c(3), + (8), 


où l’on doit remplacer a par a, et & par B, après la diférentiation. 
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Remarque. — On déduit aisément de ce qui précède la signification 
géométrique de la condition de Jacobi. Si la formule (25) représente le 
faisceau des courbes (j issues du point A, les fonctions filz), fals), ... 
s'annulent pour æ = xs, et fı(x) est une intégrale de l'équation de Jacobi 
s'annulant pour æ = vo. Supposons que cette intégrale ait d’autres zéros 
dans l'intervalle (zo, X,) et soit æi le zéro le plus rapproché de zo. Les 
points de rencontre de la courbe (o avec la courbe (;, qui correspond à 
la valeur À du paramètre, sont racines de l'équation 


(27) DT, À) = fitr)+ A fe(r)+...—=0. 


D'après ce que nous venons de voir, cette équation ne peut avoir aucune 
racine entre zo et z4, pourvu que |àÀ| soit inférieur à un nombre positif p 
convenablement choisi. Pour À = o, cette équation admet la racine simple 
æ = xg; par conséquent, lorsque À tend vers zéro, l'équation (27) admet 
une racine qui tend vers x. On peut énoncer ce résultat comme il suit. 
Soit A’ le point d’abscisse x; de la courbe Go; lorsque |À] est très petit, 
la courbe (j), rencontre la courbe Go en un ou plusieurs points dont l’abs- 
cisse est comprise entre zo et X4. Celui des points d’intersection qui est le 
plus rapproché du point A a pour limite le point A’ lorque À tend vers 
zéro. Les points A et A' sont dits conjugués, et la condition de Jacobi 
signifie que le point A', cunjugué de À, ne doit pas être situé entre les 
points A et B. 


452. Formule de M. Hilbert. — Soit ® un champ de courbes 
extrémales; si u(x, v) est la fonction qui correspond à ce champ, 


l'intégrale curviligne 
(28) É= FFC uj)j— uF, (z, y, u) dx +F,(x, Y, u)dy, 


prise le long d’une courbe fermée quelconque située dans le 
champ, est égale à zéro. 
En effet, la condition pour que cette itge s soit nulle est 


exprimée par la formule 


oF oF du du oF o F du 0? F 9? F oF du 


3y ` ðu dy 3y ðu “Jyðu “Jy Ju? 0r0U ` Ju? ðr’ 
et cette condition est identique à l'équation (24) à laquelle satis- 
fait la fonction u(x, y). 

Le long d’un arc de courbe F située dans le champ et repré- 
sentée par léquation y = (x), la fonction ọ(x) étant de la 
classe (I), l'intégrale curviligne de Hilbert est identique à l’inté- 


WwW.rcin.org.pl 


618 CHAPITRE XXIII. — ÉLÉMENTS DU CALCUL DES VARIATIONS. 
grale 


f IF, y, u)+(y'— u)F,(x, y, u)] dz. 
e | ÿ 
Si en particulier la courbe F est une courbe extrémale Q, faisant 
I J? 
partie du faisceau considéré, le long de cette courbe y’ est égal à 
u(x, y), et intégrale curviligne l se réduit à l'intégrale J que 
l’on étudie prise le long de G. 


453. Conditions suffisantes. — Revenons maintenant à la ques- 
tion qui fait l’objet du calcul des variations. Les conditions de 
Legendre et de Jacobi étant vérifiées pour un arc Qo de courbe 
extrémale, la région R; est un champ entourant l'arc Qo, pourvu 
que le nombre positif e ait été pris assez petit. Soit u(x, y) la fonc- 
tion correspondante qui satisfait à la condition u[x, f(x)|= f(x). 
Toute courbe F de classe (1), située dans le champ R; et joi- 
gnant les deux points A et B, est représentée par une équa- 
tion y = f(x) + w(x), la fonction w(x) étant de classe (1) dans 
l'intervalle (xs, æ,) et satisfaisant aux conditions 


W (T5) = 0, ui) = 0, Jw(æ)| <e pour LIT Die 


Pour comparer les valeurs des deux intégrales JG, et Jr, appli- 
quons la formule de Hilbert au contour fermé, formé par les deux 
courbes Qo et T. Puisque Qo est une extrémale, cette formule nous 
donne 


JF Y,Y') dæ = irc, J,u)+(y'—u)F,(x, y, u)] dx, 
les deux intégrales étant prises dans le sens voulu. On en déduit 
Ir —Jg,= JFG Yı y) —El(z, y, u)— (y — u)Fa (£; y, U)]dzr, 
c'est-à-dire, d’après la définition de la fonction E (n° 449), 
(29) Ir=Jg,= f E, y; u, P dæ. 
Dans cette formule, y’ désigne le coefficient angulaire de la tan- 


gente à LI, tandis que u(x, y) est le coefficient angulaire de la 
tangente à la courbe Q du champ qui passe au point (x, y). 
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La différence Jp — Jg, sera donc positive si la fonction 


E(x, y; u,p) 


des trois variables indépendantes +, y, p est positive pour les 
coordonnées (x, y) d’un point quelconque du domaine & et pour 
toute valeur finie de p; u est supposée remplacée dans E par la 
fonction u(x, y) qui convient au champ considéré. Nous pouvons 
par conséquent énoncer la proposition suivante : La courbe 
extrémale Go donne un minimum de l'intégrale J si la fonc- 
tion E(x, y; u, p) est positive pour tout point (x, y) du do- 
maine R et pour toute valeur finie de p. 

Pour reconnaître si cette condition est satisfaite, il faut d’abord 
avoir calculé la fonction u(æ, y) qui convient à un champ parti- 
culier d’extrémales, comprenant Go. On peut remplacer cette con- 
dition par une autre, qui est moins générale, mais d'une appli- 
cation plus commode, car elle n'exige pas le calcul de la fonction 
u(x, y). Nous avons en effet, d’après la formule de Taylor, 


(p—u}? 


E Fy2[æ,7,u+6(p—u)], o<8<1, 


(30) E(x,y;u,p) = 
et la fonction E(x, y; u, p) sera certainement positive, si la 
dérivée seconde F;:(x, y, p) est positive pour tout point (x, y) 
du domaine R; et pour toute valeur finie de p. On en déduit aisé- 
ment un système de conditions suffisantes pour que la courbe 
extrémale Ço donne un minimum de l'intégrale J. 

Soit C une courbe fermée quelconque entourant Go et n'ayant 
avec (o aucun point commun; la région du plan intérieure à G 
constitue un domaine de l'arc (fo et il est clair que le domaine Re 
sera intérieur à celui-là pourvu que l’on prenne e assez petit. Si 
une certaine condition est vérifiée pour le domaine intérieur à C, 
elle l’est donc a fortiori pour Re. Cela posé, la courbe Go rend 
minimum l'intégrale J si la dérivée seconde F;:(x, y, p) est 
positive dans un certain domaine de larc Go pour toute valeur 
finie dep, et si l’on a t< 2, 

En effet, F;:[x, f(x), f'(x)] = R(x) est alors positif de x, 
à æ,; la condition de Legendre est donc satisfaite. La condition de 
Jacobi l’est aussi par hypothèse, et l’on peut trouver un champ Re 
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entourant Go, où la fonction E est positive pour toute valeur finie 
de p, d’après la formule (30). On a donc toujours JG, < Jr. 
Remarquons que les conditions précédentes ne forment pas un 
système de conditions nécessaires. [l peut arriver en effet que 
E(x, y; u, p) soit positif dans tout le champ R; pour toute valeur 
finie de p sans qu'il en soit de même de F;;,(x, y, p) (voir p. 624). 


Exemple. — Supposons en particulier que F soit de la forme 
F = g(x, y)vVi+y”?. 
3 


On a ici Fys= g(7, y)(1+ y?) ?, de sorte que F”, est du même signe 
que g(æ, y). Si les conditions de Legendre et de Jacobi sont vérifiées, la 
fonction g(x, y) est positive tout le long de l'arc (o; elle est donc aussi 
positive dans un certain domaine de cet arc, et par suite Ffa est positif 
dans tout ce domaine pour toute valeur finie de y’. La courbe (fo donne 
donc un minimum de l'intégrale. Cette remarque s'applique immédiate- 
ment aux exemples traités plus haut (n° 447). 


Remarque. — Lorsque le point (x, y) est un point de l'arc (jo, la fonc- 
tion u(x, y) est égale au coefficient angulaire y’ de la tangente à Go au 
point (x, y). Si la fonction E(x, y; u, p) est positive dans tout le do- 
maine R, pour toute valeur finie de p, la fonction E(x, y; y', p) est 
aussi positive tout le long de larc Ço : c’est la condition nécessaire de 
Weierstrass pour qu'il y ait minimum (n° 449). 

Mais la réciproque n’est pas exacte. Il peut arriver que la fonction 
Efzx, y; u(x, y), p] soit positive pour toute valeur finie de p tout le long 
de larc (jo sans que cette fonction soit positive pour toute valeur finie 
de p dans la région &:, aussi petit que soit le nombre positife, Reprenons 
en effet l'exemple de M Bolza (n° 449, p. 611), et la courbe extrémale y = o 
joignant les deux points A(o,0) et B(1,0). Les parallèles à l'axe Oxs for- 
ment un champ, et la valeur correspondante de u(æ, y) est u — 0. On a 
donc ici E(x, y; u, p) = p?(a — &bpy + 2bxp?), et cette fonction est 
positive pour toute valeur finie de p tout le long du segment AB. Il n’en 
est pas de même dans le rectangle R:, limité par les droites x —0,æ=1, 
y =— £, y = £, aussi petit que soit le nombre positif s. En effet, si l’on 


s 4 be? 


prend y = z P= 37 ayant une valeur positive inférieure à 1 et à ve? 


la fonction E a une valeur négative. 
454. Minimum fort et minimum faible. — Si en un point d’ab- 


scisse æ de la courbe T, la valeur de y! diffère très peu de f'(x), 
comme u(x, y) est lui-même très peu différent de f'(x), il s’en- 
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suit que la différence u + į (y'— u) — f'(x) est elle-même très 
petite, et d’après la formule (30) E(x, y; u, y!) aura le même 
signe que F,,[x, f(x), f'(x)]. Cette remarque conduit tout 
naturellement à introduire une nouvelle distinction. 

Soit d’une façon générale w(x, a) une fonction continue ainsi 
que sa dérivée première w°,(x, a), dans l'intervalle (zo, £), s'an- 
nulant quel que soit a pour z = x, et pour x = x,, et se rédui- 
sant identiquement à zéro pour æ = o. 

Nous dirons que w(x, æ) est une variation faible si à tout 
nombre positif s on peut faire correspondre un autre nombre 
positif à tel que l’on ait, pour Tos z,, 


(31) lolas ai <e luc(w, all <e, 


pourvu que |x| soit inférieur à à. Par opposition, on dit que w(x, a) 
est une variation forte, si la première de ces conditions seulement 
est vérifiée, c'est-à-dire si à tout nombre positif £ on peut faire 
correspondre un autre nombre positif à tel que l’on ait 


lolz, a)| Le pour E NERE E 


pourvu que |a| < ò, la valeur de |w (x, x)| n'étant assujettie à 
aucune condition lorsque x tend vers zéro. 

Les variations considérées plus haut, qui sont de la forme an (æ) 
sont des variations faibles, quelle que soit n(æ); il suffit en effet 
que lon ait M|a| < £, M désignant la valeur maximum de |n (x)| 
et de |n' (x)| dans l'intervalle (£o, zı), pour ‘que les deux inéga- 
lités (31) soient vérifiées. 

Au contraire la variation 


. [(£ — zo) (£ — xı) 
olg, a) = asin [ EE |, 
g”? 


où n œ ı, est une variation forte, car on a 


! is 
Welz, a) = —— 


[= — Xo)(X — T1) 
at 


reine 
et l’on peut toujours trouver des valeurs de 4 moindres en valeur 
absolue que tout nombre positif 3, pour lesquelles [w',(x, a)| est 
plus grand que tout nombre donné. 

Cette distinction est facile à saisir sur les courbes elles-mêmes. 
Considérons en effet les deux courbes Q et T représentées par les 
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deux équations 


(E T = f(#), 
(T) y =f(x)+ow(x, a), 


et faisons correspondre les points de ces deux courbes qui ont 
même abscisse. La distance de deux points correspondants sur les 
deux courbes est inférieure à e pourvu que |z| soit < ò, sans 
qu'il y ait lieu de distinguer si la variation est faible ou forte. 
Mais, lorsque la variation w(x, a) est faible, non seulement deux 
points correspondants sur les deux courbes sont infiniment voisins, 
mais langle des tangentes aux deux courbes en ces points est 
infiniment petit. Il n’en est plus de même si la variation w(x,4) 
est forte; dans ce cas, langle des tangentes aux deux courbes aux 
points correspondants ne tend pas en général vers zéro, comme on 
peut le vérifier sur l'exemple précédent. 

On fait une distinction analogue pour le minimum. Nous dirons 
que la courbe extrémale Qo donne un minimum faible pour l'in- 
tégrale J, s’il existe un nombre positif < tel que l’intégrale 


Ti 
Fi F[æ, fiz), J'(æ]dz 
Lo 
soit moindre que l intégrale 
Fi Fiz, fia) ws) f'(x)+w'(x)] dx, 
To 


pour toutes les formes possibles de la fonction w(x), qui est 
de classe (1) dans l’intervalle (xs, x,) et assujettie à vérifier 
les conditions 


W(To) = 0, W(Ti) = 0, [wu(r)|<Ee, lw (s)| < e, 


POUT PEx ELi 

Par opposition, on dit que la courbe extrémale y = f(x) donne 
un minimum fort, si elle satisfait à lacondition énoncée au début 
de ce Chapitre (n° 442). On comprend aisément d’après cela 
pourquoi les conditions de Legendre et de Jacobi sont insuffi- 
santes pour assurer le minimum fort, puisqu'on obtient ces con- 
ditions en raisonnant uniquement sur des variations faibles. Au 
contraire, la condition de Weierstrass (n° 449) a été obtenue en 
considérant une variation forte. 


WwW.rcin.org.pl 


II. — MÉTHODE DE WEIERSTRASS. 623 

TaéonÈme. — Un arc d’extrémale Go, pour lequel les con- 

ditions de Legendre et de Jacobi sont vérifiées, fournit au 
moins UN MINIMUM FAIBLE pour l'intégrale J. 


En effet, par hypothèse, la fonction R(x) = Esafe, f(x), f'(x)] 
a une valeur positive lorsque æ croît de zo à æ,. La fonction 
F:(x, y, y') étant continue, on peut donc trouver un nombre 
positif ò tel que l’on ait 


Falz, f(z)+h, f'(z)+4k]> 0, 
pour 
ToST£:61, 
pourvu que |A| et |[£| soient inférieurs à ò. Soit F une courbe voi- 
sine de Qo représentée par l'équation y = f(x) +w(x); nous 
devons prendre, dans la formule (30), en y remplaçant p par y’, 


u+6(y'—u)=ufx, f(x) +w(z)]+0)\f'(x)+w'(x)—ulx, f(x) +w(x)]!, 
ce que l’on peut écrire, en observant que u[x, f(x)| = f'(x), 
et en désignant par oy un nombre compris entre zéro et un, 
F'(x)+0w'(x)+(1—8)\ulx, f(s) wle )]— u[æ. f(æ)]| 
= f(x) + 0w'(z)+(1—0)w(r)u,[x, f(x) + Biw(æx)]. 

Soit y une limite supérieure de A dans un certain domaine 
de Ço. Prenons un nombre positif e tel que e(1 + x) < 3; si [w(x)] 
et |w'(x)| sont inférieurs à s de zo à z,, on a 

|y — fix) <è, [u+0(y'—u)—f'(x)| < à, 
tout le long de la courbe F, et par conséquent la fonction 
E(x,y;y'u) 
est positive tout le long de cette courbe. La différence Jr — JG, est 
donc positive, d’après la formule (29). 

La proposition établie à la fin du paragraphe précédent peut de 

même être énoncée comme 1l suit. 


Taéoreme. — Un arc d’extrémale Go, pour lequel les condi- 

ions de Legendre et de Jacobi sont vérifiées, fournit un mi- 
E R E Le je ; Épioé E Le 

NIMUM FORT pour l'intégrale J, si la dérivée seconde F,:(x,y,p) 
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reste positive pour toute valeur finie de p dans un certain do- 
maine entourant Go: 


Exemple. — Soit F = y'?(y'— 1}. On a 


oF : k 

ns miser say (y tar), 
Sg 

92? F | f à $ ; 4 

TE = 12y? — 12y +2=12(Y—-m(y — m"), 


; ; 1 , 1 
m' étant compris entre o et —; et m” étant compris entre —et 1. Les 
2 2 


courbes extrémales sont des lignes droites, et toute courbe extrémale 
y =maæ+p appartient à un champ formé par les droites de coefficient 
angulaire m; la valeur correspondante de la fonction u(x, y) est 
u(æ, y) = m. Étant donnés deux points A et B du plan des æy, la ligne 
droite AB est la seule courbe extrémale joignant ces deux points: cette 
courbe satisfait toujours à la condition de Jacobi, mais la condition de 
Legendre n’est vérifiée que si le coefficient angulaire m de la droite AB 
est inférieur à m’ ou supérieur à m”. 

Soit R: le domaine défini plus haut, relatif à la courbe extrémale AB; 
ce domaine est un champ pour lequel on a u(x, y) = m. La fonction 
E(x, 7; m, p) de Weierstrass a pour expression 


E(x, y; m,p)=(p—m}{[p?+2p(m—1)+(m—i)(3m—:1)], 
=(p—m}{(p+m—1)}+2m(m—1)]; 


cette fonction est positive pour toute valeur finie de p, pourvu que m soit 
négatif ou supérieur à :, et dans ces deux cas seulement. Nous sommes 
donc conduits aux résultats suivants : 

1° Si l’on a m <o, ou m >1, la droite AB donne un minimum fort 

x, 
pour l'intégrale J = FU y'— 1} dr. 
lo 

Il en est encore de même si m = 0, ou si m = 1, car la valeur de l'in- 
tégrale J le long de la droite AB est nulle dans ces deux cas, tandis qu’elle 
est positive pour toute autre courbe de classe (I), joignant les deux 
points A et B. 

2° Si l'on ao<m<m',ou m< m< 1, la droite AB donne un mi- 
nimum faible pour l'intégrale j. 

3° Enfin, si l’on a m'=m<m'”, la droite AB ne donne ni un minimum 
fort, ni un minimum faible, puisque la condition de Legendre n’est pas 
satisfaite. 

Cet exemple, dù aussi à M. Bolza, conduit à des remarques intéres- 
santes. Ainsi nous voyons que la fonction E(zx,y; m, y') est positive pour 
toute valeur finie de y’, lorsque m est négatif ou supérieur à 1, quoique 


la dérivée seconde Fý» = 12(y'— m')(y'— m") ne soit pas positive pour 
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toute valeur finie de y’. La condition Fý» > o n’est donc pas une condition 
nécessaire pour qu'il y ait un minimum fort (n° 453). 

Considérons en particulier le cas où le coefficient angulaire de la droite 
AB est compris entre zéro et un. On peut prouver directement qu'aucune 
courbe de classe (I) joignant les deux points A et B, et située dans la 
région R:, ne peut fournir un minimum fort pour l'intégrale J. En effet, 
il est évident que, quelle que soit cette courbe, la valeur correspondante 
de l'intégrale J est positive. La limite inférieure de cette intégrale est donc 
positive ou nulle. Or on peut joindre les deux points A et B (et cela d’une 
infinité de manières) par une ligne polygonale située tout entière dans &:, 
et dont les côtés sont alternativement parallèles à la droite y = o et à la 
droite y =v. La valeur de l'intégrale J, prise le long de cette ligne 
brisée, c'est-à-dire la somme des valeurs de J le long de chacun des côtés 
de cette ligne, est évidemment zéro. Or on peut, en procédant comme 
plus haut (n° 448), remplacer cette ligne brisée par une courbe F de 
classe (I) joignant les deux points A et B, de telle façon que l'intégrale Jp 
ait une valeur positive moindre que tout nombre positif donné. La limite 
inférieure de l'intégrale J est donc zéro, et cette limite inférieure n’est 
atteinte pour aucune courbe F de la classe (I) joignant les deux points 
A et B. 

Ceci nous conduit à élargir un peu l'énoncé du problème qui a été posé 
au début de ce Chapitre, de façon à pouvoir admettre des solutions plus 
générales que celles qui ont été admises jusqu'ici. Nous dirons qu'une fonc- 
tion f(x) est de la classe (I)' dans Pintervalle (£o, z, ) si elle satisfait aux 
conditions suivantes : 1° f(x) est continue pour to gz Êz; 2° f (ay est 
également continue dans l'intervalle (zo, z4), sauf pour un nombre fini de 
valeurs de v entre zoet zı; 3° si c est une valeur de x pour laquelle f'(x) 
est discontinue, f'(c + o) et f'(c— o) ont des valeurs finies. L'équation 


y = f(x), où f(x) est une fonction de classe (I) dans l'intervalle (x, £1), 
vérifiant les deux relations 


(Lo) = Yo (Li) = Yi: 
représente une courbe T’, qui est dite de classe (I), joignant les deux 
points A et B de coordonnées (£o, yo) et (£1, V1), et présentant un cer- 
tain nombre de points anguleux. Une courbe T“ de classe (I) se compose 
d'après cela d’un certain nombre d'arcs de courbes PF de la classe (1), qui 
forment un trait continu sans se raccorder à leurs extrémités. 
L'intégrale J prise le long de T’ 


w= f F(x, y, y')dx 
i 


est égale, par définition, à la somme des intégrales prises le long de chacun 
des arcs de courbe de classe (J), dont se compose la courbe T’. 

Il est clair qu'une courbe de la classe (I) peut être considérée comme 
un cas particulier d’une courbe de la classe (1). Si Pon remplace la 
classe (I) par la classe (1)' dans l'énoncé du problème qui fait l’objet de ce 


UE | | 4o 
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Chapitre (n° 442), le problème auquel on est conduit est évidemment plus 
général que celui qui a été traité. Lorsque la solution de ce nouveau pro- 
blème est fournie par une courbe de classe (1)', admettant des points 
anguleux entre A et B, une telle solution est dite discontinue. Il est clair 
qu'une solution discontinue ne peut se composer que d’un certain nombre 
d’arcs de courbes extrémales. [l faut, en outre, qu'aux points anguleux de 
nouvelles conditions supplémentaires soient vérifiées. Dans l’exemple traité, 
lorsque le coefficient angulaire de la droite AB est compris entre zéro et 
un, nous pouvons dire que le problème admet une infinité de solutions 
discontinues. 


435. Cas des extrémités variables. — Nous traiterons encore le 
cas où les deux points A et B, au lieu d’être deux points fixes 
donnés, sont assujettis seulement à rester sur deux courbes 
données. 

Supposons d’abord que le point À est fixe, tandis que le point B 
est un point inconnu d’une courbe C, située dans la région &. Il 
s’agit de trouver une courbe de classe (I) joignant le point A à 
un point inconnu B de la courbe C, telle que la valeur de l’inté- 
grale F(x, y, y') dx soit moindre que la valeur de la même 


(AB) 
intégrale le long de toute autre courbe voisine joignant le point À 


à un point B'de C. Supposons que l’arc AB (fig. 45) satisfasse à 


Fig. 95. 


cette condition; il est clair d’abord que cette courbe AB doit être 
une courbe extrémale, puisqu’en particulier on peut supposer que 
le point B’ coïncide avec le point B. Il faut en outre que cel arc (jo 
satisfasse aux conditions qui ont été reconnues nécessaires pour 
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assurer le minimum, en particulier aux conditions de Legendre 
et de Jacobi. Lorsqu'il en est ainsi, les courbes extrémales issues 
de A et voisines de A déterminent un champ entourant larc Bb 
d’extrémale, b étant un point de l'arc AB aussi voisin qu'on le 
veut de A (n° 451). Soient (£2, y2) les coordonnées du point B, 
et soit y = (x) l'équation de la courbe C. Une extrémale issue 
de A, infiniment voisine de AB, rencontre la courbe C en un 
point B’ de coordonnées [xz2 + h, (£+ h)] qui tend vers B 
lorsque À tend vers zéro. Nous désignerons par S(x,- A) la va- 
leur de l'intégrale J prise le long de l'arc d’extrémale AB. Pour 
que larc d’extrémale AB donne un minimum pour l’intégrale J, 
il faut évidemment que la fonction S(x,; + A) de A soit minimum 
pour A — 0. 

Soient b et b' deux points infiniment voisins du point A pris 
sur AB et AB’ respectivement. La région limitée par le con- 
tour bBB'b' est un champ pour les extrémales issues du point A, 
et par suite l'intégrale curviligne de M. Hilbert 


JTFC, Jiu)—uF,(x,y,u)]|dr+F,(x,7,u)dy, 


prise le long du contour total bBB'b'b, est nulle. Lorsque les 
points b, b' se rapprochent indéfiniment du point A, l'intégrale 
le long de bb" tend vers zéro, l'intégrale le long de bB a pour 
limite S(x2), l'intégrale le long de b'B' a pour limite S(x; + A), 
et il vient 


La+h 
S(æs+ h) — Siea) = (Fay u) +(y'— u)Fi (g, y, u)] de, 


Le 
y et y' devant être remplacés par #(x) et 2'(x) sous le signe d’in- 
tégration. On déduit de cette formule la valeur suivante de la 
dérivée S' (£> + A) pour À = o, 
S'(Te) = F (£2, Ya, U2) + (Ya — Ur) FE (ds, Ya, Ua), 

en posant V= (ra), Ya = F (T2), Ua = U(L2, Ya); y! est le 
coeflicient angulaire de la tangente à la courbe C au point B, et u3 
le coeflicient angulaire de la tangente à la courbe extrémale AB en 
ce même point B. Pour que l'arc AB donne un minimum pour 
l'intégrale J, il faut donc que l'on ait, entre les coefficients angu- 
laires des tangentes aux deux courbes au point B, la relation 


(52) F (£2, Ya, U2) + (Ya — Ur) F (Xe, V2, Ua) = 0. 
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Si celte condition est satisfaite, nous dirons pour abréger que 
l’are AB coupe transversalement la courbe C au point B. 

Soit y = f(x, a) l’équation générale des courbes extrémales 
issues du point À, a désignant un paramètre arbitraire. On déter- 
minera ce paramètre en écrivant que la courbe extrémale coupe 
transversalement la courbe C au point de rencontre. Si lon a 
déterminé un arc AB de courbe extrémale satisfaisant à cette con- 
dition, il faudra d’abord, pour qu'elle réponde à la question, 
qu’elle rende minimum l'intégrale J, parmi toutes les courbes 
joignant les deux points A et B, et en outre que la dérivée seconde 
de la fonction S(æ: + A) soit positive ou nulle pour À = o. Sup- 


posons par exemple F — Vi+y® + 7/2; les extrémales sont des lignes 
droites, et la condition (32) se réduit ici à 1+y,us —=0. La 
droite AB doit donc être normale à la courbe C au point B. Pour 
que celte droite AB donne un minimum de la distance du point A 
à un point de la courbe C, il faut en outre que le cercle décrit du 
point À pour centre avec AB pour rayon laisse la courbe C à l’exté- 
rieur dans le voisinage du point B, et par suite que les deux points 
A et B soient du même côté par rapport au centre de courbure de 
C au point B. 

Lorsque les deux points À et B sont assujettis à rester sur deux 
courbes données C, et Cp, la courbe AB doit être une courbe 
extrémale coupant transversalement la courbe C, au point À et 
la courbe C, au point B. On a ainsi deux conditions pour déter- 


miner les deux paramètres dont dépend la courbe extrémale. 


456. Extension aux intégrales doubles. — Soit F(x, y, 3, p, q) une 
fonction des cinq variables indépendantes s, y, 3, P, q continue ainsi 
que ses dérivées partielles jusqu’à celles du troisième ordre. lorsque le 
point (x, y, 3) reste dans une région R de l'espace, et pour tout système 
de valeurs finies de p et de gq. Considérons une courbe fermée T, située 
dans R. dont la projection sur le plan des zy est une courbe fermée sans 
point double C. Soit z = f(x, y) l'équation d'une surface S située dans 
la région R; pour que cette surface S passe par la courbe T, il faut et il 
suffit que la fonction f(æ, y) soit assujettie à prendre une succession de 
valeurs données, lorsque le point (x, y) décrit la courbe C. Si en outre 
cette fonction est continue, ainsi que ses dérivées partielles du premier 
ordre, lorsque le point (+, y) décrit la région A du plan des zy, limitée 
par la courbe C, et sur cette courbe elle-même, nous dirons que la fonc- 
tion f(x, y), et la surface S, sont de la classe (I) dans A. Remplaçons 
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dans F les variables z, p, q, par f(æ, y), fg et f} respectivement; le 
résultat est une fonction continue dans A, et l'intégrale double 


(33) I= f f Fæ, y, z, p, q)de dy 
s (A) 


a une valeur finie pour toute surface S de classe (I). On peut se proposer 
pour cette intégrale double un problème absolument analogue à celui que 
nous avons étudié pour les courbes, en cherchant si, parmi les surfaces S 
de classe (I), passant par la courbe T, et situées dans &, il en existe une 
pour laquelle l'intégrale (33) a une valeur plus petite que pour toute autre 
surface satisfaisant aux mêmes conditions. 

Désignons d’une manière générale par (x. y) une fonction de classe (T) 
dans A, et s’annulant tout le long de la courbe C. Si z = f(x, y) est 
l'équation d’une surface de classe (I) passant par T, l'équation 


z= f(x, ÿ)+an(r, y) 
est l'équation d’un faisceau de surfaces passant par FI, et la fonction 
(34) J(a) = f Fr, y, f(£,y)+ an(s, Y), fr + anr fy+ any] dr dy 
Na) 


du paramètre x doit être minima pour 4 = o, quelle que soit la forme de 
la fonction n(x, y). Il faut donc que la première variation 'òJ soit nulle. 
La formule habituelle de différentiation sous le signe intégral, qui s'étend 
sans difficulté aux intégrales doubles, donne 


PE oF ORNE | : 
(35) =af [ |F DE D p ie Tnd dy, 


Z, p, q devant être remplacées par f(x. y), fr, fy respectivement après 
la différentiation. Supposons que la fonction f(x, y) admette des dérivées 
partielles du second ordre, continues à l'intérieur de C; la formule de 
Green nous donne alors (1, n° 126) 


oF 9F d /0F)\ 
T, ) — d ff [x ed (æ, (3 Jar ar, 

k TEs Op Á + (A) de 0p ut A dr p 4 
et puisque la fonction n(x, y) est nulle tout le long de C, on peut rem- 


placer l'intégrale double de 1% F par l'intégrale double du produit 


` A AEA 
changée de signe. En opérant de même avec la dernière intégrale double de 
la formule (35), on voit que lon a encore 


oF d /0F d /0F 
G6) èl=af f a [Z-a -E Jaz dr. 
3 ri Y oz dx \ dp dy z) Y 


/ 
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Pour que àJ soit nul, pour toutes les formes possibles de la fonc- 
tion n(æ, y), il faut et il suffit que le coefficient de n(x, y) sous le signe 
intégral soit nul, En effet, supposons par exemple ce coefficient positif 
dans le voisinage d'un point (a, b) intérieur au contour C; soit p un 
nombre positif assez petit pour que le cercle C, de rayon p, décrit du 
point (a, b) comme centre, soit à l’intérieur de C, et que le coefficient 
de n(x, y) soit lui-mème positif à l'intérieur de Ce. Si l'on prend 
pour n(x. y) la fonction définie de la manière suivante : 1° n —0, à 
l’extérieur de Cp; 2° à l'intérieur de C;, 


n(z, y) =[(x— a) (y —6b}—p?}?, 


il est évident que òJ sera positif. Pour que la fonction f(x, y) donne un 
minimum de l'intégrale J, il faut donc que cette fonction f(x, y) soit une 
intégrale de l'équation aux dérivées partielles du second ordre 

oF d /9F d /0F 
(37) Fe (T) ( y 
analogue à l'équation d’Euler (5 ). 

On est ainsi conduit à rechercher si cette équation (37, admet une inté- 
grale. prenant une suite de valeurs données le long d’un contour fermé C, 
continue et admettant des dérivées partielles du premier et du deuxième 
ordre continues dans la région du plan limitée par G. C'est là un problème 
de nature tout à fait différente du problème de Cauchy (n° 440), et qui ne 
peut être traité que par des méthodes en dehors du cadre de cet Ouvrage. 


Exemples. — 1° Soit F = p? + g?. l'équation aux dérivées partielles (37) 
est identique à l’équation de Laplace 


35 zx  dz Le 
( ) dx? Fig dy? T , 


on est ainsi conduit au célèbre problème de Dirichlet, qui consiste à 
déterminer une intégrale de l’équation de Laplace, continue ainsi que ses 
dérivées partielles à l'intérieur d’un contour fermé C, et prenant une suite 
de valeurs donnée le long de ce contour. Soit f(x, y) une solution de ce 
problème; la fonction z = f(x, y) donne bien un minimum de l'intégrale 


définie rs (p?+ g?)dx dy; en effet, n(x, y) désignant une fonction 


qui s’annule tout le long de C, l’on a 
Da [Cfr + nr) fyt ny ]de dy 
(A) 


Ti (fr) + (fs) dx dy + ff (Senet fin, yde dy 
(A) 


2 f f tend 
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La fonction f(x, y) étant une solution de l'équation de Laplace, l'inté- 


grale double f f (fzne+f;n,)dx dy est nulle, pourvu que la fonc- 


(A) 

tion n(æ, y) soit nulle tout le long de C, d’après le calcul fait tout à 
lheure. La nouvelle intégrale double est donc plus grande que la première, 
à moins que l’on n’ait à la fois n% = 0, ny = 0, ce qui exige que la fonc- 
tion n(æ, y) soit nulle. Le calcul prouve aussi que le problème de Diri- 
chlet ne peut admettre plus d’une solution. 

Riemann démontrait précisément l’existence d'une solution du problème 
de Dirichlet, en admettant comme évident qu'il existait une fonction 
satisfaisant aux conditions aux limites, et rendant minima l'intégrale 


double [f [+ qg?)dx dy. 


On a fait remarquer plus haut pourquoi ce raisonnement est insuf- 
fisant (n° 442). Dans des travaux récents, M. Hilbert a montré qu’on 
pouvait compléter la méthode de Riemann, de façon à rendre sa démons- 
tration entièrement rigoureuse. 

2° La recherche de la surface d’aire minima, passant par un contour 
donné, conduit à chercher le minimum de l'intégrale double 


F: Vi+p?+ q?dx dy. 


L'équation aux dérivées partielles correspondante est 


ees er a nt 
de (Vori) DT 

ou, en développant, 

(39) r(1+ q?)+ t(1 + p?)— 2pqs = 0. 


Cette équation exprime que la somme des rayons de courbure principaux 
est nulle. Les surfaces intégrales sont les surfaces à courbure moyenne 
nulle, ou surfaces minima. 


EXERCICES. 
1. Déterminer les courbes qui rendent minimum l'intégrale 
$ 


= f F(z, y, y') dx, 


y Pi 


la fonction F ayant lune des formes suivantes 
F=yyQ+y"), rey F=(z—-r}Vi+yi, 


F = (x+ y?) VI+ y’, 
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sale T A 2F 
2". L’équation d'Euler admet le multiplicateur 


lorsque F est indé- 
dy?’ 


pendant de x (JAcoBi). 


3". Étant donnée une équation différentielle du second ordre 
(E) r'=6G(2,r,r'), 


il existe une infinité de problèmes du calcul des variations qui conduisent 
à cette équation. On obtient toutes les formes correspondantes de la 
fonction F(x, y, y') par des quadratures, si l’on a intégré l'équation (E). 


[DarBoux, Théorie des surfaces, t. HI, n° 604-605.] 


Remarque. — On remarque que la fonction F(x, y, y') doit satisfaire 
à l'équation aux dérivées partielles 
IE , ÀF Le 9? F aE 
dy"? Y dy dy — goy öy a 
d’où l’on déduit une équation linéaire du premier ordre, 
oM oM oM 0 
Hi ut CM 2 
ox dy oy dy 
3 o2 F MEAP ; ET 
pour déterminer M = zyz cette dernière équation s'intègre par une 
quadrature, si l’on a intégré l'équation (E). 
4. Déduire de l'exercice précédent que l’on obtient tous les problèmes 


du calcul des variations pour lesquels les extrémales sont des lignes 
droites, en prenant pour F la fonction suivante 


, OF ow 


” 
r= f (Y—t)P(t y—zrzt)di+y at 


Y étant une fonction arbitraire de v et de y, et P une fonction arbitraire 
det et de y — rt. 


FIN DU TOME Il. 
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ERRATA. 
ERRATA. 
Tome I. 
3 ; a ou ln 
Exercice 9, au lieu de : F À lire : = à 


Exercice 12, au lieu de : (x —zx')y", lire : (æ—zx3)y". 

ligne 11 en remontant, au lieu de : 0,08856032, lire : o,8556032. 
ligne 2 en remontant, au lieu de : n = 4, lire : n = 3. 

ligne r, au lieu de : n = 5, lire : n= 1. 

ligne 8, au lieu de : R(x), lire : P(x). 


ligne 12, au lieu de : f(sinæ, cosg), lire : R(sinæ, cosæ). 

Exercice 1, au lieu de : x'tangx, lire : x“ arc tang g. 

lignes 13 et 14 en remontant, au lieu de : pourvu que ... soit, lire : 
lorsque ... est. 

ligne 12 en remontant, au lieu de : <, lire : Ê. 


ligne 1, au lieu de: pourvu que la série soit, lire : lorsque la série est. 

lignes 8 et 9, au lieu de : à À,, si ..., lire : à Ap Si ..., et sup- 
primer : Lorsqu'il en est ainsi. 

ligne 7 en remontant, supprimer : b,. 

ligne 10 en remontant, au lieu de : a%, lire : ağ. 


lignes 16 et 20, au lieu de : F'(3), lire =F}. 


ToME II. 


ligne 5 en remontant, au lieu de : f(x, lire : f(x). 
ligne 4 en remontant, au lieu de : est constamment supérieur, lire : 
n’est jamais inférieur. 

ligne 2 en remontant, au lieu de : Via <æ), lire : Yhæ (1 — x). 
dernière ligne, au lieu de : sinas — sinbs, lire : cosas — cosb z. 
ligne 1, au lieu de : ei etis, lire : e% — ebiz, 

ligne 3 de l'exercice 12, au lieu de : et OA, lire : avec OA. 
ligne 3 en remontant, au lieu de : Si, ...; Z, lire : 3,, ..., # 
ligne 5 en remontant, au lieu de : Ot, lire : O't. 


Z. 


n—1 


Pages 270 et 271, au lieu de Ma 21)" ures f(a h 


Page 


Page 


271, 


299; 


ligne 3, au lieu de : he dw, lire zi Y dw. 
“i la'b') 


équation (42), au lieu de : 4(æ)=/f'(xz) —Re(x) =0, lire : 
(TZ) =R) = f(x) = o. 


Page 303, ligne 5 en remontant, au lieu de : C, lire : C. 
Pages 316 à 319, au lieu de : Riccatti, lire : Riccati. 

Page 345, ligne 8 en remontant, au lieu de : ou, lire : et. 
Page 348, ligne 11, au lieu de : quatres, lire : quatre. 


Page 561, ligne ro en remontant, au lieu de : — fi, lire : — %. 


dq 


Page 575, ligne ro, au lieu de : génératriee, lire : génératrice. 
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